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Sur  les  deux  locutions  :  PARTA^usiB  droite  ^  unk  quantité  ^ 

EN    MOYENNE  ET  EXTRÊME  vfeiÂ|SON ^^.J^NÉB  QU^EN   RAISON. — ' 


Altérations  probables  dans  le  texte  d  Euclide. 


VAB  A.  j:.  H.  yx^xHT, 
ProfeBseur  au  coUiîg£jA]ft-éainl-LoQit. 


I.  On  connaît  b  locution  employée  dians  tous  lies  ouvrage» 
élémentaires ,  pour  indiquer  le  mode  de  partage  dlune  droite 
en  deux  parties^  dont  l'une  soit  moyenne  proportionnelle  entre 
Vautre  partie  devenue  ainsi  Fun  des  termes  extrêmes  de  la. 
proportion,  et  la  ligne  entière. 

Or ,  dès  1405  (1) ,  le  Vénitien  ZamberH^  dans  son  inter- 
prétation latine  d'Euclide ,  imprimée  cent  ans  plus  tard , 
remarquait  déjà  que  la  locution  secundùm  mediam  et  extre- 
mam  rationem^  locution  d'où  la  nôtre  tire  son  origine,  ne 

(i)  Voyez  la  Bibliothèque  grecque  deFabricius,  édition  de  Harles,  t.  IV,  p.  S2.. 
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dit  pas  ce  qu'ene  doit  dire.  £n  effet ,  dans  une  proportion ,  il 
n'y  a  point  deux  raisons,  Tune  moyenne  et  Tautre  extrême; 
il  n'y  en  a  qu*une  seule,  la  même  pour  les  deux  derniers 
termes  que  pour  les  deux  premiers  ;  et  Ton  ne  saurait  vou- 
loir dire  non  {das  que  cette  raison  est  k  la  fois  moyenne  et 
extrême ,  ce  qui  serait  également  absurde. 

Reconnaissant  aussi  l'inexactitude  de  la  locution,  M.  le 
docteur  Terquem ,  dans  une  noté  insérée ,  il  y  a  peu  d'années 
(en  1838),  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liou- 
ville  (  t.  III ,  p.  97  ) ,  propose ,  d'après  Lorentz ,  de  dire 
qu'une  droite  est  partagée  en  proportion  continue,  lorsque^  etc. 
Je  souscrirais  volontiers  à  cette  rédaction ,  si  elle  ne  parais- 
sait signifier  tout  autre  chose  que  ce  que  Ton  veut  dire  : 
car  comment  exprimerait-on  différemment  que  la  droite  est 
divisée  en  trois  segments  fournissant  à  eux  seuls  tous  les 
termes  de  la  proportion  ? 

Mais  moi-même  précédemment,  en  1834,  dans  la  3"*  édi- 
tion de  mon  Cours  de  Géométrie ,  j'avais  cru  devoir ,  à  la 
phrase  vulgaire,. en  substituer  une  autre  plus  simple  : 
Partager  une  droite  m  moyenne  et  extrême.  Cependant,  l'avan- 
tage de  la  brièveté  ne  serait  point  un  motif  suffisant  pour 
justifier  ce  changement  s'il  n'était  d'ailleurs  d'accord  avec  la 
logique.  Or,  en  effet,  l'expression  ordinaire  signiGe-t-ellc 
autre  chose  que  partager  une  droite  suivant  la  raison  de 
moyenne  é  extrême,  c'est-à-dire  de  telle  façon  que  Tune  des 
parties  soit  le  terme  moyen  de  la  proportion ,  et  l'autre  par- 
tie un  des  termes  extrêmes ,  l'autre  terme ,  qu'il  faut  bien 
trouver  quelque  part ,  étant  alors  la  ligne  entière  ?  Et  dès 
lors ,  cet  énoncé  ;  Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
(  sous-entendez  le  mot  parties  au  pluriel ,  et  non  le  mot  raison 
au  singulier  )  ne  présente-t-il  point  une  locution  tout  à  fait 
convenable ,  tant  sous  le  rapport  de  la  justesse  que  sous  celui 
de  là  simplicité  et  de  la  brièveté  ?  Quant  à  moi ,  son  exacti- 
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tude  me  parait  si  incontestable  y  qa'ayant  été  sollicité ,  à  Toc- 
casion  de  la  pnblicatiosi  récente  de  la  5^  édition  de  mon  Cotin, 
de  rélaUir  la  locution  antique  et  solennelle  moj/mne  e$  ex-^ 
trème  ratMHi,  je  n'hésitai  point  à  en  appeler  an  texte  à'Ea- 
clide ,  persuadé  qu'on  l'avait  mal  traduit. 

Mon  étonncment,  je  le  confesse,  fut  extrême,  quand  je 
lus  dans  Tédition  de  Peyrard,  comme  dans  toutes  les  autres, 
ces  phrases  auxquelles  je  n'avais  pas  jusqu'alors  prêté  une 

attention  Suflisante  ;  âxpov  «ac  f/ic<rov  Xoyev  (SOUS-ent.  xarà)  (v6<îa 
TeTf*wÔai  ^rytrai ,  otov....  x.r.i.  (liv.  VI ,  déf.  3  ;  toœ.  I,  p.  390)  ; 
T^  MiiQfK»  eùOsîav  iccntpotT^iQv  oxpov  xoù  jasvqv  ^ôyov  r«faîv  {jirid,^ 
pfOp.  30,  p.  366),'  £ày  cùOeca  yp^fAii  &(pov  K«t  fiierov  Xq^qv  rpiOîî 

(Uv.  XIII ,  prop.  !'• ,  tom.  III ,  p.  212  ) 

Je  ne  craignis  p<^t  d'avancer  alors  que  les  manuscrit» 
avaient  été  mal  lus ,  que  les  apices  abréviatifs  remi^açant  les 
terminaisons  et  devenant  ainsi ,  dans  les  manuscrits,  les  seuls 
indices  de  la  déclinaison  (apices  qu'il  est  si  facile  de  confon-^ 
dre)  avaient  été  pris  les  uns  pour  les  autres  ;  que  par  suite ,. 
dans  là  transmptk>n ,  les  terminaisons  ou  et  ov  s'étaient  sub« 
stituées  l'ime  à  l'autre  par  cette  sorte  d'accident  que  les  graoK 
mairiayi  nomment  aUraetian ,  et  qu'en  définitive ,  les  mot» 
oxpoy  rak  1U99V  >o7ov  devaient  être  lus  partout  oxpou  xot  fx^ov» 

Malheureusement  encore,  ma  conjecture  ne  se  trouv» 
DuHement  confirmée  par  les  manusaîts,  dont  la  plupart 
même  portent  écrit  en  toutes  lettres  axpov  xol  piaov 

En  outre,  Proclus,  Pappus,  Ptolémée,  lorsqu'ils  ont  à* 
rendre  la  même  idée ,  ne  s'expriment  pas  autrement. 

Battu  ainsi  en  première  instance  et  en  appti ,  j'avais  au 
moins,  semblait-il,  la  consolation  de  l'être  en  compagnie  de 
la  logique.  Mais  après  tout ,  il  me  restait  la  ressource  de» 
traductions  orientales  :  je  résolus  d'y  recourir.  Je  m'adressai 
en  conséquence  au  savant  "M.  Mundt,  qui  eut  l'obligeance  de 
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consulter  à  ma  prière ,  la  traduction  arabe,  traduction  toute 
littérale,  faite  au  neuvième  siècle  par /soac;  benHonaïn^  et  qui 
me  donna  en  ces  termes  le  sens  du  texte  arabe  de  la  déGni- 
tfon  3*  du  livre  YI  :  Une  ligne  droite  est  dite  partagée  suivant 
la  proportion  d'uNs  moyenne  et  de  deux  extrêmes^  lorsque,  etc. 
De  même,  la  proposition  30*  do  môme  livré  s'énonce  ainsi 
diaprés  le  même  texte  :  Partager  une  ligne  droite  suivant 
la  proportion  d*%me  moyenne  et  de  deux  etxirêmes.  De  même 
enfln  la  proposition  i'^  du  livre  XIII  :  Lorsqu'une  droite  est 
partagée  suivant  la  proportion  d'une  moyenne  et  de  deux  ex- 
trêmes  :  Al-khatt  al-maksoum  à  la  nisbct  dzât  ouast  outarféïn. . . 

La  traduction  hébraïque  faite  au  13*  siècle  par  Mosé  hen 
Samuel  Ehn  Tibbon,  s'exprime  d'une  manière  tout  à  fait 
analogue  ;  mais,  peut-être,  m'a  dit  M.  Munck ,  cette  traduc- 
tion a-t-ellc  été  faite  d'après  l'arabe.  Quoi  qu'il  en  soit ,  la 
tfadoction  hébraïque  n'en  est  pas  moins  une  confirmation  de 
l'arabe. 

II  en  est  de  même  de  la  tradoctton  latine  à^Adhélard^  com- 
mentée par  Campanus ,  et  qui  vraisemblablement  aussi  est 
faite  sur  l'arabe  ;  l'bypothèse  contraire  lui  donnwait  beau- 
coup plus  encore  d'autorité  et  d'importance  dans  la  question 
actuelle.  Elle  s'exprime  ainsi ,  lib.  VI ,  def .  3  :  Linea  dicitur 
dividi  secundùm  proportionem  habentem  mediumet  du>o  extre- 
ma,..  Les  deux  autres  passages  sont  conformes  au  premier. 

Gr,  de  tout  cela  on  peut  conclure,  ce  me  semble,  avec 
quelque  probabilité ,  et  de  plus  hardis  que  moi  diront  avec 
certitude  que  si  la  locution  oxpov  xai  (xsaov  A070V  peut  être 
considérée  comme  passée ,  depuis  un  temps  immémorial ,  à 
YéidXA'idiotisme  géométrique ,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
la  leçon  primitive  «  dû  être  âxpoiv  xat  fisaou  XÔ70V  ;  le  mot  axpoiv, 
au  duel,  au  lieu  du  singulier  axpov,  n'en  est  que  plus  expres- 
sif,  puisqu'il  fait  voir  que  l'on  trouve  tout  à  la  fois ,  sur  la 
ligne  divisée  conformément  à  la  définition ,  les  trois  termes 
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de  la  proportion ,  tant  les  deax  extrêmes  que  le  terme  moyeu. 

En  définitive  donc  y  je  maintiens  mon  énoncé. 

II.  J'en  viens  à  une  seconde  correction  que  j*ai  aussi  à 
proposer  pour  le  texte  grec  d'un  autre  ouvrage  du  même 
auteur.  Il  s'agit  ici  d'une  expression  bizarre  qui  a  doté  notre 
langue  de  cette  locution  non  moins  étonnante  que  celle  dont 
nous  venons  de  nous  occuper,  savoir  :  Quantité  donnée  qu'en 
raison;  en  latin  :  Magnitudo  data  quam  in  ratione, 

Cest  ainsi  que,  d'après  les  définitions  11*  et  12*  du  livre 

des  Données  d'Euclide ,  Une  grandeur  est  plus    |       .      | 

à  V égard  d'une  autre ^  d'une  donnée ,  qu'en  raison,  quand  la 

j       j       .    ..    .  (  retranchée,  le  reste  ) 
grandeur  donnée  étant  i    .    ,,      ,  \  a  avec  Vautre 

\  ajoutée ,  la  somme  ) 

une  raison  donnée. 

Il  ne  faut  nullement  être  géomètre  pour  reconnaître  ici 
une  locution  de  pur  argot  :  quel  moyen,  en  effet,  de  faire  l'a- 
nalyse du  qu*en  raison  ?  Aussi  M.  Chasles^  dans  son  Aperçu 
historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
géométrie  (page  11,  note  r*),  dit-il  que  c'est  une  expression 
embarrasiante,  et  dont  le  sens  est  difficile  à  comprendre,  mime 
dans  la  définition  qu'en  donne  Euclide  ;  après  quoi  le  sa- 
vant géomètre  en  fournit  l'explication  suivante  :  «  Soit  A 
»  plus  grand  que  B  d'une  donnée  qu'en  raison  ;  soit  G  cette 

»  donnée  et  fA  la  raison,  on  aura  — ^ —  =:^.* 

Pour  embrasser  les  deux  définitions  dans  une  même  for- 

AqzC 
mule,  nous  écrirons  — ^—  =[*. 

Ces  préliminaires  posés,  remontons  aux  deux  définitions 
précédentes  du  même  livre  (déf.  9  et  10)  :  Une  grandeur  est 

plus  I      ...      J  qu'une  autre  grandeur,  d'une  grandeur  don- 
née, quand  la  grandeur  donnée  étant  l     ....        }  If^pl^s 


10  — 


\  est  égalé  la  plus  ^^2ie\- 


Igrandej  le  reste 
petite  j     la  somme 

Ces  deux  définitions ,  comme  on  le  voit ,  ne  considèrent 
qu'un  cas  particulier  des  deux  autres,  celui  de  fx  =  1  ^  ou 
A  q=  C  =  B  ;  ou  plutôt ,  les  deux  autres  ne  sont  qu'une  géné- 
ralisation de  celles-ci.  Dans  les  définitions  9  et  10,  la  raison 
donnée  est  la  raison  d'égalité,  ou  Vunité  ;  dans  les  définitions 
11  et  12,  la  raison  donnée  devient  une  raison  quelconque;  et 
ainsi  ces  deux  dernières  définitions  énoncent  relativement  à 
une  raison  quelconque,  ce  que  les  deux  premières  disent  d'une 
manière  absolue,  ou  pour  la  raison  d'^alité  ;  de  sorte  que 
les  mots  qu'en  raison  doivent  être,  pour  le  sens,  remplacés 
par  ceux-^i  :  relativement  à  ou  qu>ant  à  une  rais(m  donnée. 

Or,  si  maintenant  nous  remontons  au  texte  :  fàyeOoç  ptsycOov; 

^oÔsvTi  fAStÇov  ou  «XacTffov  «ç»v  S  gv  Xoyw,  orav  x.t.>.,  il   UC  nOUS 

sera  pas  difBcile  de  reconnaître  que  tout  le  mal  provient 
d'une  faute  d'orthographe  dans  la  particule  %,  que  les  copis- 
tes, éditeurs,  traducteurs,  semblent  s'être  primitivement  ac> 
cordés  à  considérer  comme  complétive  du  comparatif  :  Ma- 

gnUudo  magnitudine  data      .       est  quam  in  ratiam  (Eu- 

m%nor 

clide  de  Peyrard,  tome  III ,  page  302),  tandis  qu'il  eût  fallu 
écrire,  avec  V esprit  rude,  V accent  circonflexe ,  et  Viota  sous- 
crit: ^,  c'est-à-dire  gtid ,  quantum  ad^  en  tant  que '^  d'où  il 
résulte  qu'en  français  nous  devons  dire  :  Une  quantité  est 
plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre ^  d'une  quantitédonnée^ 
relativement  ou  quant  à  une  raison  donnée ,  lorsque^  etc.  (1). 


(t)  Âocone  traduction  arabe  du  livre  des  Donnéet  ne  se  trouvant  à  la  biblio- 
thèque du  Roi,  je  n'ai  malheureusement  pu  employer  le  même  moyen  de 
contrôle  que  pour  le  cas  précédent. 
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p.  s,  —  Je  profile  de  ToccasiOD  pour  adresser  à  M.  le  Ré^ 
dacleur  des  Annales^  une  observation  relative  à  deux  articles 
de  M.  Fmck ,  insérés ,  le  premier  dans  le  tome  I,  page  353 , 
lesecondy  tome  II,  p.  329. 

Il  s'agit,  M.  le  Rédacteur,  dans  ces  deux  articles,  d'une 
note  que  j'ai  donnée  dans  votre  tome  I ,  p.  272 ,  9wr  la 
construction  des  tables  de  sinus  naturels.  Dans  cette  note, 
après  avoir  reproduit  une  démonstration  qui  se  trouve  à  la 
page  233  du  Géomètre  de  M.  Guillard,  pour  la  limite  de 
Terreur  que  Ton  commet  en  prenant  l'arc  pour  son  sinus , 
démonstration  (jont  l'idée  fondamentale  est  due  à  M.  Giraud^ 
alors  élève  du  collège  de  Toulon,  j'ai  indiqué  l'emploi  de  la 
formule  de  Th.  Simpson  pour  la  construction  des  tables  de 
sinus  naturels,  en  faisant  voir  (je  l'ai  cru  du  moins)  que  les 
douze  premières  décimales  de  %  suffiraient  pour  la  détermi- 
nation des  douze  premières  décimales  des  sinus  et  cosinus  de 
tous  les  arcs  croissant  de  seconde  en  seconde  centésimales. 

Pour  le  premier  point,  c'est-à-dire  pour  la  limite  de  l'er* 
reur  que  l'on  commet  sur  le  plus  petit  arc^  M.  LUmnet  y  est 
revenu  dans  le  tome  II,  p.  216,  et  j'ai  été  très-satisfait  de  re- 
connaître, d'après  son  excellent  article,  qu'il  n'est  pas  même 
nécessaire,  pour  arriver  à  la  limite  obtenue,  de  recourir  à  la 
formule  de  trissection,  et  que  la  bissection  est  suffisante.  Je 
m'eminresse  donc  d'adopter  la  modification  qu'il  propose, 
comme  rendant  la  démonstration  plus  élémentaire. 

Quant  au  second  point  (l'emploi  des  formules  de  Th,  Simp- 
son) j  ma  Note  a  fait  reconnaître  à  M.  Finck ,  comme  il  le  dit 
au  tome  I,  p.  353,  et  le  répète  au  tome  II,  p.  333,  qjïil 
avait  été  trop  loin  dans  sa  Trigonométrie ,  en  accusant  d'in- 
suffisance lesdites  formules  j  mais  en  même  temps ,  cet  esti- 
mable et  savantprofesseur,  dans  son  premier  article,  accusait 
ma  méthode  de  négliger  des  erreurs  qui  m^odifient  l'exac- 
titude de  mes  résultats.  Cependant  comme,  après  tout,  ilpro- 
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mettait  de  revenir  sur  ce  sujet,  j'ai  supporté  pendant  un  an 
entier,  sans  mot  dire,  l'interdit  prononcé  contre  ma  méthode, 
espérant  toujours  l'article  annoncé.  EnGn,  cet  article  a  paru 
dans  le  n*"  d'août  dernier.  M.  Finck  y  emploie  le  calcul  inté- 
gral aux  différences  finies  pour  évaluer  l'erreur  que  peuvent 
produire  les  formules  de  Th.  Simpson.  Si  le  but  est  le  même, 
le  moyen  est  bien  différent  de  celui  que  j'ai  employé,  n'ayant 
eu  en  vue  que  les  élèves  de  nos  classes  élémentaires  ;  et  en- 
core M.  Finck  termine- t-il  son  savant  article  en  disant  que 
rien  ri  empêche  d'en  faire  autant^  c'est-à-dire  de  remplacer  ses 
formules  d'intégration  par  un  procédé  éléme«^taire,  comme 
si  je  n'en  avais  pas  donné  un.  D'où  il  résulte  qu'en  définitive 
M.  Finck  maintient  sa  sentence  d^interdit ,  sans  toutefois  la 
motiver  plus  que  la  première  fois,  sans  rien  indiquer  pour 
corriger  l'imperfection  qu'il  a  découverte  dans  mon  procédé, 
et  sans  proposer  lui-même  de  méthode  qui  puisse  atteindre 
le  même  bût,  puisqu'au  contraire,  d'après  sa  conclusion ,  il 
reste  à  en  faire  autant  que  j'en  ai  fait,  sauf  les  erreurs  dont 
j'attends  la  rectification. 

Dans  cet  état  de  choses,  et  malgré  l'horreur  profonde  que 
j'éprouve  pour  toute  espèce  de  polémique,  puis-je  me 
dispenser  de  prier  M.  Finck  de  vouloir  bien  déclarer  s'il  re- 
connaît la  vérité  de  ce  principe  :  que  dans  une  méthode  de 
calcul  qui  doit  présenter  le  double  caractère  d^être  abréviativb 
en  même  temps  qu'approximative,  sile  degré  d^  approximation 

1  t 

demandé  est  —,  on  doit  négliger  les  erreurs  de  V ordre  — ^ 

{pétant  >>  n),  tmÂes  les  fois  que  celles^  ne  se  multiplient 

pas  de  manière  à  donner  une  somme  de  F  ordre  —  ? 

2**  Dans  le  cas  de  l'affirmative,  de  dire  en  quoi  j'ai  trans> 
gressé  ce  principe,  et  de  donner  l'évaluation  des  erreurs  que 
j'ai  commises j 


-  13  - 

3*  £ofin,  si  M.  Finck  admet  que  le  principe  précité  est 
exact,  et  ne  trouve  ou  ne  prouve  pas  que  j'aie  commis  en 
l'appliquant  aucune  erreur  de  Tordre  proposé,  j'attends  de 
la  loyauté  bien  connue  de  notre  estimable  confrère ,  de  re- 
connaître qu'en  ceci  encore  il  a  été  trop  loin, 

Sifum^  je  suis  tout  disposé  d'avance  à  me  rendre  à  ses  rai> 
sons  ;  et  je  recevrai  ce  second  perfectionnement  à  ma  méthode 
avec  le  même  plaisir  que  j'ai  reçu  le  premier. 


NOTE  SUR  LES  POLYGONES  REGULIERS. 


Ancien  élève  de  TÉcole  normale,  Professeur    aa  collège  de  Rbodet. 


La  diflérence  des  aires  des  polygones  réguliers  de  2/t  cô- 
tés, inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  est  inférieure  au  quart 
de  la  différence  des  aires  des  polygones  réguliers  de  n  côtés , 
inscrit  et  circonscrit  au  même  cercle. 

Soient  AB  et  CD  (fig.i)  les  côtés  des  polygones  réguliers 
de  n  côtés,  EB  et  GH  ceux  des  polygones  de  2/i  côtés  :  la 
différence  des  deux  premiers  polygones  est  2n.FBDEj  la 
différence  des  deux  derniers  est  2/t.EBH.  Or,  je  dis  que 

EBH<jFBDE. 

Gomme  ce  triangle  et  ce  trapèze  ont  même  hauteur  EF,  il 

snffit  de  prouver  qu'on  a  EH  <  -  (ED  +  FB).  En  effet ,  en 

remarquant  que  la  flgure  EIBH  est  un  losange ,  c'est-à-dire 
que  EH  =  IB,   la  proportion   DH:HE::BI:IF    donne 
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irÉ'= DH  X  IF  î  mais  on  sait  que  le  côté  d'an  carré  est  plus 

petit  qae  la  demi  -somme  des  côtés  d'un  rectangle  équivalent, 

A        xii.^DH  +  IF       HE^DH  +  IF     .,   ,,         HE 
donc  HE< ^ ou  —  < j —  ;  d  ailleurs  —  = 

HE  -I-  IB 

— ^ — ,  d'où  l'on  déduit ,  en  additionnant  membre  à  mem- 

bre,  HE<Î(ED  +  FB). 

4 


CONSIDÉRATIONS 
SUR  LES  PREMIERS  ÉLÉMENTS  DE  LA  STATIQUE- 


PAH  M.  BHSTOV  (OS  CHAMP), 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Nous  avons  en  vue,  dans  cet  article,  les  éléments  de  sta- 
tique servant  aujourd'hui  de  base  à  l'enseignement ,  et  eu 
particulier  l'ordre  dans  lequel  ils  ont  été  présentés  par 
M.  Poinsot.  On  sait  l'usage  non  moins  élégant  qu'ingénieux 
que  ce  géomètre  a  su  faire  de  la  théorie  des  couples ,  théorie 
nue  sa  fécondité  a  fait  adopter  à  peu  près  universellement. 
Toutefois  cette  théorie  elle-même  et  ses  applications  sem- 
blent subordonnées  à  la  connaissance  de  quelques  théorèmes, 
ceux ,  par  exemple ,  qui  se  rapportent  à  la  composition  des 
forces  parallèles  agissant  dans  un  même  plan.  Nous  nous 
proposons  d'examiner  quels  sont  les  changements  que  l'ordre 
ainsi  établi  pourrait  recevoir  sans  inconvénient  et  avec 
quelque  utilité. 
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Il  n'est  pas  inutile  de  rappeler  d'abord  que  plusieurs  per- 
sonnes ont  émis  Topinion  qu'il  serait  désirable  de  faire  pré- 
céder tous  les  éléments  du  théorème  fondamental  de  la  com- 
position des  forces ,  c'est-à-dire  de  la  règle  du  parallélo- 
gramme ,  au  lieu  de  placer  celle-ci  à  la  fuite  de  la  théorie  des 
forces  parallèles  agissant  dans  un  plan.  De  là  plusieurs  dé- 
monstrations immédiates  du  parallélogramme  des  forces, 
remplissant  plus  ou  moins  parfaitement  le  but  que  Ton  se 
proposait,  mais  dont  aucune,  jusqu'à  présent,  n'a  prévalu 
sQr  les  habitudes  de  l'enseignement.  Ces  tentatives  montrent 
seulement  le  besoin  qu'éprouve  l'esprit  humain  de  placer  à 
la  tête  de  toute  doctrine  les  principes  les  plus  généraux,  pour 
y  rattacher  les  notions  d'une  importance  secondaire.  Fût-on 
parvenu  à  satisfaire,  par  une  démonstration  simple  et  courte, 
n'exigeant  pas  de  figure  compliquée  »  à  toutes  les  exigences 
de  l'enseignement  élémentaire ,  il  n'en  serait  résulté  aucune 
simplification  notable  dans  l'exposition  des  premiers  théo- 
rèmes de  la  statique.  L'on  aurait  gagné ,  en  un  mot ,  fort  peu 
à  intervertir  la  marche  consacirée ,  laquelle  d'ailleurs  consti- 
tue une  véritable  synthèse,  qui  ne  laisse  presque  rien  à 
désirer. 

II. 

Un  moyen  d'obtenir  un  ensemble  moins  restreint  de  sim- 
plifications consisterait,  si  nous  ne  nous  trompons,  à  faire 
intervenir  la  théorie  des  couples  dans  la  démonstration  des 
premiers  théorèmes.  Le  couple  et  la  force  élant  les  deux  objets 
dont  s'occupe  la  statique ,  rien  de  plus  naturel  que  de  rappro- 
cher leurs  définitions.  L'une  et  l'autre  doivent  être  en  outre 
accompagnées  du  petit  nombre  de  notions  presque  évidentes 
qui  n'ont  pas  besoin ,  pour  être  établies ,  d'une  démonstra- 
tion proprement  dite. 
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Mais ,  pour  élrc  plus  clair,  citons  tout  de  sui(c  un  exemple. 
On  fait  voir  très-facilement  qu'un  couple  peut  être  transporté 
et  tourné  comme  Von  voudra  dans  son  plan,  sans  que  son  effet 
statique  soit  changé.  Il  sufBt ,  pour  cela ,  de  remarquer  que 
des  forces  égales ,  appliquées  aux  sommets  opposés  et  dans  la 
direction  des  côtés  d'un  losange,  se  font  équilibre.  De  ce  théo- 
rème on  déduit,  comne  corollaire,  que  deux  forces  égales, 
parallèles  et  de  même  sens ,  appliquées  aux  extrémités  d'une 
verge  rigide  et  inextensible,  ont  une  résultante  qui  leur  est 
parallèle ,  qui  est  égale  à  leur  somme ,  et  dont  le  point  d'ap- 
plication est  à  égale  distance  des  composantes. 

De  là  on  déduit  encore  que  le  couple  peut  être  remplacé 
par  un  couple  égal  agissant  dans  un  plan  parallèle  au  sien. 

m. 

Cette  ubiquité  du  couple  répond  évidemment  à  la  propriété 
de  la  force,  qui  consiste  en  ce  que  Ton  peut  la  supposer  ap- 
pliquée à  tel  point  de  sa  direction  que  l'on  voudra.  Représen- 
tons ,  avec  M.  Poinsot ,  le  couple  par  une  droite  perpendicu- 
laire à  son  plan ,  et  dirigée  de  manière  à  indiquer  le  sens  de 
la  rotation.  Transporter  le  couple  d'un  plan  dans  un  autre , 
est  alors  la  même  chose  que  V appliquer  à  volonté  à  l'un  quel- 
conque des  points  de  sa  direction.  Les  énoncés  pour  la  force  et 
le  couple  sont  ainsi  rendus  identiques,  et  mettent  les  esprits 
les  moins  clairvoyants  sur  la  voie  des  analogies. 

IV. 

Pour  aller  plus  loin ,  il  est  nécessaire  de  connaître  la  me- 
sure de  Ve/fet  exercé  par  un  couple ,  de  même  que  l'on  a  déjà 
celle  de  la  force.  Or  cette  mesure  se  déduit  des  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

1'  Les  efforts  de  deux  couples  ayant  même  bras  de  levier 
sont  entre  eux  comme  leurs  forces; 
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• 

2*  Les  efforts  de  deux  couples  ayant  mêmes  forces  sont 
entre  eux  comme  les  longueurs  des  bras  de  levier, 

La  première  est  démontrée  dans  les  éléments  d'une  ma-' 
nière  à  peii  près  immédiate ,  sans  recoarir  à  la  composition 
des  forces  parallèles.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  la  seconde. 
Toutefois  la  difficulté  peut  être  levée  par  une  démonstration 
directe  très-simple  et  très-élémentaire. 


Soient  deux  couples  (P,  a) ,  (  P,  6  )  ;  P  désignant  la  force 
commune ,  a  et  6  les  bras  de  levier.  Supposons ,  b  étant  le 
plus  petit,  qu'on  le  porte  sur  a  bout  à  bout  autant  de  fois  que 
faire  se  pourra ,  sauf  à  obtenir  un  reste  c  moindre  que  b. 
A  chaque  point  de  division,  perpendiculairement  au  bras, 
appliquons  deux  forces' P  directement  contraires  et  par  suite 
se  faisant  équilibre.  Il  suffit  de  construire  la  figure  pour 
apercevoir  que  Ton  peut  décomposer  1^  système  ainsi  établi 
en  autant  de  couples  égaux  à  (P,  ^)  que  b  est  contenu  de  fois 
dans  a ,  plus  un  couple  restant  (  P,  c  ).  Si  le  reste  c  était  nul, 
le  couple  (P, /z)  contiendrait  un  nombre  entier  de  fois  le 
toupie  (P,  ^),  et  le  théorème  serait  démontré.  Supposons 
qae  le  contraire  arrive,  rien  n*empéchera  de  comparer  de  la 
même  manière  ^  à  ^  ou  (  P,  c)  à  (  P,  ^) ,  et  l'on  obtiendra 
généralement  un  second  reste  davec  un  couple  (P,  d)  <  (P,  c) 
(quant  au  bras  de  levier  seulement).  Ces  opérations  étant 
celles  qu'il  faudrait  effectuer  sur  a ,  ^ ,  pour  la  recherche  de 
Icar  commune  mesure,  il  est  clair,  s'il  y  en  aune,  que  le 
couple  auquel  elle  servira  de  bras  de  levier  sera  aussi  la  com- 
mune mesure  de  (  P,  ^) ,  (P,  6).  Si ,  au  contraire,  il  n'y  en  a 
pas,  comme  les  opérations  successives  et  indéfiniment  prolon- 
gées de  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 

(  P,  /ï  )  e^  (  P,  6  )  conduisent  à  la  même  série  de  quatientfi  que 
Amn.  de  MatbAm.  m  2 


—  18  - 
donnerait  ceite  recherche  entre  a  e^  b ,  nous  en  conclurons  en- 
core ,  avec  Ampère,  que  les  efforts  des  deux  couples  sont  pro- 
portionnels à  leurs  bras  de  levier, 

VI. 

Si  l'on  admet  la  yérité  du  théorème  aiosi  présenté ,  rien  de 
plus  facile  qne  d'en  déduire  la  mesure  de  Teffort  d'un  couple. 
Les  corollaires  sont  :  la  composition  des  forces  parallèles  et  la 
règle  du  parallélogramme  des  forces.  Dans  ces  applications, 
qui  n'ont  besoin  que  d'être  indiquées  pour  qu'on  les  trouve, 
le  transport  d'une  force  parallèlement  à  elle-même  d'un  point 
d'application  à  un  autre ,  transport  qui  donne  naissance  à  un 
couple,  figure  comme  moyen  de  démonstration,  de  même 
que  dans  les  recherches  les  plus  générales»  les  plus  com- 
plexes de  l'équilibre  d'un  système  donné.  Ainsi  non-seule- 
ment la  théorie  de  M  Poinsot,  au  lieu  de  se  présenter  à  la 
suite  des  anciens  éléments ,  pourrait  être  produite  en  tête  de 
leur  exposition  >  mais  encore  elle  les  réduirait  à  n'être  plus 
que  de  simples  corollaires  presque  évidents. 

Il  ne  nous  appartient  point  de  décider  s'il  serait  conve- 
nable d'intervertir  ainsi  l'ordre  des  éléments  ;  nous  savons 
avec  quelle  réserve  ce  qui  est  consacré  par  l'usage  doit  être 
traité.  C'est  aux  professeurs  à  juger  si  l'enseignement  de  la 
statique  est  susceptible  d'être  modifié  en  quelques  points ,  et 
notamment  dans  la  partie  tout  à  fait  élémentaire.  L'e3Lamen 
auquel  nous  venons  de  nous  livrer  est  destiné  bien  moins  à 
résoudre  la  question  qu'à  la  signaler  à  leur  zèle  éclairé;  et 
nous  serions  heureux  si  notre  manière  de  voir  leur  paraissait 
mériter  quelque  attention. 
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SOLUTION  DU  PROBLEME  63  (tome  H,  p. 416). 

PAR  M.  A.  PROUHST , 

Élève  de  maUiématiques  spéciales  au  collège  d'Auch. 


£tant  donnés  les  milieux  des  côtés  d'un  polygone  conTexe, 
d'un  nombre  impair  de  côtés,  déterminer  ses  sommets  en 
faii^ant  seulement  usage  du  compas 

!<"  Soientd'abord  Â,B,C  les  milieux  des  côtésd' un  triangle, 
et  proposons-nous  d'en  déterminer  les  sommets.  Supposons 
le  problème  résolu  •  soient  A',  V,  C  le^  sommets  cherchés 
(^^.2),  d'après  un  théorème  connu ,  la  droite  qui  joint  A  et  B 
est  parallèle  à  A'B',  de  même  BC  est  parallèle  à  C'B',  nous 
aurons  donc  dans  la  figure  ABC  B'  un  parallélogramme  dont 
un  des  commets  est  le  sommet  cherché  ;  or  nous  connaissons 
(rois  sommets  de  ce  parallélogramme,  il  nous  sera  facile  de 
déterminer  le  quatrième.  Pour  cela  je  décris  deux  circonfé- 
rences:  la  première  dupoint  A,  comme  centre,  avec  unrajon 
égal  à  BG  ;  la  deuxième  du  point  G ,  comme  centre ,  avec  un 
rayon  égal  à  AB  ;  l'intersection  de  ces  deux  circonférences 
sera  le  sommet  cherché  ;  on  déterminerai!  de  môme  les  points 
ASC:. 

â'^lSi  maintenant  nous  avons  pour  données  les  milieux  des 
côtés  d'un  polygone,  d'un  heptagone,  par  exemple  >  le  pro- 
blème sera  ramené  au  cas  précédent ,  dès  que  nous  serons 
parvenus  à  trouver  les  milieux  des  diagonales  qui  joignent 
les  extrémités  des  côtés  consécutifs. 

Supposons  le  problème  résolu  :  soient  A,  B,  C...  {flg,  3  ) 
les  milieux  donnés,  A',  B',  C les  sommets  opposés. 

Dans  le  quadrilatère  C  D'  E'  F'  on  connaît  les  milieux  de 
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trois  côtés;  le  milieu  K  du  quatrième  se  déterminera  a 
l'aide  du  compas,  car  d'après  u»  théorème  connu ,  ces  quatre 
points  doiveiU  élre  les  sommets  d'un  parallélogramme.  De 
même  les  milieux  de  trois  côtés  du  quadrilatère  C  F'  G'  B^ 
étant  connus,  ou  déterminera  le  milieu  S  du  quatrième  ou 
de  la  diagonale  G'B',  on  aura  donc  ainsi  les  milieux  des  côtés 
du  triangle  A',  B',  G  et  par  leur  moyen  les  trois  sommets 
A',B',G'. 

3*  On  trouvera  de  même  tant  de  sommets  que  Ton  voudra 
de  l'heptagone;  mais  dès  que  Ton  connaît  le  sommet  A'  il 
suffit ,  pour  avoir  les  autres,  de  savoir  résoudre  ce  problème  : 
Étant  donnés  r extrémité  A'  d'une  ligne  et  son  milieu  E(fig.  3) 
déterminer  à  Vaide  du  compas  Vautre  extrémité  B'.  Du  point  £, 
comme  centre,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  EA', 
je  décris  une  circonférence.  Portant  ensuite  la  même  ouver- 
ture de  compas  sur  cette  circonférence,  à  partir  de  A',  je 
détermine  les  sommets  de  Thexagone  régulier  inscrit.  Le 
sommet  opposé  à  A'  est  évidemment  le  point  cherché  B', 
connaissant  B'  et  F  on  déterminera  de  mêmeC,  et  ainsi  de 
suite. 

La  construction  que  nous  venons  de  donner  s'étend  facile- 
ment à  un  polygone  d'un  nombre  impair  de  côtés,  car  un 
pareil  polygone  est  toujours  décomposable  en  plusieurs  qua- 
drilatères et  triangles. 

4'  On  peut  se  convaincre,  à  posteriori,  que  le  problème  ad- 
met toujours  une  solution,  et  n'en  admet  qu'une.  En  effet,  si 
on  construit  tous  les  sommets  d'abord  depuis  A'  jusqu'à  D', 
ensuite  depuis  A'  jusqu'à  E',  il  est  bien  évident  que  les 
points  B,  C,  D,  E,  F,  G  sont  les  milieux  des  six  côtés  du  po- 
lygone obtenu  ;  mais  on  ne  voit  pas  aussi  clairement  que  A 
devra  être  le  milieu  du  côté  DT'.  INous  allons  démontrer  qu'il 
est  aussi  le  milieu.  La  ligne  B'  G'  a  pour  milieu  le  point  S, 
car  ce  milieu  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  la  ligne  DS  parai- 
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léle  à  A.'H\  et  sur  la  ligne  ES  parallèle  a  A'G\  de  mémo 
B  sera  le  milieu  de  CT' ,  car  le  milieu  doit  se  Irouvir  sur  Cil 
droite  parallèle  à  la  diagonale  Ç'G',  et  sur  la  droite  FR 
parallèle  à  B' F'  :  môme  démonstration  pour  prouver  que  A  est 
le  milieu  de  D'E'. 

5°  Le  problème  analoi^ue  pour  les  pçlygones  d*un  nombre 
pair  de  côtés,  ou  admet  une  inflnité  de  solutions,  ou  n'en 
admet  aucune.  D'abord  si  on  donne  quatre  points  comme 
étant  les  milieux  des  côtés  d'un  quadrilatère,  le  problème 
sera  impossible  si  lèlquatre  points  ne  sont  pas  les  sommets 
d'un  parallélogramme  ^'ftiais  supposons  cette  condition  rena- 
plie.  Par  le  point  B  je  mène  {fig.  4)  une  droite  quelconque 
sur  laquelle  je  prends  de  chaque  c6\é  deux  longueurs  éga- 
les BF,  BE,  je  joins  Eau  point  A,  et  prends  AH  =AE;  je 
joins  F  au  point  C ,  et  prends  CG  =  GF ,  ou  verra  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  fait  dans  le  n"  3  pour  le  qua- 
drilatère B'C'FG',  que  la  ligne  HG  passera  par  le  point  1),  et 
y  sera  partagée  en  deux  parties  égales.  Le  quadrilatère  con- 
struit sera  donc  une  solution  du  problème ,  qui  en  admet  une 
infinité,  puisque  la  direction  et  la  grandeur  de  la  ligne  EF 
sont  arbitraires. 

Ensuite  pour  un  polygone  quelconque  d'un  nombre  pair  de 
côtés  9  on  pourra  construire  un  quadrilatère  tel  que  trois  des 
points  donnés  soient  les  milieux  de  trois  de  ses  côtés  ;  puis  un 
second  quadrilatère^  ayant  un  côté  commun  avec  le  premier, 
et  tel  que  deux  autres  des  points  donnés  ,  soient  les  milieux 
de  deux  de  ses  côtés ,  et  ainsi  de  suite.  Le  problème  sera  im- 
posssible,  si  le  dernier  côté  du  dernier  quadrilatère  n'a  pas 
pour  milieu  le  dernier  point  donné.  Si  cette  condition  est  rem- 
plie, le  problème  sera  possible  ,  mais  admettra  une  infinité 
de  solutions ,  puisque  le  premier  quadrilatère  peut  varier 
<i'unc  infinité  de  manières. 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  68  (p.  327,  1. 11}. 

PAR  P.  A.  G.  COI.OMBZEn. 

Régenkde  mathématiques  à  Béziers. 


Quatre  points  (o,  s,  o',  s')  (fig^.  5)^nt  placés  harmonie 
quement  (os  :  o's  :  :  os'  :  oV)  mr  tM droite  (PQ)  ;  une  circon- 
férence qui  passe  par  deux  points  conjugués  (o,  o')  coupe 
orthogonalement  la  circonférence  décrite  sur  la  distance  défi 
deux  autres  points  conjugués  (s,  s')  comme  diamètre. 

Démonstration.  Soit  c  le  centre  d'une  circonférence  pas- 
sant par  o,  o'  ;  et  </  celui  de  la  circonférence  décrite  sur  ss 
comme  diamètre.  La  circonférence  qui  a  son  centre  en  c  de- 
vant passer  par  un  point  o'  du  diamètre  ss  de  Tautre  circon- 
férence, il  est  certain  que  les  circonférences  seront  toujours 
sécantes.  Soit  A  Tun  quelconque  des  deux  points  d'intersec- 
tion. Il  faut  prouver  que  les  tangentes  menées  aux  circon- 
férences par  ce  point  sont  orthogonales.  Mais  s'il  en  est  ainsi, 
la  tangente  à  Tune  quelconque  des  deux  circonférences  est 
normale  à  l'autre  en  A  ;  dès  lors,  d'après  un  principe  connu, 
ces  deux  normales  doivent  passer  par  les  centres  c,c  .  Donc  la 
question  se  réduit  à  prouver  que  le  triangle  cA c'est  rec- 
tangle en  A ,  ou ,  plus  simplement ,  qu'on  a  la  relation 

ce'   =  cA    -|-  Ac'    . 

En  effet,  désignons  par  r  le  rayon  de  la  circonférence  r. 

On  a  Te  z=  r\  (1) 

Heprésentons  os^  ois  par  a  et  ^  j  dès  lors ,  d  après  la  propor- 
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lion  harmonique ,  on  a  o^  =  a  ,  et  d'après  la  flgurc , 

a — b 

Il  vient 

CL  I         t         '  2a6      ^,  , 

2  Ac'  =  ss  =:os^  —  05  = r ,  d  ou 

a — 6' 

— :>  a'6* 

On  trouve  facilement  d'après  la  proportion ,  et  de  ce  que  le 
triangle  cBc'  est  rectangle, 

—a        —2        (a"  4-  by 

Si  Ton  joint  co',  le  triangle  rectangle  cBo'  donne 


cB    =  r'*  + 


4 


en  éliminant  cB  par  addition ,  et  réduisant  le  second  membre 
il  vient 

—2  a*b' 

De  ce  que  Téquation  (3)  est  la  somme  des  équations  (1) ,  (2) , 
il  s'ensuit  qu'on  a 

a  3  i 

ce'  =  cA   +  Ac'  . 

Donc  le  triangle  ce' A  est  rectangle  en  A  ;  par  conséquent  les 
tangentes  aux  deux  premières  circonférences,  menées  par 
Tan  quelconque  de  leurs  points  d'intersection ,  sont  orthogo- 
nales. C.  Q.  F.  D. 
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DETERMINATION 

du  centre  dé  gravité  de  la  surface  totale  d'un  tronc  de  cône 
circulaire  droit  à  hases  parallèles, 

PAR  M    HUET, 

Régent  de  physique  au  Collège  de  Pamiers. 


r*  Solution. 

Il  est  évident  que  le  moment  de  la  surface  totale  du  tronc 
de  cône  ABGD  (fig,  6)  est  égal  au  moment  de  la  surface  con- 
vexe du  cône  SCD,  plus  le  moment  de  la  base  du  cône  SAB, 
plus  le  moment  de  la  base  du  cône  SCO  moins  le  moment  de 
la  surface  convexe  du  cône  SAB ,  tous  ces  moments  étant 
pris  par  rapport  à  la  base  CD. 

Soit  AC  =  c,  SC=:C,  SA=:c',  CE=R,  AF=/,  SE=H, 
SF=:h%  EF  =  h, 

La  surface  convexe  du  tronc  de  cône  est  irc  (R  -{-  r) ,  et  sa 
surface  totale  7r{  (R+r)  c+R^  +  r'} . 

La  surface  convexe  du  cône  SCD  est  irRC,  et  la  surface  de 
sa  base  est  ttR». 

La  stirface  convexe  du  cône  SAB  est  nrc',  et  la  surface  de 
sa  base  est  7rr\ 

D'ailleurs  on  a  C  :  c'  :  :  R  :  r,  d'où  C  —  c'  :  C  :  :  R  —  r  :  R. 

cR 

Donc  C  =: .  On  a  de  même  C— c'  :  c  :  :  R— -r  :  r  ;  d'où 

K  —  r 

cr 

c'  = .  La  proportion  H  :  ^'  :  :  R  :  r  fournit  aussi  H— A'  : 

R  —  r 

/iR 

H::R— r:R;  d'où  H  =  ~ — ;  puis  H— /i':/i  ::R— r:/ • 

Il  —  r 
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dV)ù  A'c=  — ^.  Cela  posé,  X  étant  la  distance  du  centre  de 

gravité  cherché  à  la  base  CD ,  on  a  pour  moment  de  la 
surface  totale  du  tronc ,  x,iz  { c  (R  +  r) + R'  +  r'  j . 
Le  moment  de  la  surface  convexe  du  cône  SCD  est  évi- 

dcmment  itRC— ,  ou  bien,  en  remplaçante  et  H  par  leurs 

valeurs  t^r.:^ —  .  — =- .   Le  moment   de  la   base  CD 

R— r    3(R  — r) 

est  nul.   Celui  de  la  surface  convexe  du  cône  SAB  est 

-•(r+»)»""«-'-i&(îiïrbi+")-  ^"""•"' 

moment  de  la  base  AB  du  cône  SAB  est  ^r*A.  On  a  donc 
régalité 

..jc(R+r)+R«+r'j  =  .R.^^.3^^ 

D'où  Ion  tire,  après  avoir  fait  les  réductions  et  effectué  la 
division  par  (R — r)*, 

_  4    cR  +  2cr-f-3r* 

'^"■3c(R-fr)  +  R'+r''' 


DEMONSTRATION 

de  trois  théorèmes  de  géométrie^  y  compris  le  6V 
(p.  416,  t.  II). 

PAR  K.  UÊOBSr  ASTSTE, 
Ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  et  répétiteur  au  Collège  Louis-le-Grand. 


!•'  Théorème. 
Si  deux  polygones  {fig.  7)  ABCD..,  A'B'C'D',  sont  sembla- 
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blés,  intérieurs  Tun  à  Vautre,  et  ont  leurs  côtés  homologues 
parallèles ,  tout  polygone  PQp.T  à  la  fois  inscrit  dans  Tun  et 
circonscrit  à  Tautre ,  a  une  surface  moyenne  proportionnelle 
entre  celles  des  deux  polygones  semblables. 

En  effet,  les  droites  A  A',  BB\  CC,  qui  joignent  les 

sommets  homologues  des  deux  polygones  semblables  sembla- 
blement  placés ,  viennent  toutes  concourir  au  même  point  o , 
centre  de  similitude  des  deux  polygones  (théorème  connu). 

Je  joins  ce  point  o  arec  tous  les  sommets  du  polygone 

moyen  par  les  droites  oP,  oQy  oR ,  oT qui  coupent  les 

côtés  correspondants  du  polygone  intérieur  aux  poinls/?,  q , 

r^  t Cette  construction  décompose  les  trois  polygones  en 

triangles  tels  que  chaque  triangle  du  polygone  moyen  est 
moyen  proportionnel  entre  les  deux  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  polygones  semblables. 

Par  exemple,  oQB'  donne ,  à  cause  du  parallélisme  de  A6 
et  A'B', 

oQB  :  oQB'  ::oB:oB'::oQ:oq::  oQB':  o^B'. 

En  outre ,  le  point  o  étant  le  centre  de  similitude  des  poly- 
gones ABCD A'B'C'iy ,  les  surfaces  de  ces  triangles 

qui  se  correspondent  et  qui  sont  homologues,  sont  entre  elles 
comme  celles  S,S'  de  ces  polygones;  d'où 


.qb'=\/;ôb;sïb'=\/?^xs.s'=?^v/s.s'. 

Chaque  triangle  du  polygone  PQRT donnant  cette  même 

rrlation ,  il  vient 


0pA'+0k'q+0qB'-\'. 
S' 

mais  le  numérateur  n'est  autre  chose  que  S'  lui-même-, 


oPA'+oA'Q4-oQB'+ ^oM+oA^+o,B+ ^g-g,^ 
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donc 
poly.PQRT =  V/poly.  ABCD X  poly.  A'B'C'D    ..  . 

Remarques,  V  Ce  théorème  a  cela  de  remarquable ,  qu'il 
est  encore  vrai  quand  même  les  trois  points  P,à',Q  ou  QB'R 
ne  seraient  pas  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  quand  même 
le  polygone  PQRT  ne  serait  plus  convexe,  pourvu  toutefois 
que  ses  sommets  soient  alternativement  un  sommet  du  poly- 
gone intérieur  et  sur  un  côté  du  polygone  extérieur.  Cela 
tient  an  parallélisme  des  côtés. 

2**  Le  théorème  serait  encore  vrai ,  si  les  polygones  étaient 
remplacés  par  des  secteurs  polygonaux  assujettis  aux  mêmes 
conditions. 

3*"  La  démonstration  est  évidemment  la  même  pour  des 
triangles  assujettis  aux  mêmes  conditions,  c'est-à-dire  pour 
le  théorème  (64)  énoncé,  p.  416 ,  t.  II. 

Ce  théorème  sur  les  triangles  est  cité  dans  Gergone,  t.  II, 
p.  93 ,  sans  aucune  démonstration  ;  M.  Lilatte ,  professeur  à 
Angers ,  y  est  parvenu  par  des  considérations  trigonômélri- 
ques  ;  on  peut  en  donner  cette  autre  démonstration  :  Menant 
(fig.  8)  G'C"  parallèle  à  AB  ,  ainsi  que  les  autres  lignes  tra- 
cées sur  la  figure ,  le  parallélisme  donne 

A'DC'=A'CC',     BTC'=B'CC',     A'EB'=:  A'GB'. 
Donc  DEF=A'GC    et    A'CB'=A'C"B'. 

Les  triangles  A'C'B'  et  A'GC  sont  entre  eux  comme  C  B'  et 
CG  ;  donc  comme  les  hauteurs  des  triangles  A'C'B',  ACB  ;  ou 
enfin  comme  leurs  côtés  homologues  A'ff  et  AB.  £n  outre 
A'GC  :  KGC  :  :  CA'  :  CK  :  :  a'B'  :  KG 
KGC  :  ABC  :  :  KG  :  AB. 
Multipliant  terme  à  terme,  A'GC  :  ABC  :  :  A'F  :  AB. 

Donc  A'C'B'  ;  A'GC  :  :  A'GC  :  ABC , 

ou  ABC'  :  DEF  :i  DEF  :  ABC  , 

ce  qu'il  fallait  dcmoniror. 
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â"  Théorème. 

Si  aux  sommets  dlin  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle 
on  mène  des  tangentes ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères 
ainsi  construits  concourent  toutes  au  même  point. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  si  deux  triangles  ont 
un  angle  égal  et  un  angle  supplément ,  les  cô^és  opposés  aux 
angles  égaux  sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés  aux 
angles  supplémentaires  (ce  qui  se  démontre  en  plaçant  les 
deux  triangles  l'un  contre  l'autre ,  de  sorte  que  Tangle  inté- 
rieur de  l'un  devienne  l'angle  extérieur  de  l'autre.) 

Cela  admis,  soit  o  la  rencontre  de  BD  et  de  HF  {fig.  9),  les 
triangles  BoF,  DoH  ont  Tangle  o  commun  et  Tangle  B  sup- 
plément de  D ,  puisque  BF,  DH  sont  tangentes  aux  extrémi- 
tés d'une  même  corde  BD.  Donc ,  BF  :  DU  :  :  Fo  :  oH. 

Soit  o'  la  rencontre  de  AC  et  FH ,  les  triangles  Fo'C,  Ao  H 
sont  dans  les  mêmes  conditions  ;  FC  :  HA  :  :  Fo'  :  o'H,  à  cause 
du  rapport  commun  ;  Fo  :  oH  ::  Fo' :  o'H  ou  Fo  :  FH  ::  Fo' :  FH . 
Donc  Fo =Fo'  ;  c'est-à-dire  que  les  deux  diagonales  coupent 
FH  au  même  point.  Donc  aussi  £G. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarqua.  On  peut  considérer  le  cercle  comme  base  d'un 
cylindre  ou  comme  base  d'un  cône,  et  celte  figure  comme  une 
projection  cylindrique  ou  comme  une  projection  conique.  De 
là  ce  théorème  :  Si  aux  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit 
dans  une  courbe  du  second  degré ,  on  mène  des  tangentes  à 
cette  courbe ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères  ainsi  for- 
més concourent  toutes  au  même  point. 

3*  Théorème. 

Si  de  deux  points  (^^r.  10)  D,D',  du  côté  BC  d'un  triangle 
ABC  quelconque >  on  mène  des  parallèles  DE,DF;  D'E', 
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D'F  aux  deux  aulres  côtés  du  triangle,  et  si  Von  joint  un 
point  M  quelconque  du  côté  BC  aevc  les  extrémités  de  ces 
parallèles ,  les  deux  triangles  £M£',  FMF'qui  en  résultent 
forment  une  somme  constante  et  égale  au  triangle  DAD' 
formé  en  joignant  les  deux  points  DD'  avec  le  sommet 
opposé. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  si  d'un  point  M  quel- 
conque de  la  diagonale  DD'  d'un  parallélogramme  KD6D\ 
on  mène  des  parallèles  à  ses  côtés ,  il  en  résulte  quatre  pa- 
rallélogrammes,  les  deux  KRMT,  PMSG,  qui  ne  contien- 
nent pas  la  diagonale,  sont  équivalents. 

En  effet ,  ces  parallélogrammes  sont  entre  eux  comme  les 
triangles  RMT,  PMS,  c.-à-d.  comme MRxMTiMPxMS. 
Or  le  parallélisme  donne 

MR  :  KD'::  DR  :  DK  j    MT  :  DK  ::  DT  :  D'K. 

Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  et  sup- 
primant les  facteurs  communs , 

MR  X  MT  =  DR  X  DT  =  MP  x  MS. 
Donc  les  parallélogrammes  RMTK,  PMSG  sont  équivalents. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Cela  posé, 

EMF  =  IePTF  î     FMF  =  iFRSF'. 

là  A 

Faisant  la  somme  et  remplaçant  RMTK  par  PMSG,  il 
vient 

EME'-f  FMF'  =  ;  EGD'E'  +  ^FKDF, 

somme  qui  est  constante. 

En  second  lieu, 

DAD'  =  DAK  H-  DKD'  +  KAD' 

ou  DAD'=  -EDKE+-DGD  K  +  -KFF'D. 
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Donc,  EME'  +  FIVIF=DAD  ; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  démonstration  serait  absolmnentla  même  si  le  poini  M 
était  sur  tout  autre  point  de  BC  non  intérieur  à  Diy .  Enfin , 
si  le  point  M  était  sur  le  prolongement  du  côté  BG ,  ce  serait 
la  différence  des  surfaces  des  deux  triangles  MFF',  M££\ 
qui  serait  constante  et  égale  à  celle  du  triangle  DAD'. 


NOTE  SUR  LES  PILES  DE  BOULETS. 

PAR  K.  aVJIMXN  , 

Ancien  élève  de  l'école  normale. 


Pour  démontrer  les  formules  qui  servent  à  la  sommation 
des  piles  de  boulets ,  on  emploie  ordinairement  celles  qui  sont 
relatives  aux  sommes  des  puissances  semblables  des  termes 
d'une  progression  arithmétique,  ou  bien  on  a  recours  à  la 
théorie  des  cfmbinaisons  :  la  démonstration  suivante,  qui 
n'emploie  ni  les  unes  ni  les  autres,  m'a  semblé  plus  simple. 

Elle  est  fondée  sur  cette  remarque.  Une  tranche  de  pile 
carrée  de  ii  boulets ,  sur  chaque  côte ,  peut  être  considéra 
comme  l'assemblage  de  deux  tranches  de  piles  triangulaires, 
l'une  de  n  boulets,  l'autre  de  /z— 1  boulets  de  côté. 

C'est  ce  que  l'on  voit  facilement  en  figurant  une  tranche 
de  pile  carrée ,  et  tirant  une  ligne  droite  le  long  des  boulets 
qui  forment  la  diagonale. 

D'ailleurs ,  on  le  voit  facilement  par  l'identité  suivante  : 
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Car 

i+2+3+...+„=^   et    14-2+3...+«-l=îî^. 

La  première  somme  est,  comme  on  sait»  le  nombre  des 
boulets  de  la  première  tranche  de  pile  triangulaire  indiquée  ; 
la  deuxième  est  relative  à  la  tranche  de  » —  i  boulets. 

Par  suite ,  en  désignant  par  Q»  le  nombre  des  boulets  de 
toute  la  pile  carrée,  et  par  Tu ,  Tn-i  les  sommes  de  boulets 
de  deux  piles  triangulaires ,  Tune  de  n  tranches ,  l'autre  de 
«  —  1,  on  aura 

Qfi  =  Tn  -p  Tn— I . 

Une  pile  triangulaire  de  /i — 1  tranches  est  ainsi  composée  .* 

1"  tranche,  1  boulet. 
2«      id.         1  +  2. 
3*      id.         1  +  2  +  3. 


(/i— 1)«  tranche,  1+2-f  3+...-|-ii—l. 

Donc  Tn-i=1(«— 1)+2(«— 2)+3(«— 3)+.. .(«— 1)(«— (»— 1)) 
=/i(l+2+3+...+n— 1)— (l+2»+3H-...(/i-l)0. 
En  changeant  n  —  1  en  /i,  ou  n  en  n  +  l ,  on  aura 

T«=(/i  +  l)(lH-2+3  +  ...  +  /i)  — (l+2»  +  3\../î') 

=  (n+l)(l  +  2+3+...  +  /i)-Qn; 
d'où       T„  +  Qn=  (/i+  1)  (1  +  2  +  3  +  ...  +  n). 

Remplaçant  Qn  par  la  valeur  ci-dessus ,  il  vient 

2Tn  +  T«-i  =  («  +  1)(i+2  +  3+...«). 

Ajoutons  des  deux  parts  1  -f  2  +  3  +  ...  n,  valeur  d'une 
n*  tranche ,  Tn-i  deviendra  égal  à  Tn ,  et  on  aura  2T«  -f  Tn 
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ou     3T.==(n  +  2)(i  +  2+3  +  ....)==^"  +  ^^^"+^^" 

''''       ^•*"-        1.2.3       • 
Pile  carrée. 

^      rp  ^m  (/t+2)(/i+1)/i  ,  (n+i)n{n'\)     (/i+l)«(2/t-f  1  ) 

La  formule  qai  donne  la  somme  des  boulets  d'une  pile  rec- 
tangulaire  se  déduisant  facilement  de  la  préoédenlei  je  n'a* 
jouterai  rien  de  plus. 


NOTE 

sur  les  racines  infimes  des  équations. 


Je  me  propose  d'examiner  quelques  points  de  la  théorie 
des  asymptotes  rectitigues  aux  courbes  algébriques. 

Dans  l'ordre  d'exposition  que  j'adopte ,  il  est  utile  de  par- 
ler en  premier  lieu  des  racines  inCuies  des  équations  à  une 
seule  inconnue.  Je  commence  par  l'examen  du  principe 
suivant  : 

I.  Lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  d'une  équation , 

A:c-»+ Ba:'"-'  +  C:c'"-"+ ....  =  0, 

devient  nul ,  V équation  admet  une  racine  infinie. 

Expliquons  d'abord  quel  est  le  sens  précis  de  cet  énoncé  , 
ou  du  moins  celui  que  nous  y  attacherons. 

Les  coejfficients  B,  G ,  ....,  sont  supposés  réels  et  déter- 
minés; le  coefficient,  A,  du  premier  terme  est  variable ,  et 
peut  recevoir  des  valeurs  aussi  petites  que  l'on  voudra ,  tant 
négatives  que  positives  :  il  sera  toujours  possible  de  donner  à 
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te  coefficient  A  ane  valeur,  a,  assez  petite  pour  que  Téqua* 
tien  ocr"*  -h  Bj:"*~"  +  Cx*^"  +  . . . .  =  0  ait  une  racine  réelle 
plus  grande  que  tout  nombre  déterminée,  et  cette  racine 
récUe  deviendra  de  plus  en  plus  grande,  lorsque  a  diminuera 
progressivement,  en  convergeant  vers  zéro. 

C'est  seulement  cela  que  je  veux  exprimer  en  disant  ' 
Lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  devient  ntiî,  Féquation 
admet  une  racine  infinie. 

Et  par  conséquent ,  je  ne  dirai  pas  :  L'équation  A*j:^+l=rO 
a  ses  racines  inGnies  quand  A  =  0  ;  car  ces  racines  restent 
constamment  imaginaires,  quelque  petite  que  soit  la  valeur 
réelle  attribuée  au  coefficient  A  (*). 

La  même  observation  s'applique  à  l'équation  AV-|- jr^-f. 
+x* — 1  ==0,  quoique  celle-ci  ait  deux  racines  réelles  pour 
tontes  les  valeurs  réelles  de  A.  Mais  ces  racines  ne  peuvent 
devenir  aussi  grandes  que  l'on  voudra ,  car  elles  sont ,  né- 
cessairement ,  moindres  que  l'unilé. 

Au  reste  9  les  conclusions  tirées  de  ces  deux  exemples  ne 
sont  nullement  en  contradiction  avec  le  principe  énoncé , 
puisque,  dans  l'énoncé  môme  de  ce  principe,  j'ai  expressé- 
ment supposé  que  le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion considérée  pouvait  recevoir  des  valeurs  tant  négatives 
que  positives  ;  c'est-à-dire  pouvait  changer  de  signe  ;  tandis 
qae,  au  contraire,  dans  les  deux  équations  prises  pour 
exemple,  j'ai  admis,  parla  forme  même  attribuée  au  coeffi- 
cient du  premier  terme .  que  ce  coefficient  conserverait  con- 
stamment le  même  signe. 

Considérons  encore  l'équation  générale  du  second  degré  à 
ane  seule  inconnue  A jt'  -f-  I^-^  +  C  =  0 ,  dont  les  deux  ra- 


0  On  objectera ,  peut-être ,  que  cela  n'empêche  pas  les  racines  de  devenir 
infiDies  quand  A~0;  seulement,  elles  sont  alors  infiniment  grandes  imaginaires 

de  la  forme  a+b  r  — i.  Cette  manière  de  parler  peut  être  admise,  mais  je  prê- 
tre parler  autrement. 

Amn.  de  Matbém«  m.  3 
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cines  x\  3d\  sont  déterminées  par  les  formules  . 


B+V/B"— 4AC  '  B—V/B"— 4AC 

Je  sappose  que  les  coeflBcients  invariables  B,  G,  soient 
positifs ,  et  je  donne  au  coefBcient,  A ,  du  premier  terme  des 
valeurs  positives  de  plus  en  plus  petites.  Dès  que  Tinégalitè 

B' 
A<C  777  sera  satisfaite,  les  deux  racines  de  l'équation  seront 

réelles,  et  la  racine  x"  ira  toujours  en  augmentant  pour  des 

valeurs  décroissantes  de  A ,  à  partir  de  — .  Il  est  d'ailleurs 

évident  que  l'on  peut  donner  an  coefficient  A  une  valeur  po- 
sitive assez  petite  pour  que  la  valeur  de  x^'  surpasse  tout 
nombre  donné  ^.  EnGn,  cette  racine  j:"  reste  constamment 
négative  dans  tous  les  états  de  grandeur  qu'elle  acquiert , 
lorsque  la  valeur  positive  de  A  diminue  progressivement ,  en 
convergeant  vers  zéro.  C'est  ce  que  je  conviens  d'exprimer 
ainsi  : 

L'équation  +  Ax*  +  Bj:  +  C  =  0 ,  a  une  racine  infinie 
négative,  quand  le  coefficient ,  H~  ^  ?  ^^  son  premier  terme 
se  réduit  à  zéro. 

Si  l'on  suppose  A  négatif ,  la  racine  x^'  reste  constamment 
positive  y  et  augmente  au  delà  de  toute  limite  assignable, 
pour  des  valeurs  absolues  de  A^  suffisamment  petites.  C'est 
pourquoi  je  dirai  : 

L'équation  — Aj:^  +  Bj:-|-  C  =  0  a  une  racine  infinie  po- 
sitive, quand  le  coefficient  — A  de  son  premier  terme  se 
réduit  à  zéro. 

Si  le  second  terme  manque ,  l'équation  est  Aj:^+G=0.  Le 
coefficient  C  étant  supposé  positif,  les  racines  de  l'équation 
restent  imaginaires  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  A  ; 
mais  lorsqu'on  donne  au  coefficient  A  des  valeurs  négatives , 
l'équation  devient  —  Ajr'-|-C  =  0;  et  si  A  s'annule,  cette 
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dernière  équation  a  deux  racines  ipfinies  «  Tune  positive  et 
Tautre  négative.  .. 

2.  Je  passe  actuellement  à  la  démonstratîoti  du  principe 
général  énoncé  n*  1. 

Je  considère  d'abord  l'équation  de  degré  pair 

dans  laquelle  le  second  terme  a  un  coefficient  négatif','  et  je 
donne  au  coeffiicient  A  du  premier  terme  des  valeqy:^  posi- 
tives indéfiniment  décroissantes. 

Dans  cette  hypothèse ,  l'équation  ne  peut  admettre  une  ra- 
cine infinie  négative  ;  car  si  l'on  désigne  par  N  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  des  coefficients  B,  G,  etc.,  les  racines  négatives 


auront  pour  limite  -*  (  »  +  ^  )• 


-Mais  on  peut  donner  au  coefficient  A  une  yaleor  positive 
«  assez  petite  pour  que  l'équation  admette  une  radne  positive 
plus  grande  que  tout  nombre  donné  S  y  et  si  la  valeur  de  A 
continue  à  décroître  à  partir  de  a,  cette  racine  réelle  ira  en 
augmentant. 

En  efiet ,  soit  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand  des  coef- 
ficients du  polynôme  -^Ikc*'""'  + G j:"*'~"  +  etc.  ;  en  rempla- 
çant ,  dans  c>e  polynôme,  la  variable  jc  par  (  p+1  ),  ou  bien, 

par  une  valeur  plus  grande ,  le  résultat  de  Ja  substitution 
sera  négatif ,  et  sa  valeur  absolue  augmentera  continuelle- 
ment avec  celle  de  la  quantité  substituée  à  x.  6'est  là  un 
principe  démontré  dans  les  Eléments  d'Algèbre.  Cela  posé , 
désignons  par  |3  un  nombre  au  moins  égal  au  plus  grand  dès 

deux  nombres  p-  +^  ^^  ^j  ^^^  substituons  p  à  .?;,.^anS|le 

premier  nombre  Ajc"~  — B.r'*'-'  +  Ca?'*'*"'  +  elc.  de  l'équa- 
tion proposée.  Ge  polynôme  deviendra  A^^'*— Pf^'*" '+0^'"*-' 
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+etc.,  ou  bien  encore  :  Ap"* —  «,  en  nommant  — n  la  v«h- 
leur  de  —  Bp'*"'4-Cp'~-*-f  etc.  Et  par  conséquent,  eo 
donnant  au  coefficient  A  une  valeur  positive  a  moindre  que 

Tai^,  le  résultat  de  la  substitution  de  p  à  :r  dans  le  premier 


membre  de  l'équation  ajr*~— Bj:"*~'+Ca:'"^  +  etc.  =0, 

N 
sera  négatif.  Qr,  si  Ton  remplace  x  par  —  + 1 ,  le  piremier 

membre  de  cette  équation  devient  positif ,  et  conserve  le 

même  signe  pour  toute  valear  plus  grande  substituée  à  x  ^ 

donc,  l'équation  aura  une  racine  p^  comprise  entre  |3  et 

N 

— 1-1.  11  est  d'ailleurs  évident  qu'on  a  p'>^,  puisque^ 

ce 

est ,  par  hypothèse,  au  moins  égal  à  ^. 

Il  faut  encore  observer  que  Ç!  est  la  plus  grande  des  ra- 
cines positives  de  Féquation  aj:""* — Ba:'"*~'+Cj?'*"*"*+....=0, 
car  le  premier  membre  de  cette  équation  reste  oonstamiÈient 
positif  pour  des  valeurs  croissantes  de  x^  à  partir  de  3'- 

Mais  on  donnera  à  l'équation  Aj:'*^— Bjc'**"'  +  Cjr*"*^" 
+  ...•=  0  une  racine  plus  grande  que  ^',  en  remplaçant  A 
par  une  valeur  positive  a  moindre  que  a.  En  eSet^  l'égalité 
a^'^-— Bp""*~'+Cli''*"*-+....  =  0  donne  : 

a'p'»"»— B|3"'"-»+Cp""--+ ....  <0. 

D'où  il  suit  que  l'équation  aV"*— Bx""*"'+Cj:''""*+....=a 
a  une  racine  positive  supérieure  à  j3'. 

Ainsi ,  l'équation  -4-A:c'"'— Ba:'''*-^+Gjc'"*"'+  etc.  =  0  ad- 
met une  racine  infinie  positive ,  quand  A  se  réduit  à  zéro. 

Si  les  valeurs  décroissantes  attribuées  au  coefficient  du 
premier  terme  sont  constamment  négatives,  l'équation  prend 
la  forme  : 

—  Ax'"»—  Ba:'"*-'+  Cx'— "+ ....  =0, 

et  SCS  racines  positives  ont  nécessairement   pour   limite 
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-  -f-  ^-  I^^ns  ce  cas ,  il  sera  possible  de  donner  à  A  aoe  va 

leur  a  assez  petite  pour  que  Téqaation  ait  une  racine  néga- 
tive —  ^'  plus  grande ,  en  valeur  absolue,  que  tout  nombre 
négatif  —  S  assigné.  Et  la  valeur  de  3'  ira  en  augmentant 
à  mesure  que  a  deviendra  plus  petit.  En  d'aotres  termes  : 

L'équation  —  Aj:"~—  Er**-'+  Gx^"^^ . .. .  =  0  aura  une 
radne  infinie  négative ,  lorsque  A=  0. 

Le  raisonnement  est,  dans  ce  second  cas,  entièrement 
semblable  à  celai  du  premier. 

La  môme  analyse  s'applique ,  sans  aucune  modification  : 

1<»  Aux  équations  de  degré  pair  ±  Aj?'*"*4-Ba:'"^'+....=  0 , 
dont  le  second  terme  a  un  coeflBcient  positif,  puisqu'il  suffira, 
pour  rendre  ces  deux  nouvelles  équations  identiques  avec 
les  deux  premières,  de  changer  les  signes  de  tous  leurs 
termes. 

2"  Aux  équations  de  degré  impair  ±:A^'*"*"':i:Bx''*"'4-... 
=rO.  Car  si  l'on  introduit  dans  ces  équatiops  une  racine 
Dolle,  en  maltipliant  tous  leurs  termes  par  x ,  elles  prendront 
la  forme  des  équations  déjà  considérées. 

3.  Pour  compléter  la  démonstration,  il  reste  encore  à 
examiner  les  équations  privées  de  leur  second  terme. 

Je  prends  pour  exemple  Téquation  Ax'^+Fx^^-^-Ux^-h 
-f. ....  =0^  de  degré  pair ,  et  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  Aex.  Le  second  terme  manquant ,  je  suppose 
que  le  premier  des  termes  à  coefficient  invariable^  +Fx^'', 
soit  positif  et  d'un  degré  pair.  Puis,  je  donne  au  coefficient 
A  du  premier  terme  des  valeurs  indéfiniment  décroissantes , 
mais  positives. 

Les  racines  positives  ou  négatives  des  équations  détermi- 
nées de  cette  manière ,  ne  peuvent  devenir  infinies,  car  elles 

N 
resteront  moindres  que  p  +  1 ,  en  désignant  par  N  la  va- 
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leur  absolue  du  plus  grand  des  cocfficienls  invariables  de  ces 
équations. 

Mais ,  si  l'on  donne  au  ooeflScient  A  des  valeurs  négatives 
eonvergaites  vers  zéro ,  Féquation  -r  A j:r^"*-f-F-^'"'+Aa?' 
-tf- ....  =;rO,  aura ,  pout  des  valeurs  de  A  suffisamment  pe- 
tites, une  racme  positive,  et  une  racine  négative,  toutes 
deux. plus  grandes^  en  valeurs  absolues,  quedesiiMmibres 
quelconques  désignés,  et  ces  racines  iront  en  augmentant 
pour  des  Taleurs  décroissantes*  de  A.  C'est  ce  qui  résulte 
évidemment  de  l'analyse  du  n°  2  (p.  35-36). 

Lorsque  A  s'annule,  Féquation  —  A^'"*rf-Fj:"*-4--...=0 
a  donc,  deux  racines  infinies,  l'une  positive,  et  l'antre 
négative. 

Le  premier  des  tiBrmes  à  coefficient  invariable  peut  être 
de  degré  impair,  comme  dans  l'équation  ^ 

Ax^'^+Fx'^'  +  Ha:''+  ....  =  0. 

Alors ^  la  démonstration  donnée  n*"  2 ,  pour  les  équations  dont 
le  second  terme  n'est  pas  nul ,  s'applique  immédiatement. 
Par  conséquent ,  lorsque  A  =  0 , 
L'équation 

+  Ax*''»  + F.r*^'  +  Ha^+ ....  =  0  , 

a  une  racine  infinie  négative ,  et  l'équation 

-^  A^**"  +  Fx'"^'  +  Hx*  H =  0  , 

une  racine  infinie  positive. 

Toute  équation  privée  de  second  terme  se  ramène  à  l'une 
des  quatre  formes  d'équations  déjà  considérées ,  par  un  chan- 
gement de  signe  dans  tous  les  termes,  ou  bien ,  en  introdui- 
sant une  racine  nulle.  Ainsi ,  dans  tous  les  cas  : 

L'équation  a  une  seule  inconnue 

Ax"*+B.r"  +  Cj^+  ....  =  0 
admet  au  moins  une  racine  réelle  infinie ,  quand  le  coefficient 


-  39  — 

du  premier  terme,  supposé  variable  et  susceptible  de  chan- 
ger de  signe ,  se  réduit  à  zéro. 

J'ajouterai  encore  quelques  mots  sur  deux  raisonnements 
(rès-fiimples ,  au  moyen  desquels  on  a  voulu  établir ,  sans 
aucune  restriction,  le  principe  que  je  viens  d'examiner. 
Quelque  facile  que  soit  la  réfutation  de  ces  raisonnements , 
elle  ne  peut  être  déplacée  dans  un  article  qui  s'adresse  uni- 
quement à  des  commençants. 

La  première  des  démonstrations  dont  je  veux  parler  con- 
siste à  mettre  d'abord  l'équation  proposée 

Ajt"*  +  Bjc"*"'  +  Cx*^'  ....  =  0  , 

R       C 
sous  la  forme  A  +  — +  —  +  ....  =  0.  Puis,  on  fait  obser- 

B       G 
ver  que  si  A  =  0,  la  fonction  Ah h  —  4-  etc.  est  couver- 

gente  vers  zéro ,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  jc  ,  et  s'an- 
nule quand  x  devient  inûni.  —  Or ,  la  fonction  qu'il  s'agit 

B      C 
d'annuler    n'est  pas   Ah h  -—,  +  etc. ,  mais  le   produit 

/         R       C  \ 

(  A  +  -+—  +  ....  j  x*".  Si  le  premier  facteur  est  conver- 
gent vers  zéro  pour  de  très-grandes  valeurs  de  x ,  par  cela 
même,  le  second  facteur  j:**  se  rapproche  de  l'infini  ;  et  jus- 
que4à ,  on  ne  peut  rien  conclure  pour  la  valeur  du  produit. 
L'autre  raisonnement  n'est  guère  plus  concluant.  Dans 

celui-ci ,  on  remplace  j:  par  -  ,  il  vient  : 
ABC 

faisant  disparaître  les  dénominateurs ,  on  a  : 

A-hBj^  +  Cy  +  etc.  =0. 

Cette  dernière  équation  admet  une  racine  nulle ,  quand 
A  =  0  ;  et  de  là  j:=  00  .  — Mais,  la  fonction  de  y  qu'il  faut 
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annuler,  est  maintenant  le  produit  (A+By+Qy'+....)  x  -5. 
Et  Tobjection  resle  la  même.    G.   {La  suite  prochainement) 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

80.  Théorème.  Une  parabole  ayant  un  foyer  fixe,  et  pas- 
sant par  un  point  déterminé  :  le  lieu  du  sommet  est  une  épi- 
cycloïde  engendrée  par  le  point  d'une  circonférence  roulant 
sur  une  circonférence  de  même  rayon  (Chadé). 

81.  Construire  la  courbe  donnée  par  l'équation  polaire 
P  =  tangf.  Et  démontrer  que  la  polaire  de  cette  courbe,  re- 
lativement à  un  cercle,  est  une  seconde  courbe  égale  à  la 
première. 

82.  Résoudre  et  discuter  Téqaation 

+  V/l+^  +  V/l— J^  =  i. 
Afin  de  bien  faire  comprendre  quelle  est  ici  la  question 
proposée  ,  il  suffira  de  rappeler  en  peu  de  mots  ce  que  l'on 
trouve  dans  les  Traités  d'Algèbre,  au  sujet  de  la  résolution 
des  équations  irrationnelles.  On  fait  disparaître  les  radi-* 
eaux  ;  puis  on  observe  que  l'équation  rationnelle  ainsi  obte- 
tenue  doit  avoir  parmi  ses  racines,  non-seulement  celles  de 
l'équation  proposée,  mais  encore  les  racines  de  toutes  les 
équations  irrationnelles  qu'il  est  possible  de  former,  en  pre- 
nant chaque  radical  avec  toutes  ses  déterminations  algébri- 
ques.  Or,    en  opérant  de  cette  manière  sur  l'équation 

^\/i-\-x^  vi  — .r  =  1 ,  on  parvient  à  l'équation  x^  =  -, 

4 

dont  les  racines  sont  zh  -  1/3.  Aucune  de  ces  deux  valeurs^ 
ne  peut  convenir  à  l'équation  proposée ,  car  il  est  évident  que 
l'équation  +  Kl  +  j:*  +\/i  —x  =  1  ne  peut  admettre  une 
racine  réelle.  C'est  ce  que  l'on  propose  d'cxpliuer. 
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RECHERCHE 


ï.      RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES, 

9ASL  Mt.  FmCX, 

Docteur  es  sciences,  professeur  au  collège  de  Strasbourg, 

ET 

Mt.  AUGOSTB  BBXJkBÉaÉEaS, 

Professeur,  licencié  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 


Noie.  La  dénomination  de  racine  complexe^  iniroduite  par 
M.  Gauss ,  sert  maintenant  à  désigner  une  racine  imaginaire 
dont  les  deux  coeflBcients  réels  sont  commensnrables.  Dans 
un  beau  Mémoire  sur  la  théorie  des  nombres ,  M.  Dirichlet  a 
donné ,  pour  trouver  les  racines  complexes ,  une  méthode 
entièrement  identique  à  celle  qui  est  en  usage  pour  les  ra- 
cines réelles  coDunensurables.  Nous  devons  ce  renseignement 
à  l'obligeance  de  M.  Lebesgue ,  professeur  à  la  faculté  des 
sciences  de  Bordeaux.  Cet  arithmologue  distingué  {*)  nous 
promet  d'enrichir  prochainement  les  Annales,  de  démonstra- 
tions élémentaires  des  principales  propositions  de  M.  Di- 
richlet. Les  éléments  finiront  par  admettre  la  nouvelle  mé- 
thode 9  dont  celle  qu'on  pratique  n'est  qu'un  cas  particulier. 
En  attendant,  l'importance  de  la  matière  nous  engage  à  pu- 
blier ce  que  nous  avons  reçu  à  ce  sujet ,  il  y  a  un  mois  ^  de 


(*)  Nous  hasardons  cette  expression  qui  parait  propre  à  désigner  le  petit 
nombre  d'esprits  éminents  qui  font  faire  des  progrés  à  la  plus  difficile  des 
branches  du  calcul ,  à  la  théorie  des  nombres ,  où  il  reste  encore  tant  de  terrains 
à  défricher. 

Ann.  de  MatbAh.  111  ^ 
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M.  Deladéréere  et,  récemment,  de  M.  le  professeur  Finck. 
Nous  réunissons  les  deux  notes  en  une  seule.  Tm. 

1.  Définition,  Une  expression  imaginaire  ût+^K— 1,  où 
a  et  ^  sont  des  nombres  entiers ,  est  divisible  par  le  nombre 

entier  d,  lorsque  dans  le  quotient  a'+^'^^--i  ,  ^  et  b'  sont 
des  nombres  entiers.  (D.) 

2.  Proposition  I.  a  et  b  étant  des  nombres  entiers,  si 

a  +  b\/—i  est  divisible  par  rf,  fl  faut  et  il  suflSt  que 

ûT      b 

^  et  -3  soient  des  nombres  entiers.  (D.) 

a       d 

3.  Proposition  IL  Si  un  nombre  premier  p  divise  un 
produit  (^+6V/^)  {a'-^-Vy^)  ,  où  a,b,  a\U  sont  des 
nombres  entiers  ;  et  si/?  divise  seulement  l'un  de  ces  nombres  : 
alors  p  divise  nécessairement  le  facteur  où  ce  nombre 
n'entre  pas. 

Démonstration.  On  a  (^z  +  iV/^)  (^x'+6'V/^)  == 
aa!—  bb'+  {aV+  bd)  V/HT  =  c  +  ri  V/^  ;  il  faut  donc 
que  p  divise  c  et  ^  (1}  ^  supposons  encore  que  p  divise  V 

,.  .         ,    ,j       c^bU    d—ab'         ^.      ad    bd 

sans  diviser  d  ;  'donc ,  ,  ou  bien  — ,  —  sont 

P  P  P      P 

entiers  ;  mais  p  est  premier  avec  d  ;  donc  -  et  -  sont 

P      P 
des  nombres  entiers.  C.  Q.  F.  D.  (D.) 

4.  Proposition  111.  Tout  nombre  premier  p  qui,  dans  un 
produit  tel  que  {a\bV—\){d^y\/^{d'W\/^)..,^ 
divise  seulement  dans  chaque  facteur  l'un  des  deux  nombres 
entiers  a,  b  ;  a',  V  ;  d\  W  \ ne  divise  pas  le  produit. 

Démonstration.  Ce  produit  peut  se  mettre  sous  la  forme 
U4-^\/'— l)(P+Q\/— l) ,  où  P  et  Q  sont  des  nombres  en- 
tiers ;  donc  si  ce  produit  était  divisible  par/? ,  le  même  nom- 
bre premier  devrait  diviser  P  +  Q  V/—  i ,  car  /i  ne  divise  que 


-  M  — 

l'un  des  deux  nombres  û  ,  £»  (3)  ;  de  même ,  P+ Q  [/—  1  = 

(^+i>'K^)(P"+Q'V^^);  par  le  même  raisonnement, 

f  devrait  diviser  F'+Q"|/— 1  ;  en  continuant ,  on  parvien- 
drait à  démontrer  que  p  devrait  diviser  l'un  des  facteurs  du 
produit  ;  ce  qui  est  impossible.  Donc,  etc.  (D.) 

5.  Définition.  Un  nombre  de  la  forme  a-k-b  \/ —  1  est  dit 
nombre  complexe  entier,  lorsque  a  et  b  sont  des  nombres 
entiers  ;  si  a  et  6  ne  sont  pas  des  nombres  entiers ,  le  nombre 
est  complexe  fractionnaire.  (D.) 

6.  Proposition  IV.  Soit  Téquation  a:*+a^*~'+a,j:*"'+ 

fli»  =  0  (1)  ;  les  coeflBcients  tf, ,  tf. , On  étant  des  nombres 

complexes  entiers,  l'équation  ne  peut  admettre  des  racines 
complexes  fractionnaires. 

Démonstration.  Supposons  que  l'équation  (1)  ait  une  racine 

complexe    fracticmnaire  de   la   forme  r-H-  -  K-— 1  ;  =-,  - 

a      e  b    e 

peuvent  être  supposés  irréductibles  ;  soit  d  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  6  et  e  ;  de  sorte  que  l'on  ait  b=sdb^; 

e=ide';  b'  et  e'  seront  des  nombres  premiers  entre  eux.  Donc 

«   ,    c  ,  / 7      ae'+cb'i/—l  ,^^ 

T  +  -  K   —  1  = -jrn (2)  ;  soit  p  un  nombre  pre- 

0       e  aoe 

mier  facteur  de  6'  ;  p  divise  donc  cb'  ;  il  divise  aussi  b  ;  donc 
il  ne  divise  pas  a ,  puisque  aeib  sont  premiers  entre  eux  ; 
et  par  une  raison  analogue,/?  ne  divise  pas  e'  ;  par  conséquent 
le  second  membre  de  Tidentité  (2)  est  aussi  un  nombre  com- 

plexe  fractionnaire.  Donc  aussi  -^^ j^n — ^est  un  nom- 
ade' 

bre  complexe  fractionnaire  (Prop.  III). 

a^+cb'\/^ 
Or  en  substituant 777-; à  la  place  de   x  dans 

aoe 

Féquation    (  1  )  et   multipliant   par   (rf^V)**"' ,   on  déduit 


^  kl^  ^ 

{ae'+cb'y—i)   ^m  +  NK^,  où  m  et  N  sont  des 

nombres  entiers  ;  équation  impossible ,  puisque  le  premier 
membre  est  un  nombre  complexe  fractionnaire.  Donc  l'équa- 
tion n'a  pas  de  racine  complexe  fractionnaire.  (D.) 

7.  Problème  I.  Étant  donnée  l'équation  a^x''+a,x'^'-{' 

a^x"^* an=0.  où  les  coefiScients  a^y  a,^  a^ sont 

des  nombres  complexes  quelconques,  trouver  les  racines 
complexes  ? 

Solution,  En  chassant  les  dénominateurs,  on  peut  tou- 
jours ramener  l'équation  à  une  autre  dont  les  coefficients 
sont  des  nombres  complexes  entiers  ;  nous  supposerons  donc 
de  suite  que  les  coefficients  a^^a^^a^ a^  sont  des  nom- 

z 
bres  complexes  entiers  j  faisons  jc  =  —  ;  et  chassant  les  dé- 

nominateurs ,  on  obtient  une  équation  en  z ,  où  z"  a  pour 
coefficient  l'unité ,  et  dont  tous  les  autres  coefficients  sont  des 
nombres  complexes  entiers  ;  conséquemment  l'équation  en  z 
no  peut  admettre  que  des  racines  complexes  entières  (Pro- 
pos. lY  )  ;  le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  les  racines 
complexes  entières.  (D.) 

8.  Problème  IL  Étant  donnée  l'équation  a^x^'+a^x*''''-^ 
^,<r**~'+ ^n  =  0,  les  coefficients  sont  des  nombres  com- 
plexes enliers  j  trouver  les  conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire une  racine  complexe  entière. 

Solution.  x=a'i*b\^ — 1  ;  aet  b  étant  des  nombres  en- 
tiers j  on  a 

aXa+b  \^^T-ha,(a+bl/~i)'^'+aXa+by^y'+ + 

4-rtn-i  {a-^^blZ—i  )  4-an  =  0  : 
d'où 

a+bV—i, 
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le  premier  membre  est  un  nombre  complexe  entier; 
donc  an  est  divisible  par  a-\'b  ]/^  1  ;  et  par  conséquent 
a%[a-'b\/^^)  est  divisible  par  a'  +  6*  ;  ainsi  le  dernier 
coeflScient  multiplié  par  a — b[/ — 1  doit  être  divisible  par  le 
carré  du  module  ;  première  condition  ;  désignons  le  quotient 
parc+rfV/^^  on  en  déduit  

a-^bV—i 

^-e_/l/z:ï^^(a-&v/.=:î)(e+/v/i:î) 

Ainsi,  le  premier  quotient  augmenté  du  coefficient  On-^i , 
et  multiplié  par  a-^bv — 1 ,  doit  être  divisible  par  le  carré 
da  module  ;  seconde  condition  ;  et  ainsi  de  suite ,-  la  dernière 
condition  est  que  le  dernier  quotient  soit  égal  à — a»;  condi- 
tions qui  existent  aussi  pour  les  racines  réelles  entières  ; 

mais  alors  b  étant  nul,  la  multiplication  par  a  —  bV—i 
devient  superflue.  On  démontre  aussi ,  comme  pour  les  racines 
entières  réelles,  que  si  ces  conditions  existent,  la  quantité 
essayée  est  racine.  (D.)  (V.  t.  II ,  p.  523.) 

9.  Proposition  F.  Dans  toute  équation  de  la  forme  {fx)  == 

x*  +  tf^"~'  +'^,0?*"'+ ûn  =  0,  où  a,,  a^ an  sont 

des  coefficients  quelconques,  le  plus  grand  des  modules 
des  coefficients,  augmenté  de  1,  est  une  limite  supérieure  des 
modules  des  racines  imaginaires. 

Démonstration.  En  eflet,  soit  C  ce  module  maximum  ;  le 
module  iefx  n'est  jamais  moindre  que  celui  de  x*— Cr**"'— 

Cr**"'  — — Cor  — C;   or,  C  +  1    rend  ar>Cx'^'  + 

Cx"^  + C^  +  C  ;  donc ,  toute  valeur  de  x  dont  le  mo- 
dale n'est  pas  inférieur  àC+1,  ne  saurait  annuler/ (j:)  ;  donc 
C 4-1  est  une  limite  supérieure  des  modules  des  racines  ima- 
ginaires. (F.) 
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10.  Problème  III.  Trouver  les  racines  complexes  entières 
d'une  équation. 

Solution.  Soit  l'équation  a^x^ -^  a.a:'^' -\- alx"^^ -h + 

an=^0;  â,  a,  sout  des  mnnbres  complexes  entiers. 

Soit  C  + 1  le  plus  grand  module  des  coejficients;  on  consi- 
dère tous  les  diviseurs  de  ania^-^bV — l)  compris  entre  0 
et  (C  + 1)^  On  rejette  les  diviseurs  qui  ne  peuvent  se  décom- 
poser en  la  somme  de  deux  carrés  ;  soit  D  un  diviseur  com- 
pris entre  0  et  (G  +  1)*  et  étant  la  sonune  de  deux  carrés 
a*  +  &%  il  y  aura  à  essayer  les  quatre  valeurs  a+b  k^— l  ; 
—  a  +  b\/'^i  b  +  a\/'^;  ^b+a\/^;  ce  môme 
essai  sufiSt  aussi  pour  les  conjugués  de  ces  nombres.  (F). 

11.  Proposition  FI.  a  +  b\/—i  p'est  pas  racine  com- 
plexe entière  de /(x)  =5=0,  l^'si  (a — 1)*+6*  ne  divise  pas 
f{i)  i  2*  si  (a  +  ly  +  b'  ne  divise  pas  /(— 1)  ;  3"  si  6*  ne  di- 
vise pas  f{à). 

Démonstration.  Si  a+b  k"— 1  est  une  racine  complexe 
entière ,  on  a  l'identité/ (x)  ==  {x* —  2ax+a'^  6*)ipx  ;  tous 
les  coefficients  de  (px  sont  entiers  -,  faisant  dans  cette  identité 
successivement  x=i,  j:  =  — 1,  a:  =  a,  l'on  obtient 

/(l)  =  ((a~l)'+6^)cp (1) .  /(-!)=  ((a+  l)«+è«)<p  (-^1); 
fa  =  b\{a)  ;  C.  Q.  F.  D.  (F.) 

12.  Exercice  f 

(2  +  l/IIl)  jc5  ^.  (4  _  2V/I:Î)  0:4 --.  (41  +  37\/^^  x^ — 
— (213— 93V/^V*h(l454l05K^)x+350— 50K-^==0. 
Les  racines  sont 

1+|/^;    --a+WClT;   — 4-3\/^;    âj/^^ïj   5     (D.) 
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RéctamaHon  au  sujet  dCun  article  des  Annales^  relatif  aux 
racines  commensurables. 

M.  Finck  nous  écrit  qae  la  méthode  sar  les  racines  com- 
meosiirables  (t.  II,  p.  523)  est  déjà  expliquée  dans  son 
A^ëbre,  publiée  en  1839. 


THÉORÈME 
SUR  LE  PRODUIT  DE  DEUX  POLYNOMES. 

D'après  H.  Gaass  (*). 


A.  B  G 

Lemme.  La  somme  -y-  +  ■^z^r  +  ^^^  + est  toujours 

fractionnaire,  ayant  a''  comme  facteur  au  dénominateur 

commun;  on  suppose  A,  B,  G a^  b,  c des  nombres 

entiers  premiers  avec  le  nombre  entier  a.  Les  exposants  de 
«sont  entiers  et  positifs. 

Démonstration.  Réduisant  au  même  dénominateur,  on 
obtient 

Abc +  (iBac -^aCab + 


oPabc. 


Or ,  le  numérateur  n'est  pas  divisible  par  a ,  donc  le  facteur 
a' reste  au  dénominateur.  . 

TaÉoaÉMB.  Le  produit  de  deux  polynômes ,  ordonnés  sui- 
vant la  même  variable,  à  exposants  entiers  et  positifs ,  à  coef- 
ficients réels,  mais  pas  tous  entiers,  donne  un  troisième 
pdynôme,  dont  les  coefBcients  ne  sont  pas  tous  entiers  ;  on 
• —  Il  , 

0  Disquisitiones  arilhffleiicœ ,  sect.  i ,  M2f 


-kS- 

suppose  que  les  coefficients  de  la  plus  haute  puissance  de  la 
variable  dans  les  deux  polynômes  sont  égaux  à  l'unité. 
Démonstration.  Soient  les  deux  polynômes 

a:'+A,a:r'~'  +  A.a:'-"  + Arr^^^ (P) 

x^  +  B.a:«-'  +  B.JC^-  + B,a:«-  + (Q) 

p  et  q  sont  des  nombres  entiers  positifs  ;  r  n'est  jamais  supé- 
rieur àj9 ,  ni  5  supérieur  à  q.  Les  coefficients  A, ,  A,,  A, 

B.,  B,,  B3 sont  réels ,  mais  tous  ne  sont  pas  entiers. 

Soit  a  un  nombre  premier  facteur  d'un  des  dénominateurs 
qui  se  trouvent  dans  (P)  ;'  réunissant  tous  les  termes  où  9  est 
à  la  plus  haute  puissance ,  et  parmi  ces  termes  prenons  celui  où 
j?  a  le  plus  haut  exposant  ;  soit  t  la  plus  haute  puissance  de 

N 
a  et  p — r  le  plus  haut  exposant  de  j:  ;  de  sorte  que  Ar  =  -frz  5 

N  et  M  étant  des  nombres  entiers  premiers  avec  a  ;  dans  tous 
les  termes  qui  précèdent  Ar,  a  sera  élevé  à  une  puissance 
moindre  que  ^  ;  et  dans  ceux  qui  suivent,  a  ne  pourra  avoir  un 

exposant  supérieur  à  t  ;  dans  le  polynôme  ~ ,  le  coefficient  du 

ce 

premier  terme  est  -  ;  ainsi  il  y  a  au  moins  un  coefficient  qui 
a  a  comme  facteur  au  dénominateur.  Soit  a'  la  plus  haute 
puissance  de  a  qu'on  rencontre  dans  - ,  et  q — s  le  plus  haut 

exposant  de  a:  ^  où  cette  rencontre  a  lieu  ;  on  aura  donc 

B  N' 

JL  =  -___  5  M'  et  N'  sont  des  nombres  premiers  avec  a  ; 

a  a  M 

dans  les  termes  précédents ,  a  s'élève  à  une  puissance  moin- 
dre que  t' et  ne  surpasse  pas  ^  dans  les  termes  suivants  ;  dans 

le  produit  des  polynômes  P.— »  on  obtient  d'abord  le  terme 

et 

NN' 
*+t'MT^'t  »  coefficient  de  :r»*+«^-%  et  e+t'  n'est  point  infé- 


^'MM" 
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riear  à  2.  Poar  avoir  les  autres  coeflBcicnts  qui  répondent  à 
]a  mémo  puissance ,  il  faut  prendre  un  terme  qui  précède 
a*'''  et  le  multiplier  par  un  terme  qui  suit  or'"*'  et  vice  versa  j 
donc  dans  ces  coefiBcients ,  a  s'élève  à  une  puissance  moindre 
que* +  /';  et,  en  vertu  du  lemme,  la  somme  de  ces  coef- 
ficients renferme  a +"  comme  facteur  au  dénominateur  ;  donc 
dans  le  produit  P.Q ,  la  puissance  a*+^'~'  entrera  comme  fac- 
teur dans  le  coefficient  j:^+«-*'"*  ;  donc,  ce  coefficient  est  frac- 
tionnaire. C.  Q.  F.  D. 

Observation,  La  même  démonstration  s'applique  aux  po- 
lynômes dont  les  coefficients  des  premiers  termes  ne  sont  pas 
égaux  à  l'unité,  pourvu  que  tous  les  coefficients  de  Q  ne 
soient  pas  divisibles  par  a^ 

Corollaire.  Le  théorème  subsiste,  sous  les  mêmes  condi- 
tions,  pour  un  nombre  quelconque  de  polynômes,*  et  par 
conséquent  pour  des  polynômes  égaux.  Donc ,  un  polynôme 
à  une  variable ,  ayant  un  ou  plusieurs  coefficients  fraction- 
naires, étant  élevé  à  une  puissance  entière  positive,  donne 
pour  résultat  un  polynôme  ayant  au  moins  un  coefficient 
fractionnaire.  Tm. 


THÉORÈME 
SUR  LA  DIFFÉRENCE  ENTRE  L'ARC  ET  SON  SINUS , 

D'après  Pappos. 


Théorème.  La  différence  entre  un  arc  du  premier  qua- 
drant et  son  sinus  est  moindre  que  le  double  du  carré  de 
Tare  divisé  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Démonstration,  Faisant  le  rayon  égal  à  un ,  représentons 


—  sc- 
ia longueur  de  Tare  par  a,  de  sorte  que  âa<7r;  on  a  les 
inégalités  suivantes  : 

a<tanga  (I),       cot. /z>-— a  (2) 

Sa 

acosa<sina  cosa>( a  jsina 

acos'a<;8intfCOsa  / -— a  jsin'a<sin^rcosa 


/x— asitf  a<sinacosa 

asitf  a  >  a—  sinacosa  5 

donc 

asin'a         ^a  —  sinacos/z 

/it       \  .  a              sinacosa    ' 
(^„ajsin'^ 

TT 

——a 

2                sin^cosa     .         *"    ^            ^ 

(3) 

^ï      ^a  —  sinacosa'        2a  "^  a — sinacosa 

.2a'     .   .  _..    .          . 

-2a* 

Ainsi  a — sinacosa<C —  et  à  fortiori  a — sintf<- 

it  au 

Observation  /•  On  parvient  à  ce  théorème  en  écrivant  en 
caractères  algébriques  la  proposition  XV  (théorème  XIV) 
du  5^  livre  de  Pappus  ;  cette  proposition  n'est  autre  que 
rinégalité  (3) ,  que  Pappus  énonce  ainsi  :  Le  rapport  de  Taire 
d'un  secteur  à  Taire  de  son  segment  est  plus  grand  que  le 
rapport  de  l'angle  droit  à  Tangle  du  secteur.  C'est  ce  qu'il 
démontre  par  des  considérations  géométriques. 

Observation  II,  Les  séries  donnent  pour  limite  a— sin  û<  ^ 

(t.  II 9  p.  216 }  ;  cette  limite ,  moindre  que  celle  de  Pappus , 
est  par  conséquent  préférable. 

Observation  III.  Lorsque  a  est  compris  entre  -  et  tt,  on  a 

2â' 
a  <  — ,  et  alors  la  limite  de  Pappus  est  intuitive. 

71 
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Observation  IV,  Pappas  se  sert  de  cette  même  proposi* 
don  XV  pour  démontrer  celle-ci  -.  Si  une  demi-circonférence 
et  un  arc  de  cercle  sont  de  même  longueur,  Taire  du  demi- 
cercle  est  plus  grande  que  l'aire  du  segment  formé  par  l'arc 
et  sa  corde  (prop.  XVII  du  liv.  5). 

Observation  V,  Pappus,  auteur  du  quatrième  siècle,  ne 
connaissait  pas  nos  lignes  trigonoméiriques.  On  doit  les  sinus 
et  sinus-Terse  à  Mohammed-ben-Geber^  de  Batan  en  Méso- 
potamie ,  auteur  arabe  du  neuvième  siècle ,  surnommé  Alba- 
legnius,  et  mort  en  928.  Les  tangentes  et  cotangentes  ont  été 
introduites  par  Mohammed-ben-Yahya,  prince  de  Syrie ,  au- 
teur astronome  du  X®  siècle  connu  sous  le  nom  de  Aboul- Wéfa, 
le  même  auquel  on  voulait  attribuer,  il  y  a  quelques  années , 
la  découverte  de  la  variation  ^  inégalité  lunaire  ;  assertion 
détruite  récemment  par  M.  Munk ,  orientaliste  distingué  et 
par  l'illustre  M.  Biot,  de  l'Académie.  L'emploi  des  sécantes  est 
dû  à  Joachim  (Georges),  surnommé  Rhéticus,  né  à  Feldkirk, 
dans  le  pays  des  Grisons  (Rhelia),  le  16  février  1514, 
mort  en  Hongrie  le  4  décembre  1576  ;  mais  son  ouvrage , 
Opus  palatinum  de  triangulis^  n'a  paru  qu'en  1596.      Tm. 


GRAND  CONCOURS.  (Année  1843.) 
Exposer  d^une  manière  concise  la  théorie  des  racines  égales 
et  la  méthode  qu'on  en  tire  pour  mener  les  tangentes  aux 
courbes  algébriques, 

PRIX   D'HONNEUR. 

VâJBL  M.  ROGER  (éMXXiE-X.OiriS)v 

né  le  29  avril  1825  à  Ntmes  (Gard).  Institution  de  M.cto  Reutte, 
Collège  royal  Saint-Louis,  professeur  M.  Vincent. 

FaEMlÊRS  PARTIE. 

Théorie  des  racines  égales. 
Soient  a,  b^  c...  les  racines  d'une  équation  algébrique 
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f{x)  =  0  :  on  sait  quc/(j?)  sera  le  produit  des  facteurs  binô- 
mes(a:  —  a)^  (x — 6),  (j:— c)...;  eu  sorte  que  l'on  aura 

/(J7)  =  N(jr  -  a)  (a:— é)  (a:  — c)..., 

(N  étant  le  coefficient  du  premier  terme  de  cette  équation). 
Il  peut  arriver  que  les  racines  a^h^  c...  ne  soient  pas  toutes 
diflerentes  entre  elles  $  ainsi  la  racine  a  pourra  se  trouver 
répétée  n  fois ,  la  racine  b^  p  fois...  :  on  dit  alors  que  f[x) 
admet  n  racines  égales  ka^  p  racines  égales  à  6...;  et  on 
peut  écrire/(jc)  sous  la  forme 

f{x)z=  N  (X— <  i^—b)'  {x—cf..., 

expression  qui  s'applique  aussi  en  particulier  au  cas  des  ra- 
cines simples ,  en  faisant  ;i  =  1 ,  /;  =  1 ,  etc. 

Gela  posé ,  l'objet  de  la  théorie  qui  nous  occupe  consiste 
principalement  à  ramener  une  équation  qui  admet  des  racines 
égales ,  à  un  système  d'équations  tel  que  chacune  d'elles 
n'admette  plus  que  des  racines  simples ,  et  que ,  en  supposant 
le  système  résolu ,  on  puisse  en  conclure  les  racines  de  Téqua- 
tion  proposée,  chacune  avec  leur  degré  de  multiplicité. 

Ainsi,  soitX,  le  produit  des  facteurs  simples  Aq  f{x)  ou 
X ,  X,  le  produit  des  facteurs  doubles,  mais  élevés  chacun  à 
la  première  puissance,  X,  le  produit  des  facteurs  triples, 
mais  élevés  chacun  à  la  première  puissance...;  alors  on  aura 

A  ^^^^  A.J  A.^    A.^   A.^  .  *  • 

Il  s'agit  d'obtenir  isolément  chacun  des  facteurs  X,,  X,.,. 

Première  méthode.  Cette  méthode  découle  naturellement  de 
la  fornie  de  l'équation 

/(x)==N(x— ^r(a:  — 6)"  [x—c)\.. 

On  voit  en  effet  que  si/(x)  admet  une  racine  a  au  degré  n  de 
multiplicité ,  ce  polynôme  devra  être  exactement  divisible  par 
[x  —  àf.  D'après  cela ,  pour  découvrir  cette  racine ,  il  faudra 
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effectuer  la  division  de /(x)  par  (or— û)",  comme  si  tétait 
connu  ;  on  écrira  ensuite  que  le  reste  de  la  division  est  iden- 
tiquement nul.  Comme  ce  reste  sera  ordinairement  du  degré 
(n— 1)  en  or,  on  obtiendra  ainsi  n  équations  de  condition 
entre  a  et  les  coeiBScients  de  l'équation  proposée.  Soient 
A=0,    B  =  0,    C=0..., 

ces  équations  de  condition  ;  toute  ^valeur  [de  a  qui  annulera 
à  la  fois  tous  ces  polynômes  sera  au  moins  n  fois  racine  dans 
f[x).  Il  faudra  donc  chercher  les  solutions  communes  aux 
polynômes  A,  B,  C...,  considérés  comme  fonctions  de  a-^ 
h  plos  grand  commun  diviseur  D  entre  tous  ces  polynômes 
contiendra  toutes  les  racines  qui  entrent  dans/(j:)  au  degré 
n  de  multiplicité  ^(màun  degré  supérieur. 

Cette  dernière  indétermination  vient  compliquer  la  mé- 
thode >  qui  paratt  au  premier  abord  si  naturelle;  mais  on 
peut  y  remédier.  En  effet ,  si  l'on  a  pour  le  polynôme  pro- 


A  —  A.,  A,  A3  A^  A5  .  •  •  ^ 

et  que  Ton  cherche  d'abord  les  racines  doubles ,  en  divisant 
X  par  un  facteur  de  la  forme  {x — afy  et  que  l'on  détermine 
le  plas  grand  commun  diviseur  entre  les  équations  de  condi- 
tion ainsi  trouvées,  on  aura  évidemment,  en  appelant  D,  ce 
plos  grand  commun  diviseur , 

D,=  X,A3X4  A5  A^  ...  ; 

car  un  facteur  tel  que  {pc — a)^  pourra  être  considéré  comme 
donnant  (x— û)'(j; — aY[X'^a).  De  même,  si  Ton  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  qui  correspond  aux  racines 
triples,  on  doit  trouver 

D,=X,X4X,X,\..,etc. 
Or,  au  moyen  des  polynômes  D,  et  D3,  on  peut  isoler  le 
facteur  X..  En  effet,  X.  est  le  produit  des  facteurs  étrangers 


—  54  — 

aux  dcu:&  polynômes  D.  et  D, ,  et  voici  comment  on  pent 
l'obtenir. 

Soit  S  le  plos  grand  commun  diviseur  que  Ton  peut  cher- 
cher entre  D,  et  D,  ;  divisons  D,  par  $ ,  et  soit  D/  le  quotient  ; 
on  a  alors 

Cherchons  de  même  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
D/  et  D3.  Soit  ^  ce  plus  grand  commun  diviseur  :  on  aura  de 
même  en  divisant  D/  par  y 


et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  plus  grand 
commun  diviseur  égal  à  l'unité,  ce  qui  arrivera  certaine- 
ment, attendu  que  les  d^rés  D/  et  D,"  vont  en  diminuant 
au  moins  d'une  unité  à  chaque  opération  : 

Multipliant  ensemble  toutes  ces  ^alités,  on  en  déduit 

alors  D,*  sera  le  produit  des  facteurs  de  D,  qui  ne  divisent  pas 
D,;  car  1<»  D,*  ne  divise  pas  D, ,  puisque ,  d'après  la  manière 
dont  on  a  opéré,  D**,  et  D3  ont  pour  plus  grand  commun  di- 
viseur (r=:  1  ;  2**  tous  les  autres  facteurs  de  D,,  savoir  : 
^,  ^'...,  divisent  D,, 

De  là  on  conclut  que  le  polynôme  D",  est  précisément  le 
polynôme  cherché 

En  opérant  de  même  sur  D,  et  D4,  on  obtiendrait  le  poly- 
nôme X3,  et  ainsi  de  suite.  (On  aurait  pu  isoler  d'abord 
le  polynôme  X.  au  moyen  de  X  et  de  D^.)  Le  problème 


—  So- 
dés racines  égales  doit  donc  être  considéré  comme  résolu. 

Mais  la  méthode  que  je  viens  d'exposer ,  quoique  suffi- 
sante en  théorie ,  devenant  le  plus  souvent  impraticable  à 
cause  de  la  longueur  des  calcuk  qu'elle  exige ,  il  est  néces- 
saire d'avoir  recours  à  une  autre  méthode  ;  c^est  celle  que  je 
Tais  expliquer  sonunairement. 

Seconde  méthode.  Elle  est  fondée  sur  la  considération  des 
polynômes  dérivés. 

Si  dans  un  polynôme  /{x)  on  remplace  a:  par  j:  +  ^,  on 
sait  que  l'on  obtient  un  développement  de  la  forme 

fix+h)  =.f{x)  4-/'(x)  J+/"(x)  ^  + +/«(x)j^, 

f{x)  j/"{x).,.  étant  les  polynômes  dérivés  successifs  def{x). 
Supposons,  pour  un  moment,  que/(j:)  n'ait  que  des  ra- 
cines simples, 

/(x))s=i{x—a)  {x—b)  (x—c)..; 

je  vais  chercher  quelle  sera  la  composition  de/'(j:)  : 

f{x)  est  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h  dans 
le  développement  ie/ix-^-k).  Remplaçant  x  par  x-^h 
dans  l'identité  précédente,  on  aura  encore  idantiquement 

fM+f{^)j+  ....=(x-tf+A)(I3Â+^)(^z:;^+^).. 

On  peut  développer  le  second  membre  suivant  la  loi  qu'on 
démontre  au  sujet  du  binôme  de  Nevrton;  on  aura  ainsi 

1 

Sm,  Sm~i .-  désignant  respectivement  les  produits  des  fac- 
teurs (jc — a)  {x — b),..  mkm,  w— 1  à  w  — 1 De  là  on 

déduit  la  composition  de/'(x) 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 
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Yoid  maintenant  le  théorème  sur  lequel  s'appuie  cette  se* 
conde  méthode. 

Théorème.  //  existe  toujours  entre  f  (x)  et  f  (x)  un  plus  grand 
commun  diviseur^  et  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le 
produit  des  facteurs  binômes  de  f  (x)  élevés  à  des  puissances 
dont  les  exposants  sont  moindres  d'une  unité. 

Démonstration.  Soit  f[x)-=[x—af{x—bY[X'-c)'^ ; 

puisque  les  racines  sont  devenues  égales  à  a, on  aura 

évidemment 

!n[x — h)[x — c... 
•\-pix — cC\  ix — c) .  • . 
•\rq\X'-^a)  \x — b) . . . 
+ 

et  Ton  voit  déjà  que  le  polynôme 

D=  (a:  — ^r^'Co:  — 6)^-^— cp 

divise  exactement/ (a:)  ^{.f{x).  Pour  faire  voir  qu'il  est  leur 
plus  grand  commun  diviseur,    il  suffît  de  montrer  que 

•^-g-^  ^*    D~'  ^^  simplement/(j:)  ^^-^j  sont  premiers  entre 

eux.  Or,  f{x)  n'admet  pas  d'aulre  facteur  que  (x  —  a)^ 
(x  —  b) L'un  quelconque  de  ces  facteurs,  (x—a)  par 

exemple,  divisant  toutes  les  parties de*^-^,  hors  une,  ne 

f'ix) 
peut  diviser^^— ^.  Donc  puisque  tous  les  facteurs  de/(j:) 

sont  étrangers  àV^ ,  il  s'ensuit  que/(a:)  et^-rp  ^^^  P^^ 

miers  entre  eux;  ce  qui  démontre  le  théorème,  car  D  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  binômes  def{x)  élevés  chacun  à 
une  puissance  dont  l'exposant  est  moindre  d'une  unité. 
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(Gela  s^étend  même  aux  factem*s  simples  de  X,  lesquels 
sont  élevés  dans  D  à  la  puissance  zéro.  ) 

Gela  posé,  voici  comment  on  peut  décomposer  f{x)  en  ses 
facteurs  des  différents  degrés  de  multiplicité. 
Écrivons ,  comme  tout  à  Theure , 

X  =  X.X.'X33X,4 

Soit  Die  plus  grand  commun  diviseur  àQf{x)  et  de/'(jc)î 
alors  D  =  X;X,^X,3 

De  même,  soit  £  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D  et 
son  dérivé,  ErsXg'X^' 

F  =  x; 

Divisant  chaque  polynôme  par  celui  qui  le  suit,  nous  aurons 

Q,-     ^.' 

5--X 

Yoilà  donc  les  facteurs  simples  de  X  qui  se  trouvent  isolés. 

On  voit,  d'après  cela ,  comment  il  faudra  opérer  toutes  les 
fois  qu'il  s'agira  de  séparer  les  racines  des  divers  degrés  de 
multiplicité  d'une  éqnation. 

Mais  avant  tout,  il  sera  bon  de  débarrasser  Féquation 
donnée  des  racines  commensurables  qu'elle  peut  contenir. 
On  trouvera  d'abord  ces  racines  par  les  procédés  connus ,  et 
pour  reconnaître  quel  est  leur  degré  de  multiplicité ,  on  opé- 
rera par  des  divisions  successives,  ou  bien  en  se  fondant  sur 
le  théorème  suivant  : 

Si  une  équation  f  (x)  =  0  admet  n  racines  égales  à  ai  ^  les 

iHH.  DE  MATHXII.  lU.  ^ 
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polynômes  dérivés  f(x),f  (x), jusqu'au  (a  — 1)«,  cLdmel- 

tenl  la  même  racine  a;  et  réciproquement. 

En  effet ,  diminuons  toutes  les  racines  à!àf[x)  =  0 ,  de  la 
quantité  a,  en  posant 

y=^x  —  a,      d'où      j:  =  a+^, 

la  transformée  en  y  devra  admettre  n  racines  nulles.  Or 
cette  transformée  est 


^r-»  \c.o   .^   .N  + /"(^)  : 


1.2.3...(/î— 1)       •   '^    '  '1.2.3...W 
Donc  on  devra  avoir 

La  réciproque  est  évidente. 

On  pourra  donc  trouver  quel  est  le  degré  de  multiplicité 
d'une  racine  commensurable  a^  en  cherchant  quel  est  Tordre 
du  dernier  dérivé  que  cette  racine  anéantit.  C'est  ce  qu'on 
pourra  voir  encore  en  supprimant  la  racine  a  dansy*(a7)  par 
la  division,  autant  de  fois  qu'il  sera  possible. 

On  sent  pourquoi  ce  mode  de  vérification  ne  peut  être  ap- 
pliqué aux  racines  incommensurables.  C'est  parce  que  toute 
racine  incommensurable  ne  peut  s'obtenir  qu'avec  une  ap- 
proximation plus  ou  moins  grande.  Mais ,  dans  tous  les  cas , 
le  nombre  a  n'étant  qu'approché,  la  vérification,  qui  con- 
siste à  voir  si  f{à)^  f[a) sont  nuls,  ne  pourrait  être 

qu'approchée,  c'est-à-dire  défectueuse. 

A  la  rigueur ,  ce  mode  de  vérification  pourrait  s'appliquer 
aux  racines  imaginaires  (a+  6\/ — 1 ,  a  et  6  étant  commen- 
surables).  Il  faudi^ait  alors  résoudre /(x)  en  substituant 
a  +  <5V^— 1  à  la  place  de  x,  ce  qui  donnerait  un  résultat  de 
la  forme  p  +  qv/Hï, 
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et  par  suite  les  deux  équations 

P  =  0,      Q  =  0, 

équations  à  deux  inconnues ,  dont  on  pourrait  déterminer 
les  racines  réelles  commensurables.  Mais  il  Tant  mieux  » 
ponr  la  simplicité  des  calculs,  n'opérer  la  recherche  des  ra- 
cines imaginaires  qu'après  la  séparation  effectuée  des^liverses 
racines  suivant  leur  multiplicité. 

Voilà  donc  comment  on  arrive  au  but  principal  que  l'on 
se  propose  dans  la  théorie  des  racines  égales.  A  cette  théorie 
se  rattachent  d'ailleurs  une  foule  de  questions  particulières. 
Par  exemple ,  pn  peut  demander  les  conditions  pour  qu'un 
polynôme  donné  f{x)  admette  un  certain  nombre  de  racines 
égales  entre  elles.  On  opérera  sarf{x)  comme  si  on  voulait 
isoler  Xi» ,  et  on  écrira  à  mesure  les  conditions  nécessaires 
pour  l'existence  de  ce  polynôme.  A  cet  effet ,  on  pourra 
employer  l'une  quelconque  des  méthodes  que  nous  avons 
données;  mais  il  sera  généralement  plus  simple  de  s'appuyer 
sur  la  remarque  que  nous  avons  faite  tout  à  l'henre.  En  dé- 
signant par  a  la  racine  inconnue  qui  doit  entrer  dansy(j:) 
an  degré  n  de  multiplicité ,  on  devra  avoir  : 

f(a)  =  0,   /'(^)  =  0,     /'-•(^)  =  0. 

Les  conditions  demandées  s'obtiendront  en  éliminant  a  entre 
ces  n  équations  ;  on  aura  ainsi  {n — 1)  équations  de  condi- 
tion. On  pourrait  aussi  exprimer  qu'il  existe  entrey(a:)  et 
fx)  un  plus  grand  commun  diviseur  du  {n —  !)•  degré ,  ce 
qni  donnerait  (n  —  1)  équations  de  condition,  en  identifiant 
à  zéro  le  dernier  reste  de  l'équation  ;  et  de  plus,  il  faudrait 
exprimer  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  une  (n— 1)* 
puissance  exacte,  ce  qui  donnerait  en  sus  (n — 2)  condi* 
tiens.  Toutes  ces  conditions  devraient  ensuite  se  réduire  à 
(«— 1) etc. 
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SECONDE    PARTIE. 

Méthode  qu'on  peut  tirer  de  la  théorie  des  remues  égales 
pour  mener  les  tangentes  aux  courbes  algébriques. 

Soit  une  droite  MN  qui  coupe  une  courbe  en  divers  points 

M ,  N , Si  Ton  conçoit  que  la  droite  MN  tourne  autour 

du  point  M,  jusqu'à  ce  qu'un  second  de  ses  points  d'intersec- 
tion N  vienne  coïncider  avec  le  premier ,  dans  celte  position, 
la  sécante  sera  devenue  tangente. 

Ainsi,  on  peutdcfinir  la  tangente  aune  courbe,  en  la  consi- 
dérant comme  une  droite  dont  deux,  points  d'intersection  se 
sont  réunis  en  un  seul ,  la  droite  ayant  tourné  autour  de  l'un 
d'eux  comme  fixe.  Par  là  on  voit  qu'une  tangente  peut  avoir 
un  nombre  illimité  de  points  communs  avec  la  courbe^  sans 
cesser  d'être  tangente,  et  qu'une  droite  qui  n'aurait  qu'un 
point  commun  avec  la  courbe ,  ne  serait  pas  pour  cela 
tangente. 

Cela  posé ,  il  s'agit  de  mener  une  tangente  à  une  courbe 
algébrique  f{x ,  ^)  =  0 , 

d'après  la  théorie  des  racines  égales. 

Soit  ^=:ax-^bj 

l'équation  de  la  tangente  cherchée  ;  je  vais  déterminer  les 
conditions  auxquelles  cette  droite  doit  satisfaire  pour  être 
tangente.  Si  l'on  cherche  les  coordonnées  d'intersection  de 
cette  droite  avec  la  courbe,  on  aura,  pour  déterminer  x^ 
l'équation  fi^'>  ax+b)  =  0. 

Cette  équation  admet  autant  de  valeurs  réelles  de  x^  que  la 
droile  aura  de  points  sur  la  courbe.  Si  maintenant  on  veut 
que  la  droile  devienne  tangente,  c'est-à-dire  que  deux  de  ses 
points  d'intersection  viennent  se  réunir  en  un  seul ,  il  fau- 
dra que  l'équation 

/(x ,  ax-^  b)  =  0 
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admette  une  racine  double.  Cette  condition  est  suffisante  ;  car 
la  droite  ayant  deux  points  qui  coïncident ,  c'est-à-dire  deux 
points  infiniment  voisins  sur  la  courbe,  sera  évidemment 
tangente. 

La  question  est  donc  ramenée  à  déterminer  les  conditions 
pour  qu'une  équation  algébrique 

ait  deux  racines  égales  entre  elles. 

Pour  cela,  on  pourra,  ainsi  que  nous  l'avons  indiqué, 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre /(x  ^ax-^h) 
^^fk^y  ax^b)  y  et  exprimer  que  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  du  premier  degré ,  ce  qui  se  fera  en  égalant  le 
dernier  reste  de  l'équation  à  zéro,  et  donnera  une  condition 
de  la  forme  (^{a^  b)  =  0; 

ou  bien  on  pourra  divîser/(jr,  ax  +  b)  par  un  facteur  de  la 
forme  {x  —  a)%  et  exprimer  que  le  reste,  qui  sera  du  pre- 
mier degré  en  j:,  doit  être  identiquement  nul.  On  aura  deux 
équations  de  la  forme  M  =  0,  N  =  0,  M  etN  étant  des 
fonctions  de  a^  b,  a.  Éliminant  a  entre  ces  deux  relations , 
on  devra  trouver  la  condition  cherchée  ?(^,  b)  =  0.  Le  pro- 
cédé qui  consiste  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations 
/(jc,  ax-^-  b)  =  0,/'  (x,  /zx  +  6)  =  0,  ramènerait  au  premier 
mode  de  calcul. 

On  aura  donc  ainsi  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe 
f(x ,  ^)  =  0  ;  et  cette  équation  sera 

yzz^ax-^-b  ^      avec  la  condition      -y  (û,  6)=  0. 

Dès  lors  on  peut  résoudre  toutes  les  questions  qu"il  est 
possible  de  se  proposer  sur  les  tangentes.  Par  exemple  • 

Mener  une  tangente  qui  passe  par  un  point  donné  (x',  y'). 

Il  faudra  joindre  à  la  condition  cp  [a^  ^)  =  0  la  condition 
/  =  ax  +  6  ;  et  les  deux  équations  détermineront  complète- 
ment a  Qib, 
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Mener  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 
Le  coefficient  angulaire  a  de  la  tangente  cherchée  sera  le 
même  que  celai  de  la  droite  donnée  ;  et  l'ordonnée  de  la  tan- 
gente sera  donnée  par  Téquation  à  une  inconnue 

Généralement,  on  pourra  demander  que  la  tangente  satis- 
fasse à  une  condition  exprimée  par  une  relation  de  la  forme 

On  aura ,  pour  déterminer  a  et  6 ,  les  deux  équations 

Deux  conditions  déterminent  la  tangente,  ainsi  que  toute 
droite.  Ce  n'est  que  dans  des  cas  particuliers  qu'on  pourra 
assujettir  la  tangente  à  satisfaire  à  plusieurs  conditions  à  la 
fois ,  marquées  par  des  équations  de  la  forme 

^Ka,6)  =  0,    4»,(a,6)  =  0 outre  <p(a,  i)  =  0. 

n  faudra  que  toutes  ces  équations  admettent  un  certain  ' 
nombre  de  solutions  communes. 

Cette  manière  de  mener  les  tangentes  à  une  courbe  ne 
pourrait  être  regardée  comme  complètement  satisfaisante,  si 
elle  ne  faisait  pas  connaître  la  forme  remarquable  qu'est 
susceptible  de  prendre  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
menée  par  un  point  donné  sur  la  courbe.  Or  la  détermination 
de  ce  coefficient  angulaire  peut  se  rattacher  à  la  théorie  des 
racines  égales. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  sur  la  courbe,  et  que  ce  soit  par  ce  point  qu'on  veuille 
lui  mener  une  tangente.  L'équation  de  la  courbe  sera  de  la 

forme         Bx+Cr  +  Dj:'  +  Ea:r  +  Fy+ =  ^» 

et  celle  de  la  tangente       y  =  ax. 
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Les  abs€isi|es  des  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la 
courbe  seront  données  par  Féquation 

(B  +  (k)jr  +  (D+Etf+FtfV+ =0. 

Il  faut  actuellement  exprimer  que  cette  équation  a  des 
racines  égales  $  et  Ton  sait  déjà  que  ces  deux  racines  égales 
doivent  être  nulles.  On  a  donc  immédiatement 

Du  reste,  en  appliquant  les  procédés  ordinaires,  ils  don- 
nent le  même  résultat.  En  effet ,  la  première  méthode  con- 
siste à  diviser  /  (x)  par  (a:— a)%  ici  égal  kar"  k  cause  de  la 
valeur  connue  a=0,  et  à  égaler  à  zéro  le  reste  B  +  C^^.  La 
seconde  méthode  consiste  à  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  entrey(x)  et/' (j:)  ;  et  comme  on  sait  d'ailleurs  quel 
doit  être  ce  plus  grand  commun  diviseur ,  j:  — a  =  jr ,  cela 

revient  à  dire^que  f'{x)  ou  B+Ca  +  j:( )+ =  0 

admet  une  racine  nulle ,  ce  qui  donne  B  +  C^  =  0.  Enfin , 
on  a  vu  que  le  troisième  procédé ,  dans  le  cas  d'une  racine 
double,  est  le  même  que  le  second. 

Ainsi,  on  voit  que  la  théorie  des  racines  égales  indique  la 

condition 

B  +  Ca  =  0, 

B  fût 

d'où      a=z  —  --= — -^  (puisque  l'on  a  Ba-)-Cê+...=  0). 

Nous  avons  supposé  que  le  point  de  la  courbe  par  lequel  on 
veut  mener  la  tangente  était  à  l'origine  des  coordonnées.  Or, 
on  peut  toujours  transporter  l'origine  au  point  par  lequel 
on  voudra  mener  la  tangente.  Ainsi ,  soit  (a,  (3  )  ce  point  : 
il  faudra  substituer  dans  l'équation, 

et  l'on  aura,  comme  on  sait. 
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En  appliquant  la  méthode  qui  précède,  on  aura  encore 

Telle  est  donc  la  valeur  générale  du  coefficient  angulaire  de 
la  tangente,  obtenue  par  un  procédé  qui  se  rattache  à  la 
théorie  des  racines  égales. 

La  théorie  des  racines  égales  fournit  encore  le  moyen  de 
déterminer  les  points  d'inflexion  d'une  courbe 

il  suffit  en  effet  d'exprimer  que  la  droite  MN , 

a  trois  points  communs  infiniment  voisins  sur  la  courbe,  on 
que  réquation  /{x ,  ûj:  -f  *)  =  ^ 
a  (rois  racines  égales  entre  elles  ;  et  de  mépde  pour  les  cas 
de  contact  plus  intime,  où  la  courbe  est  coupée  par  la  droite 
en  un  plus  grand  nombre  de  points.  Mais  il  existe  pour 
toutes  ces  déterminations  des  méthodes  plas  expéditives  ;  ces 
méthodes  ne  doivent  pas  être  exposées  ici. 


QUESTIONS 
SUR  LES  MAXIMA  ET  LES  MINIMA, 

PAR  M.  OSSZAN  BOMinST. 

(Suite.) 

IV. 

Pr.  Trouver  dans  la  parabole  la  normale  qui  intercepte 
la  plu^  petite  aire. 
Sol,  Soit^^  r='2px  l'équation  de  la  parabole  donnée.  Dési- 
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gnons  par  —  m  la  tangente  de  l'angle  que  la  normale  cher- 
chée fait  avec  Taxe  des  x  ;  Téquation  de  cette  normale 

sera  y=^  —  mx  +  ^  (//i^  -}-  2/w) , 

et  les  points  où  elle  rencontre  rectangulairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectivement  pour  coordonnées 

on  en  déduit  aisément  l'aire  interceptée  par  la  normale 

3  "^  2  "•■      3/»3  2m     \2       nt"       ^       2  /' 

on  en  simplifiant 


m'+l\3 

[m'^Y    ) 


Maintenant ,  d'après  le  théorème  du  $  I ,  le  minimum  de 
cette  aire  aura  lien  quand 

m'+l=2m%     d'où    m  =  ±l. 

Ainsi  la  normale  cherchée  fait  un  angle  de  45*"  avec  l'axe 
des  X ;  pour  cette  normale,  on  a 

^=|,y=±p,  :."=Ç,y'==p3p.  s=^^p-.  etc. 

Si  on  calcule  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  et  le  rayon  de  courbure  correspondant  au  point 
sfy  y,  on  trouve  successivement 

ce  qui  fait  voir  que  la  partie  de  la  normale  comprise  dans 
la  courbe  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de 
rencontre  avec  la  développée  ;  on  verrait  aussi  sans  peine 
que  si,  par  ce  point  de  rencontre ,  on  mène  une  parallèle  à 
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l'axe  des  j:,  on  divise  Faire  inierGepiée  par  la  normale  en 
deux  parties  égales ,  etc. 

V. 

Pr.  Trouver  dcms  F  ellipse  la  normale  qui  intercepte  la 
plus  grande  et  par  conséquent  la  plus  petite  aire. 

Sol.  Soiiy+b^a:^  =  b*  Téquation  de  l'ellipse  proposée 
(nous  faisons  pour  simplifier  a  =  1  ),  et  m  la  tangente  de 
l'angle  que  la  normale  cherchée  fait  avec  l'axe  des  j:, 
l'équation  de  cette  normale  sera 

c*m 


et  les  points  où  elle  rencontre  rectangulairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectivement  pour  coordonnées 


1  ,  b^m 


,,_     (1  —  20  m'— y  i2  —  b^+m')b'm 

D'ailleurs  l'aire  interceptée  par  la  normale 

Pônr  qne  cette  aire  soit  maximam  ou  minimnm ,  il  faut  que 
sa  différentielle  soit  nulle  ce  qui  donne 

^y'da/—2y'd^'—b'x'dy—byda/—d'a/dy"-}- 

+af'dy'—cYdi^-\-y'di(?=  0 , 

ou 

yda/—  afdy  +  a^'dy —y'da^'+ 

+  c'{yda/-\-jcfdy—oifdy-'y'daf) = o , 


OD 


-y  v.^+ y'rf.  Ç + cv.a/(y— y) = o , 
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d'où,  en  vertu  des  valeurs  de  j/,  y,  ^i^^  écrites  d-dessas 

d'où  |»6^;yj4««^>_  1  =  0. 

Cette  équation  donne  d=  1  pour  valeurs  admissibles  de  m. 

Cela  nous  montre  que  dans  l'ellipse  conune  dans  la  para- 
bole la  normale  qui  intercepte  la  plus  petite  aire  fait  un 
angle  de  45*"  avec  l'axe  des  x  ;  pour  cette  normale  on  a 

j/=    ^ zr,     y  =  ± ,etc., 

la  valenr  de  S  n'offre  rien  de  remarquable.  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  correspondant  au  point  j/,  y\  on  trouve  la 
portion  de  la  normale  double  du  rayon  de  courbure;  ce  qui 
montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la  cour- 
bare  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de 
rencontre  avec  la  développée  >  etc. 

VI. 

Pr.  Déterminer  dans  la  parabole  la  normale  quiinter-- 
cepte  le  plus  petit  arc. 

Sol.  Soity  =  ^pa:  l'équation  de  la  parabole.  Considé- 
rons une  de  ses  normales,  et  soient  a/,  y'  ;  j:",  —y,  les 
coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangulairement 
et  obliquement  la  courbe.  Soit  enfin  S  l'arc  intercepté  sur  la 
courbe,  nous  aurons 
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Des  deux  premières  équations  on  tire 

et  portant  dans  la  troisième 

Maintenant  pour  que  S  soit  minimum,  il  faut  que  sa  diffé- 
rentielle soit  nulle ,  ce  qui  donne 

Vp'+y'dy  +  vp+y^dy"=  0 ,       (2) 

mais  de  l'équation  (1)  on  tire 

o=dy{y<-y)+yidy<-dy),  d'où  dy^-^^„, 

portant  dans  (2)  et  supprimant  dy\  il  Tient 

y  k'p+7+  {iy—y)  VY+y^=  o, 

éliminant  y  entre  cette  équation  et  l'équation  (1),  on 
trouve 

d'où 

y^=%.iy=±;^Pa^=lp,y'=±^,.''=^±p. 

La  valeur  de  S  n'offre  rien  de  remarquable.  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  correspondant  au  point  a/,  y,  on  trouve  suc- 
cessivement 

ce  qui  montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  est  divisée  par  son  point  de  rencontre  avec  la  déve- 
loppée dans  le  rapport  de  2  à  1 ,  etc. 
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VII. 

Pr.  Déterminer  dans  V ellipse  la  normale  à  laquelle  corres- 
pond le  plus  petit  arc. 

Sol  Soit  toujours  y+b^'x^rzzb^  Téquation  de  Tellipse 
donnée ,  et  m  la  tangente  de  Fangle  que  la  normale  cher- 
chée fait  ayec  Taxe  des  a: ,  de  sorte  que 

soitréquation  de  cette  normale,  et 

(1)      ^'= .— ^ .  y=-  '^" 


yi+b'ni''  Vi  +  b'm*' 

^,_   (1— 26V--^^  „_  {2'--b'+m')b'm 

K  +6'') X/T+Fnt"'  ""      (m'  +  b')  V  1  +  b^ire 

les  coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangulaire-* 
ment  et  obliquement  la  courbe  \  nous  devons  avoir 

f'^^^^'+^y'+J^  V  da}'^  +  df-  =max.oumin., 

ce  qui  exige  que  la  différentielle  du  premier  membre  soit 
noUe,  on  que 

V da!^-\'dy''  +  V dod'' ^df^  =^ , 
d'où  dod^  +  dy^  =  dx'"^  dy^ , 

d'où  {dx'^djd'){djd -^dx")  +  {dy'\^dy')  {d/—dy')=0^ 

ou  d(x^+jd')d{x'—x")+d{y^y)d{y—y')=o, 

substituant  à  jd+x",  x'—x'\  y+y,  y—/'  les  valeurs 
que  l'on  déduit  des  équations  (1) ,  on  trouve  sans  difficulté 

(m^^  b^m^—  ^nt")  {b'm'+  b'  (3— 6')m»  +  A*—  2b^  +2) 
+  {2b'm^  +  nt'^b^)  \  (2M— .26'+  l)w*+(36''  —  i)m'+b'  |  =0, 
ou  en  simplifiant  et  posant  ni'^zu 

b'u^-hb\4b^'-6b''h5)u^Hb^-^&b^'^8b'+3)u^  — 
—  (36^— 8^»*+66'+1)m'— (56*— 66*  +  4)tt— 6^=0. 
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Cette  équation  admet  pour  racioe  — 1 ,  supprimant  cette  ra- 
cine, qui  est  évidemment  étrangère,  il  vient 

—  2(2M  — 36'+2)ii—6*=0, 

équation  du  quatrième  degré  qu'il  ne  me  parait  pas  facile  de 
résoudre.  On  peut  reconnaître  pourtant  qu'elle  n'a  qu'une 
racine  réelle  positive,  que  cette  racine  n'est  ni  entière  ni 
fractionnaire,  et  qu'enfin  elle  ne  correspond  pas  comme 
l'indiquerait  l'analogie  de  la  parabole,  à  la  normale  dont  la 
partie  intérieure  à  la  courbe  est  divisée  par  le  point  de  con- 
tact avec  la  développée  dans  le  rapport  de  2  à  3. 

VIII. 

Pr.  Parmi  tous  les  triangles  de  même  périmètre  et  de  même 
surface  y  trouver  celui  dans  lequel  la  distance  entre  les  centres 
de  gravité  du  périmètre  et  de  la  surface  est  moâcimum ,  et  celui 
dans  lequel  la  même  distance  est  minimum. 

Sol.  Soient  â; ,  i ,  c  les  trois  côtés  du  triangle  cherché;  ap- 
pelons jc ,  ^,  et  x\  y  les  coordonnées  respectives  des  centres 
de  gravité  de  la  surface  et  du  périmètre  de  ce  triangle ,  prises 
par  rapport  à  deux  de  ses  côtés  a  et  6,  par  exemple ,  que  nous 
supposerons  faisant  entre  eux  un  angle  6. 

Il  s'agira  de  trouver  a^b^c  àe  manière  que 

(1)  A*=(j:— :rr';+(^— y)*+2(a:— a/)  (y—f)  cosô 

soit  maximum  ou  minimum,  sachant  que  ces  variables  véri- 
fient les  conditions 

(2)  a+b+c=:^p,p(p—a){p^b){p'^c)  =  S\ 
£Z>0,  6>0,  c>0,  a<Zb  +  c,  bK^a-^c^  c<:ia+b^ 

où  les  constantes  2p  et  S,  qui  représentent  respectivement  le 


—  71  — 
périmètre  et  la  surface  du  triangle  cherché ,  sont  supposées 

telles  qae  27S*  J2p*^  ^^^  ^^^  ^  triangle  soit  possible. 

Oa  déduit  aisément  du  principe  des  moments 

a  b       ,        a[a-\'c)         .         b(b  +  c) 


3'  2(^z4-6+c)'  "^       ^a  +  b  +  cy 

substituant  ces  yaleurs  dans  l'égalité  (1) ,  il  vient ,  en  se  rap- 

a^  +  b'—c" 
pdant  que  cos  0= —         ■ , 

(3)       144/i"S*= aX2b  —  a— c)*  +  b\2a  ^b—cy  + 

+  {2b  —  a—c)  i2a—  b^c)  {a*  +  6*  —  c') 
=  i;^{2b'-a  —  c){b  +  a  —  2c)  + 
+i'(2(î— a— 6)  (6+c— 2a)4-c"(2a— 6— c)  (a+c— 26), 


2  2  2 

les  équations  de  condition  (2)      remplaceront  par 

27S'— p* 

(5)  z+y+z=0,  p{xy+xz+jrz)-^^xyz= —JL.=:—U\ 

\fp 

^2  ^2         ^2 

^<3/'7    ^<3P>    ^<lP'^ 

et  Téquation  (3)  deviendra 

1M/A'=  -(2p+  3j:)V'z-  (2/^  +  3j-)» zjt - (3/i+ 3z)' jcj^  = 
=  —  ip\xy  +  xz  +yz)  —  36pxyz , 

foù 

36pA*  =  —p[xy  +  j:2  +^2)  —  ^-^r  2^  » 

d'où,  en  ajoutant  la  seconde  des  équations  (5) ,  multipliée 

par3, 

36pA' + 9A:^  5=  —  ip{xy  +  xz  ^yz). 
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Cela  nous  fait  voir  que  les  valeurs  maximum  ou  minimum 
de  A'  et  de  —  (xy+xz+yz)  ont  lieu  en  même  temps.  Ainsi 
considérons  la  fonction  —  (xy+xz+yz).  Posons 

(6)  -  [xy+xz  +yz)  =  3w% 

ce  qui  donne,  d'après  la  seconde  des  équations  (5) , 

xyz=z  ï^ — pf^^  \ 
Téquation  dont  les  racines  sont  x^y^z  sera 

(7)  u^—  3/7i*u  -k-pm^  _  A:3  =  0 , 

et  comme  d'après  les  six  dernières  des  conditions  (5)  x^  y,  z 
doivent  être  compris  entre  —  - /?  et^ ,  l'équation  (7)  devra 

avoir  ses  racines  réelles  et  toutes  les  trois  comprises  entre 

2       p 
—  à/^  ®^  o  »  exprimons  que  cela  a  lieu ,  et  nous  connaîtrons 

les  limites  de  m. 

A  cet  effet,  j'applique  le  théorème  de  M.  Sturm  à  l'équa- 
tion dont  il  s'agit ,  je  trouve  pour  la  suite 

U  =  u^—  ^m'^u  -\-pm^^k^^ 
U,  =  2w'u— /?m'  +  A:3, 

je  fais  maintenant  dans  cette  suite  successivement 

2p  p 

ce  qui  me  donne  pour  u  = -. 

p 

pour    U=zi--: 

3 
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La  première  suite  ne  doit  présenter  que  des  variations ,  et 
la  seconde  que  des  permanences;  j'ai  donc 

V  ô 

Je  n'écris  pas  la  relation  —-  —  P^O  qui  est ,  on  le  voit 
aisément,  une  identité. 

La  seconde  inégalité  est  inutile  à  cause  de  ravant-dernièrej 
la  première  et  ravant-dernière  sont  également  inutiles  à 
cause  de  la  dernière  ;  on  peut  donc  ne  considérer  que  les 
trois  inégalités 

'^^>'^^    *'«'-(?'« -^T>0,     m^<^      (8) 
ip  p 

la  seconde  de  ces  dernières  peut  se  mettre'  sous  une  autre 
forme,  elle  revient  d'abord  à 

( 2/^3  —pnt'  +  k^)  [Stm^J^pni'-^  ^')  >  0, 
et  puis  à 

(m*  —  a»)  (m'  —  a'")  {ni"  —  «'")  >  0 ,  '  (9) 

en  appelant  a,  «',  a'\  les  racines  de  l'équation 

Je  fais  remarquer,  maintenant ,  que  les  racines  a ,  «',  a", 
sont  tontes  trois  réelles ,  que  deux  sont  positives  et  une 
négative,  et  qu'enfin  la  racine  négative  est  en  valeur  ab- 
solue la  plus  petite  des  trois.  En  effet  si  l'on  substitue  à  m 

dans 2m' — /?m'+^9 successivement  —  oo,  0,  ^,  x,  on  ne 

trouve  que  des  variations  ;  cela  fait  voir  déjà  que  les  trois 
racines  sont  réelles  et  qu'il  y  en  a  deux  positives  et  une  nc- 

Ahm.  des  Mathémat.  lU.  ^ 
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gative;  puis  si  ot*  est  la  racine  négative,  le  troisième  terme 
manquant  dans  Tégoation ,  on  a  - 


a"(a  +  a*)+«a'==0,     OU     — a"  = -, 


d'où 


-,    et    ^«"— «'=-    * 


Ce  qui  fait  voir  que  a  et  a'  sont  plus  grandes  que  la  valeur 
absolue  de  a". 

Cela  étant,    si  nous  supposons  «'>  a^>  a'",    l'inéga- 
lité (9)  revient  à  l'inégalité 

w*>a%  (10) 

OU  aux  deux  inégalités 

m^<a'%     m^>«"\  (H) 

L'inégalité  (10)  est  inadmissible,  car  m*  doit  être  <  —  en 

P 

3F 
vertu  de  la  troisième  des  inégalités  (8)  et  —  est  <  a*,  ainsi 

P    

qu'on   le   reconnait   en    substituant    \/  —  à  m  dans 

2/71^  —  pm^  -|-  k^  ;  nous  ne  devons  donc  prendre  que  les  deux 
inégalités  (11).  Je  dis  maintenant  qu'à  cause  de  ces  deux  der- 
nières inégalités  la  première  et  la  troisième  des  inégalités  (8) 
sont  inutiles  j  en  effet  si  l'on  substitue  à  m  dans  2m^—pm^+i? 

V/  3k^       %    /    3^^ 
—  et  \/    — ,  on  trouve d^abord 

un  résultat  positif  et  puis  un  résultat  négatif.  Cela  prouve 

que—  \/  —  est  >  a",  et  que  \/  —  est>a',  ou  bien 

Sk^  3k^ 

que  — -  est  <  a"^  et  que  —  est>a'%  donc ,  etc.  Ainsi  nous 

n'avons ,  en  définitive ,  qu'à  satisfaire  aux  deux  inégalités 
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Nomi  en  oonclnrons  que  w^  =  a"'  est  la  phis  pelile  valeur  de 
«*  et  que  /»•  =  a"  est  la  plus  grande.  Pour  chacune  de  ces 
valeurs  de  m*  l'équation  (7)  admet  deux  racines  égales ,  donc 
pour  les  valeurs  maximum  et  minimum  de  m^  ou  de  A ,  deux 
des  trois  quantités  x^yyZ^  et  par  conséquent  deux  des  trois 
quantités  a^b^c^  sont  égales ,  ainsi  les  triangles  cherchés 
sont  des  triangles  isocèles  ;  de  plus  comme  dans  le  cas  de  x  =j^, 
on  a  x'  =  m""  en  vertu  de  Téquation  (6)  efde  la  première 
des  relations  (5),  on  voit  que  le  triangle  isocèle  pour  lequel 
À  est  maximum ,  est  celui  qui  a  le  plus  grand  côté  double ,  et 
que  le  triangle  isocèle  pour  lequel  ^  est  minimum  est  celui 
qui  a  le  plus  petit  côté  double.  (La  fin  prochmmmmt,) 


QUÂDRATURB  DB  LÀ  GOURBB  RBPRÉSENTËB  PAR  L'ÉQUATION 
PAR  m.  OBBIAX  BOmifiT. 


On  peut  aisément  construire  et  discuter  la  courbe  dont  il 
s'agit.  On  reconnaît  ainsi  qu'elle  estlsymétrique  par  rapport 
aux  axes  y  qu'elle  est  comprise  entre  l'axe  dcs^  et  une  pa- 
rallèle à  cet  axe  menée  à  la  distance  1 ,  que  son  point  le  plus 

3  aj/s 

haut  a  pc«ur  coordonnées  or  «  7 ,  y  »       ^   ,  qu'elle  est 

tangente  à  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  à  la  distance  1 , 
qu'elle  a  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  à 

3  — K3 
l'origine,  qu'elle  a  une  inflexion  au  point  x  = j — , 


=  ^^6  V^ 3 -9,  etc. 
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Je  me  contenterai  de  faire  remarquer  une  propriété  qui 
conduit  d'une  manière  élémentaire  à  la  quadrature  de  la 
courbe. 

Considérons  le  cercle  représenté  par  Téquation 

et  retranchons  d'une  ordonnée  positive  quelconque  de  ce 
cercle  l'ordonnée  positive  correspondante  à  la  même  abscisse 
de  la  courbe  proposée,  il  viendra 

Y— ^  =  (1  — a:)V/a:(l— a:) 

Or,  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  la  valeur  de 
l'ordonnée  de  la  courbe  correspondante  à  l'abscisse  1  -—  jt  ;  on 
conclut  de  là ,  par  la  méthode  des  infiniment  petits,  que  Tes*- 
pace  compris  entre  Taxe  des  jc  et  la  partie  de  la  courbe  située 
au-dessus  de  cet  axe  est  égal  à  l'espace  compris  entre  cette 
même  partie  de  la  courbe  et  la  demi-circonférence  placée  au- 
dessus  9  et  par  conséquent  que  l'aire  de  la  courbe  est  moitié 

de  celle  du  cercle,  ou  -. 


NOTE  SUR  UN  THÉORÈME  D'ALGÈBRE  ; 

PAR  AB.OAS  TRÉBSRT  C). 


On  trouve  à  la  page  46^  du  tome  II  de  cet  ouvrage  une 
démonstration  du  théorème  suivant ,  qu'on  peut ,  ce  me  sem- 
ble, présenter  beaucoup  plus  simplement. 

Théorème.  A  et  B  sont  deux  nombres  entiers  et  positifs , 
ayant  plus  de  la  moitié  des  chiffres  à  gauche  en  commun ,  et 


C)  M.  Arcas  Trcbert  nous  a  adresse  un  Mémoire  qui  sera  publié  dans  notre 
prochain  numéro. 
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A  >  B.   On  a  toujours  Ap  —  B  p  <  -  (p  étant  entier  et 

fositif). 
Démonstration.  On  a  identiqaement 

et i\y  <ixy 


=  ^''"'+r^"'^  + ^y^-\ 


X  —y 
Posant  j:**  =  A ,  y"  =  B ,  on  aura 


Soit  k  le  nombre  des  chilffres  de  A  —  B,  B  aura  au  moins 
2* +  1  chiffres,  donc 

A  — B<10'ctB>  10^*, 
dV      (A— B)^  lO''^      ^       ^         ^       \ 

puisque/?  est  au  moins  égal  à  2. 


111 

Donc  enfln  Ap— Bp<-. 

V 


C.  Q.  F.  D. 


NOTE 

SUR 

LES  CENTRES  D'HOMOLOGIE. 

PAR  M.  MID-r , 

Ancien  professeur  dans  les  Collèges  royaux. 


Soient  dans  un  plan  deux  figures  semblables ,  d'ailleurs 
qiielconques,  ABC...  etaèc...,  (/îgr.  il), dontles  côtes  soient 
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parallèles  et  de  même  sens;  ou  bien  ABC...  et  a'6V....  dont 
les  côtéâ  soient  parallèles  et  de  sens  contraires. 

On  sait  qaeles  droites  Aa^Bb^Cc,  etc.,  ou  Aa%  Bf,  (V, 
etc.,  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  points  homologues»  con- 
courent en  un  même  point  I ,  situé  sur  le  prolongement  de 
ces  droites  dans  la  première  hypothèse,  et  entre  les  points 
homologues  considérés  dans  la  seconde. 

Ce  point  a  été  nommé  centre  de  similitude  ou  d^homologie, 
direct  dans  le  premier  eus ,  inverse  dans  le  second.  Gomme 
la  théorie  des  centres  d'homologie  est  encore  peu  répandue, 
nous  croyons  utile  d'exposer  ici  quelques-unes  des  propriétés 
de  ces  centres  qui  ne  nous  paraissent  pas  suffisamment  éclair- 
cies. 

Nommons  d  la  distance  de  deux  côtés  homologues  et  pa- 
rallèles des  deux  figures ,  X  et  jc  les  distances  du  pointai  a 

ces  droites,  et-  le  rapport  d'homolc^e,  l'on  aura  dans  le 

premier  cas 

X  =  f i  et  j:  s=  : 


et  dans  le  second  : 

^        dL     ^  dl 

X=,    ,      etj:  =  . 


L  +  Z  L+Z 

On  voit  par  ces  valeurs  que  si  l'une  des  deux  figures  vient 
à  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  dans  le  plan ,  de 
manière  que  la  distance  d  demeure  constante ,  le  centre  I  se 
mouvra  aussi  sur  une  parallèle  aux  deux  côtés  homologues 
considérés ,  et  pourra  prendre  sur  cette  parallèle  telle  posi- 
tion que  Ton  voudra. 

D'ailleurs ,  si  l'on  fait  varier  d ,  la  distance  de  cette  paral- 
lèle à  chacun  des  deux  côtés  homologues  pourra  devenir 
aussi  grande  et  aussi  petite  que  l'on  voudra ,  d'où  il  suit  qu'il 
n'est  pas  de  point  du  plan  qui  ne  puisse  être  considéré 
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comme  le  centre  d'homologie  de  deux  figures  semblables  et 
parallèles  données  placées  conyenablement  dans  ce  plan. 

Si  Ton  fait  tourner  Fun  des  deux  systèmes  abc...^  je 
sappose ,  autour  du  point  I ,  de  sorte  que  chaque  sommet 
décrire  un  arc  de  cercle  du  même  nombre  de  degrés  dont  ce 
point  soit  le  centre,  alors  les  droites  An,  B&,Bc,  etc.  (fig.  13) 
ne  passeront  plus  par  le  point  I  ;  mais  le  point  I  sera  toujours^ 
comme  dans  la  première  figure ,  le  sommet  ccmimun  des 
triangles  semblables  ayant  pour  bases  les  côtés  ou  lignes 
homcdogoes  ABei  ab^  AG  et  ac  »  BG  et  bc^  etc.  ;  il  sera  en- 
core le  point  unique  du  plan  où  deux  points  homologues  des 
deoi  systèmes  senmt  confondus  en  un  seul,  et  l'on  aura  les 
proportions  suivantes  : 

IA:L2::AB:a6 

IBilbv.kBiab 

lG:lc\:kR:ab 
Etc. 

Réciproquement ,  si  le  point  I  est  tel  que  deux  des  pro~ 
portions  précédentes  aient  lieu ,  il  est  facile  de  reconnaître 
que  toutes  les  autres  auront  lieu  également ,  et  qae  par  suite 
le  point  I  sera  le  centre  d'homologie  des  deux  figures. 

Supposons  maintenant  que  la  figure  ^^^c...  tourne  sur  ab 
comme  axe  et  vienne  prendre,  dans  le  plan,  de  l'autre  côté 
de  ab ,  la  position  symétrique  abd ..,^  etc. 

S'il  existe  un  point  K  entre  les  droites  AB  et  ab^  tel  que  les 
triangles  KAB ,  Ka6  soient  semblables,  les  triangles  KAG 
etK/ic,  KBC  et  }kbd ^  etc.,  le  seront  aussi,  et  Ton  aura  les 
proportions  suivantes  : 

KA:Ka::AB:a6 
KB:K6::AB:a6 
KC:Kc'::AB:a6, 
Etc. 
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C'est  à-dirc  que  le  poinl  K  sera  le  centre  d'homologie  par 
symétrie  des  polygones  symétriquement  semblables  ABC... 
et  abc\.. 

Cela  posé,  je  vais  démontrer  que  deux  systèmes  de  points, 
directement,  inversement  ou  symétriquement  semblables 
dans  un  plan ,  qui  ont  deux  droites  données  pour  côtés  ho- 
mologues ,  ont  toujours  un  centre  d'homologie  et  ne  peuvent 
en  avoir  qu'un  seul ,  quelles  que  soient  la  grandeur  et  la  po- 
sition de  ces  droites  dans  le  plan. 

On  sait  que  dans  un  plan  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances à  deux  points  donnés  A  et  £  {fig.  13)  sont  dans  le  rap- 
port donné  de/7  à  ^,  est  une  circonférence  de  cercle  dont  le 
centre ,  en  supposant  /?  >  ^,  est  au  delà  du  point  B ,  sur  le 
prolongement  de  AB ,  et  que  si  O  est  le  centre  de  cette  cir- 
conférence ,  et  I  le  point  où  elle  coupe  AB ,  Ton  a 


AI-IB  AI-IB* 

En  nommant  /  la  longueur  de  AB ,  r  le  rayon  du  cercle  et  d 
la  distance  OB ,  les  expressions  précédentes  deviennent 

p'-î"        p'-f 

Soit  maintenant  un  quadrilatère  quelconque  AB^a  (fig.  14) 
dont  les  côtés  Aa ,  B^  se  rencontrent  en  0. 

Je  dis  que  la  circonférence ,  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances aux  points  A  et  ^z  sont  dans  le  rapport  de  ABra^,  et 
la  circonférence ,  lieu  des  points  dont  les  dislances  aux  points 
B  et  6  sont  aussi  dans  le  rapport  de  KR:ab,  se  coupent 
toujours. 

En  effet ,  soit  K  le  centre  de  la  première  et  L  celui  de  la 
seconde  ;  nommons  p  ^{  q  les  deux  côtés  AB  et  ab ,  et  soit 
p>q  ;  désignons  les  distances  OA,  O^,  OB ,  Ob  respecti- 
vement par  a,  a,  p,  p'  ;  les  rayons  des  deux  circonférences 
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par  R  cl  r,  et  les  distances  OK  et  OL  par  *  et  /,  nous  aurons 
d'abord 

j^^Ço-^    et    rJtzm, 

p  ~q  p  —q' 

pois 

p—q 

par  suite 
oa  réduisant 


de  même 


P'-f' 


a  a     • 

Cela  posé ,  appelons  0  l'angle  AOB  et  d  la  distance  KL  des 
deux  centres.  Le  triangle  OKL  donnera 

flr=A:"+Z*— 2Wcos6. 
11  faut  donc,  si  la  proposition  énoncée  est  vraie ,  que  Ton 
ait  à  la  fois 

«l<R+r    et    rf>R-r, 

ou,  ce  qui  est  l'équivalent^  que  Ton  ait  les  deux  inégalités 
suivantes  : 

*•  +  /»  — 2A:/cos0<(R+r)'  (1) 

A:«  +  /»_2A:/cosO>(R-r)\  (2) 

Or 

et 
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Remplaçons  dans  (1)  les  quantités  A: ,  /  et  R  4-  r  par  leurs 
valeurs ,  il  Tiendra 

</,Y(a+p-«'-p7;  (3) 

OU ,  développant  et  ordonnant , 

p^a!""  +  p""—  2a'p'cOS 6)  +  ?*(«"  +  P*  — âap  C0S9)  —p^q"  [  2àa'  + 
+  2PP'—  2(a'p+ap') cos6]  <;?'^'[a^ +r+a'*+  P' — 
—  2«(«'+p')-2p(a'+P')  +2ap+2a'p'].  (4) 

Remarquons  que  Ton  a 

p^=a^  +  3*— 2«PC0SÔ 

et  q*  =  «''+  p'*—  2a'3'  cos  e , 

et  que  par  suite  le  facteur  p*q^  est  commun  à  tous  les  tei*mes. 
Alors  en  le  supprimant  et  en  remplaçant  p""  et  q""  par  leurs 
valeurs,  il  viendra,  en  effaçant  les  termes  communs  aux 
deux  memln*es  et  divisant  par  9 ,  l'expression  suivante  : 

C0S6(ap'+pa'— aP— a'p'X— (ap'+pa'— ap— a'p'), 

OU  9  en  passant  tout  dans  le  premier  membre, 

(C0S6+l)(ap'+pa'— ap— a'p'XO.  (5) 

Or  on  passe  de  l'inégalité  (i)  à  l'inégalité  (2) ,  en  changeant 
le  signe  de  r  ;  ce  qui  revient ,  en  remontant  à  l'expression  de 
cette  quantité ,  à  changer  le  signe  de  p  et  de  p'  dans  le  se- 
cond membre  de  (4). 

La  seconde  condition  équivaut  donc  à 

(cos  e  —  1)  (ap'  +  pa'  —  «p  —  a'p')  >  0.  (6) 

Or  quel  que  soit  le  signe  de  tosO ,  cosO+1  est  toujours  posi- 
tif et  cos  6—- 1  toujours  n^atif.  Pour  que  les  inégalités  (5)  et 
(6)  soient  satisfaites,  il  faut  donc  et  il  suffit  que  l'on  ait 

aP  +  «r>«P'  +  P«',  (7) 
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oa  bien  que  la  somme 

aire  OAB  +  aire  Oab  >  aire  OAfr  4-  aire  OBa. 
on,  eo  supprimant  2  Oab  communs  aux  deux  membres,  que 

AB6  4-  abA  >  abk  +  abB , 
00  enfin  que  AB&  >•  abB. 

Or  cette  dernière  inégalité  est  manifeste*  Donc  les  deox 
circonférences  se  coupent.  Donc  en  revenant  à  la  proposition 
primitive,  quelle  que  soit  la  position  des  figures  semblables  di- 
rectes, inverses  ou  symétriques ,  le  centre  d'bomologie  existe 
toujours.  Mais  les  circonférences  R  et  r  se  coupent  en  deux 
points,  et  nous  avons  vu  que  le  centre  cherché  était  unique 
pour  les  deux  systèmes  considérés.  Ainsi  l'un  des  deux  points 
d'intersection  trouvés ,  toujours  facile  à  choisir  d'après  Tes- 
péce  de  similitude  donnée ,  conviendra  seul  à  la  question. 
L'antre  sera  lié  au  premier  par  les  considérations  que  nous 
avons  précédemment  exposées. 

Poor  mettre  cette  dernière  assertion  hors  de  doute ,  exa- 
minons les  cas  particuliers  où  les  deux  systèmes  sont  pa- 
rallèles. 

Dans  cette  hypothèse ,  soient  AB  et  ab  {fig.  15)  deux  côtés 
homologues  des  deux  figures.  Prolongeons  Aa  et  B6  jusqu'à 
leur  rencontre  en  I.  Tirons  A6  et  Ba  qui  se  coupent  en  î, 
puis  menons  par  les  points  I  et  i  des  parallèles  m!m"jm!"m}f 
à  AB,  et  par  ces  mêmes  points  les  perpendiculaires  IK,  ik 
snr  cette  môme  droite.  Les  points  I  et  ^  seront  les  centres 
dliomologie  cherchés  suivant  que  les  deux  systèmes  auxquels 
appartiennent  les  lignes  homologues  ABei  ab  seront  directs 
ou  inverses. 

Les  points  I  et  iti',  I  et  m"  seront  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  Aa  et  Bb ,  et  les  points  i  et  m^",  i  et  m}'^  le  se- 
ront aussi  par  rapport  à  Ab  et  Ba.  Les  circonférences  décrites 
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sur  Im'  et  Im"  comme  diamètres  se  couperont  en  K ,  et  celles 
décrites  sur  im'"  et  im^^  se  couperont  en  k. 
Donc ,  indépendamment  des  proportions 
lA:la::lB:lb::AB:ab 
iA  :  ib  ::  iB  :  ia  ::  AB  :  ab^ 
on  aura  encore  celles-ci  : 

KAiKtf  ::KB:K6::AB:rt6 
kA  :  kb  :  :  kB:  ka::AB:  ab. 

Donc  les  triangles  £AB  et  Kab  sont  semblables  >  ainsi  que 
les  triangles  lAB  et  lab ,  et  les  triangles  A:AB  et  kab  le  sont 
aussi,  de  même  que  les  triangles  /AB  et  iab.  Le  point  K  a 
donc  réellement,  entre  les  droites  AB  et  ab^  la  position  ana- 
logue à  celle  du  point  I  au-dessus  de  ces  droites. 

Il  en  est  de  même  du  point  k  relativement  au  point  i.  Les 
points  I  et  K ,  £  et  A;  sont  donc  des  centres  d'homologie  dis- 
tincts correspondant  aux  diverses  hypothèses  que  Ton  peut 
faire  sur  le  genre  de  similitude  des  systèmes  auxquels  appar- 
tiennent les  côtés  AB  et  ab.  On  conçoit  que  quoique  nous 
n'ayons  pris  qu'un  cas  particulier ,  des  considérations  analo- 
gues auraient  lieu  dans  le  cas  général. 

V^ Corollaire.  Nommons  C  la  première  circonférence  décrite 
du  rayon  R,  ou  sur  Aa  (fig.  14).  Désignons  par  C,  C",  G'\  etc. 
les  circonférences  analogues  décrites  sur  Bb,CcyDd,  etc.  : 
il  suit  de  ce  qui  précède  que  C,  C,  C",  C"\  etc.  auront  une 
corde  commune,  ou  se  couperont  toutes  aux  mêmes  points. 

2*  Corollaire.  Si  p  =  q,  c'est-à-dire  si  les  systèmes  sem- 
blables deviennent  égaux ,  les  rayons  R,  R',  R",  etc.  devien- 
dront inûnis  j  les  circonférences  G,  C",  C",  etc.  se  change- 
gcront  en  des  droites  perpendiculaires  sur  le  milieu  des 
droites  Aa^  Bb,  Ce,  etc.  -,  d'où  il  suit  que  ces  perpendiculaires 
iront  toutes  concourir  en  un  même  point. 

3e  Corollaire.  Soient  deux  droites  AN,  AN'  (fig,  16)  issues 
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du  point  A  et  terminées  à  la  droite  OX.  Faisons  Nn!  ss  Nn 
et  n'B!  ::==  nk.  En  conséquence  du  corollaire  (2) ,  les  perpen* 
diculaires  sur  les  milieux  des  droites  AH',  nn\  NN'  se  ren- 
contreront en  un  même  point.  Si  Ton  fait  tourner  AN'  sur  le 
point  A,  et  qu'on  suppose  les  droites  N'/i',  nHX  invariables 
de  grandeur,  quand  le  point  N'  se  rapprochera  du  point  N , 
le  point  n'  décrira  un  arc  de  conchoïde.  A  la  limite,  ou  quand 
les  points  N'  et  N  se  confondront,  les  points  H'  et  A  se  con- 
fondront aussi.  La  droite  nn'  deviendra  tangente  à  la  courbe, 
et  la  perpendiculaire  sur  cette  droite  deviendra  normale. 
Cette  normale  passe  donc  alors  par  le  point  de  concours  des 
perpendiculaires  en  N  et  en  A  sur  les  droites  ON  et  NA.  Ce 
qni  foarnit  un  moyen  facile  de  mener  par  un  point  de  la 
conchoïde  une  tangente  à  cette  courbe. 

DES  RACINES  INFINIES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 
(Suite  d'un  premier  article.  Voy.  t.  III,  pages  32...  40.) 


4.  Dans  la  discussion  complète  d'une  équation  à  deu^L  in- 
connues F(x,  ^)  =  0,  on  peut  aussi  avoir  i  considérer  des  solu- 
tions composées  d'une  valeur  infinie  et  rédle  pour  l'une  des 
inconnues ,  ^ ,  et  d'une  valeur  finie  et  réelle  pour  l'autre  x. 

Quand  je  dirai  :  l'équation  proposée  admet  la  solution 
xs=  a ,  j^  =  00  (c  étant  une  quantité  réelle  et  finie  ) ,  voici 
ce  qu'il  faudra  sous-entendre  : 

On  peut  donner  à  l'inconnue  a:  une  valeur  a + A  ou  a — A, 
assez  peu  différente  de  a  pour  que  l'autre  inconnue  j^  ait  une 
valeur  correspondante ,  6 ,  plus  grande  que  tout  nombre 
déterminé  S  ;  et  si  Ton  fait  converger  la  valeur  de  jc  vers  a , 
parla  diminution  progressive  de  ^,  la  valeur  correspon- 
dante de  7  ira  continuellement  en  augmentant  à  partir  de  6. 
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Cesl  k  ce  genre  de  solutioDS  que  se  rapporte,  eo  dèfiiii- 
tive  ^  la  détermination  des  asymptotes  rectilig^es  aax  courbes 
algébriques. 

Dans  la  recherche  des  solutions  de  la  forme  jr  c=  a,  j^  s:  œ , 
j'ordonnerai  l'équation  imposée  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  ^  y  en  l'écrivant  de  cette  manière  : 

Ar*+By*+Cr'  + =0. 

Je  supposerai  que  A,  B,  G,  etc.  soient  des  fonctions  entières 
de  jcj  premières  entre  elles,  et  à  coeflBcients  numériques 
réels  et  finis.  Aucune  valeur  substituée  à  j:  ne  pourra  an- 
nuler à  la  fois  toutes  les  fonctions  A ,  B ,  G ,  etc.,  puisqu'elles 
sont  débarrassées  de  tout  diviseur  commun. 

5.  L'équation  A^"*  +  B^*  +  Cy'  + ....  =  0  ne  peut  ad- 
mettre la  solution  x  =  a,y=QOy  qu'autant  que  la  substi- 
tution de  a  à  0?  annule  le  coefficient  A  du  premier  terme. 
Gar  si  A  ne  se  réduit  p^  à  ^éro,  les  racines  de  l'équation  à 
une  seule  inconnue^,  obtenue  par  la  substitution  dont  il 
s'agit ,  ont  évidemment  une  limite  supérieure  que  l'on  peut 
assigner.  Ainsi,  Téquation  n'admet  aucune  solution  de  la 
forme  indiquée,  lorsque  le  coefficient  A  est  indépendant  de 
4r  ;  et  il  en  est  encore  de  même  si ,  A  contenant  a: ,  l'équa- 
tion A  =  Q  n'a  aucune  racine  réelle. 

Mais  il  n*en  faut  pas  conclure  que  toute  racine  réelle  <i  de 
A  =sO ,  donne  à  l'équation  proposée  la  soluti(m  x=a,  x=^  • 
Pour  écarter  cette  conclusion  ^  il  suffira  de  prendre  comme 
exemple  les  équations  : 

(^— i)>*+(^"  +  i)y  +  1  =  0 

(a:  — l)V  +  (^"  +  l);r— 1=0. 
Le  coefficient  de  la  plus, haute  puissance  de  j^  de  chacune  de 
ces  deux  équations  se  réduit  à  zéro  lorsque  x=i',  et ,  ce- 
pendant ,  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  plus  grandes  ou  plus 
petites,  aussi  peu  dififêrentes  de  Tunite  que  l'on  voudra  ,  les 
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Takars  Gorrespondantes  de^  seront ,  dans  la  première  éqaa- 
tion,  toujours  imaginaires;  et  dans  la  seconde,  tonjoare 
moindres  que  Tanité. 

Pour  reconnaître  quelles  sont  les  racines  a  réelles  et  finies 
de  A  sa  0 ,  qui  donnent  à  Téquation  proposée  Ày^+ B^  + 

Cy4« ssO,  des  solutions  de  la  forme  ortsa,  jfsoo^ 

je  distinguerai  deux  cas  :  suiyant  que  le  nombre  des  racines 
de  A  =  0 ,  égales  i  a,  est  impair  ou  pair. 

6.  Si  Véqtêotion  A=0  a  un  nombre  impair  de  racine»  égnks 

mnombre  «  réel  etfini^  Péquation  A^*+Bj^*-hQr'+ =  Û 

eâmeUra  néeeseedremeni  la  solution  xzaa^  yssço. 

G'est-Mire  que 

i""  En  remplaçant  a:  par  a+6  ou  « —  h  (A  étant  un  nombre 
réel  suffisamment  petit),  l'équation  aune  seule  inomnue 

^y^'hB)r*+Cy+ =0,  aura  aumoÎQs  uuer^cioeréeUe 

plus  grande  que  tout  nombre  dwné  S, 

2*  Si  Vm  &it  converger  vers  a  la  valeur  a  4-  A^  ou  ci — à, 
sabstituée  à  or  f  la  valeur  correspopdante  i^:y  ira  toujo^rs  en 
augmentant. 

Ce  sont  les  depx  points  qu'il  faut  établir. 

La  yaleqr  ^  qui ,  substituée  à  x,  annule  A ,  peut  de  même 
annuler  quelques-uns  des  coefficients  suivants  6,0,  etc.  ; 
mais  tous  ces  coefficients  ne  sont  pas  à  la  fois  réductibles  à 
tèfù  :  je  nomme  A'  le  premier  des  coefficients  que  a  n'annule 
ptsi  ff,  G,  etc.  ceux  qui  peuvent  suivre  A'  ;  et  A  un  nombre 
réel  assez  petit  pour  que  l'équation  A'=0  n'ait  aucune  ra- 
cine comprise  entre  a  +  h  et  a — à.  Et  de  plus,  je  suppose 
qu'en  faisant  varier  x  depuis  a  +  À  jusqu'à  a—  A,  la  fonc- 
tion A  soit  seulement  réduite  à  zéro  par  a:  «  a. 

D*aprés  la  notation  indiquée,  l'équation  proposée  est 
Aj^"*+Bk'*+ +Ay+By+ :;=0. 

Afin  d'apporter  plus  de  précision  dans  rexamen  des  valeurs 
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et  des  signes  que  prend  le  premier  membre ,  lorsque  xely 
reçoivent  différentes  valeurs,  je  considérerai  d'abord  séparé^ 

ment  chacun  des  deux  polynômes  Ay*'-^By+ ,  et 

Ar~+?r'*+etc. 

On  peut  donner  à  Finconnue  j^  une  valeur  y  assez  grande 
pour  que ,  en  faisant  varier  x  depuis  a + ^  jusqu'à  a  —  A ,  le 
polynôme  A!y+  Vy+  etc.  ait  constamment  le  signe  de  son 
premier  terme  Â^*^.  En  effet,  soient  a'  la  plus  petite  valeur 
que  prend  A',  et  M  le  maximum  de  B',  C\  etc. ,  lorsque  x 
varie  depuis  ot  +  h  jusqu'à  a  —  à  :  il  sufBra ,  pour  satisfaire  à 
la  condition  énoncée,  de  remplacer  y  par  un  nombre  y  au 

M 

moins  égal  à  -y  + 1  C).  La  môme  condition  étant  remplie  par 
a 

M 
tout  nombre  plus  grand  que  — 7+I,  je  supposeraiy  au  moins 

égal  au  nombre  donné  S. 

En  substituant  y  ky  dans  le  second  polynôme  A^**  + 
+  B^**  4-,  etc.,  et  faisant  varier  x  depuis  a  +  A  ou  a  —  h 
jusqu*à  a ,  on  donnera  à  ce  polynôme  des  valeurs  absolues 
aussi  petites  que  Fou  voudra  :  car,  lorsque  j:  =  a ,'  tous  les 
coeflBicients  A ,  B , ,  s'annulent  à  la  fois  C*) .  Pour  des  va- 
leurs de  k  suffisamment  petites ,  on  aura  toujours ,  en  valeurs 
absolues,  l'inégalité Ay*+  By^  -f ....  <Ay'^+  By+ .... 
En  effet,  nommons  N  le  minimum  des  valeurs  de  Ay** 
+  By... ,  correspondantes  aux  valeurs  de  x  comprises  entre 
a-}- À  et  a  — h,  l'inégalité  indiquée  existera  nécessairement 


(*)  Car  toutes  les  équations  à  une  seule  inconnue,  y,  déterminées  parla  substi- 
tution des  valeurs  attribuées  à  x,  auront  leur  premier  terme  plus  grand  que  la 

M 
somme  de  tous  les  autres  termes ,  lorsqu'on  y  remplacera  y  par  j  + 1 ,  ou  bien 

par  une  valeur  plus  grande.  C'est  un  principe  démontré  dans  tous  les  traités 
d'algèbre. 

(**)Les  fonctions  A,  B...,  admettant  le  diviseur  x—«.  à  des  puissances 
m\  »',  etc.,  prendront  la  forme  aft*"',  bh^',  etc.,  lorsqu'on  y  substituera  cc+hk  x; 
c'est  pourquoi  le  polynôme  Ay'^+By"*...  devient  aussi  petit  que  l'on  veut,  en 
donnant  à  h  une  valeur  suffisamment  petite. 
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iè&  qae  Ar'*  4-  B/*  +  ...,  deviendra  moindre  que  N. 

Enfln,  je  ferai  enccn-e  observer  qu'il  est  possible,  en 
disposant  convenablement  du  signe  de  A ,  de  donner  anx 
coefficients  Â  et  A'  des  signes  contraires.  Si,  par  cxem* 
pie,  les  valeurs  de  jc  comprises  entre  «  +  A  et  a  rendent  ces 
deux  coefficients  positi£s  :  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a*-À  et  a,  le  premier  deviendra  négatif  et  l'autre  ne  changera 
pas  désigne;  ilsaurontdonc  alors  des  signes  contraires.  Lapos- 
sibilitéde  satisfaire  à  cette  dernière  condition  tient ,  comme  on 
voit  ^  à  ce  que  l'équation  A  =  0 ,  a  un  nombre  impair  de 
racines  égales  à  a. 

Gela  posé ,  remplaçons^  par  y,  et  x  par  a  zh  A,  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  A^*4-  By""  +  ....  -f  Ay 
-|-  h'y  -f-  ....  =  0.  En  disposant  du  signe  et  de  la  grandeur 
de  h ,  comme  nous  venons  de  l'indiqncr ,  les  termes  Ay"^^ 
Ay  auront  des  signes  contraires,  et  la  valeur  absolue  dn 
polynôme  Ay*  +  By"*  +  etc. ,  sera  moindre  que  celle  du 
polynôme  A'jf""  +  B'y*  +  etc.;  alors  le  premier  membre  de 
Téquation  proposée  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  son 
premier  terme  Ay*. 

Puis ,  sans  rien  changer  à  la  valeur  ni  au  signe  de  hj  fai- 
sons croître  y  à  partir  de  y,  jusqu'à  ce  que  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  prenne  le  signe  de  son  premier  terme ,  et 
conserve  ce  signe  pour  toute  valeur  plus  grande  de  y.  Par 
cette  augmentation  progressive  de  la  variable  j^,  le  premier 
membre  de  l'équation  s'annulera  au  moins  une  fois ,  puisqu'il 
change  de  signe  dans  l'intervalle  des  valeurs  attribuées  à  y. 
Ainsi  l'équation  en  j^  aura  au  moins  une  racine  réelle  6  plus 
grande  que  y.  On  peut  d'ailleurs  prendre,  pour  la  valeur  de 
6,  la  plus  grande  des  racines  de  l'équation.  Donc , 

V  En  remplaçant  x  par  oL-\r  honu  —  h  (h  étant  un  nom- 
bre réel  suflBsanmient  petit)  l'équation  proposée  Ay"*  -f-  By 

Ann.DE  Mathém.  lil.  ^ 
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-f-  etc.,  =::  0,  aura  au  moins  une  racine  réelle,  ^,  plus  grande 
que  le  nombre  donné  $. 

Si  plusieurs  valeurs  différentes  de  A  correspondent  ky=Qj 
je  prendrai  pour  h  la  plus  petite  de  toules.  Ainsi  a  -f-  fc  ou 
a  —  h  représentera ,  parmi  les  valeurs  de  x  qui  peuvent  cor- 
respondre à  ^  =  6,  celle  qui  diffère  le  moins  de  a.  Alors, 

en  faisant  diminuer  h^  le  polynôme  A6"*  -|-  ^^^  + 

-f-  A'^''+B'^* -^-...jqm était  annulé, reprendra  immédiate- 
ment le  signe  du  terme  A'^**,  pour  A'  <;  /i ,  quelque  petite  que 
soit  d'ailleurs  la  diminution  de  h  C^).  Et  comme,  en  augmen- 
tant la  valeur  de^  à  partir  de  6,  on  pourra  de  nouveau  donner 
au  polynôme  A^*"+  Bj^**  + . . .  +  Ay*"  +  B>»  -f , . . ,  le  signe 
de  son  premier  terme  A^"*,  Téquation  admettra,  pour^'<^, 
une  racine  €'>>6.  D'où  je  conclus  que 

2*  Si  Ton  fait  converger  vers  a ,  la  valeur  a  4-  fc  ou  a  —  h 
attribuée  à  x,  la  valeur  cerrespondante  de  y  ira  toujours  en 
augmentant. 

Et,  par  conséquent ,  Téquation  proposée  admettra  réelle- 
ment la  solution  x  =s:a,  j^  =  »  . 

7.  En  général ,  Téquation  proposée  admettra  toujours  pour 
rinconnue^  une  valeur  infinie  réelle,  correspondante  à  la 
valeur  réelle  et  finie  a  de  l'autre  inconnue  jc ,  qui  annule  le 
coefficient  A  de  la  plus  haute  puissance  .de  ^  :  lorsque,  en 
attribuant  à  x  une  valeur  a  +  A  ou  a  —  à  ,  suffisamment  rap- 
prochée de  a ,  il  sera  possible  de  donner  des  signes  contraires 
au  premier  terme  Ay""  de  Téquation  et  au  premier  des  ter- 
mes A'y  dont  le  coefficient  A'  n'est  pas  annulé  par  la  substi- 
tution de  a  à  j:  (**). 


(*)  Si  la  sabstitalion  de  A'  kh  donnait  au  polynôme  un  signe  contraire  à  celui 
du  terme  A' 6**,  il  y  aurait  entre  V  et  o  une  valeur  A"<*  correspondante  à 
y—6;  car  lorsque  ft-^-o,  le  polynôme  a  évidemment  le  signe  du  terme  A'6»*. 

(**)  Je  ne  veux  pas  dire  que  cette  condition  soit  indispensable ,  elle  est  seule- 
ment suffisante.  J'examinerai  plus  loin  (n.  9)  comment,  lorsqu'elle  n'est  pas 
remplie,' on  peut  reconnaître  si  la  valeur  de  y  correspondante  à  07=  «  est  encore 
l'infini  réel. 
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Cest  là  une  cooséquence  évidente  de  la  démonstration  qui 
vient  d'être  donnée  n*  6^ 

Que  si  nous  avons  considéré  a  comme  une  racine  simple , 
ou  d'un  ordre  de  multiplicité  impair,  de  Téquation  Asr:0 , 
c'est  parce  qu'il  est  alors  toujours  possible  de  faire  prendre 
des  signes  contraires  aux  deux  termes  A^**,  Ay,  en  dispo- 
sant conv^enablement  des  signes  de  h  et  de^^. 

Dans  chaque  cas  particulier ,  il  sera  facile  de  distinguer 
quels  sont  les  signes  de  h  et  de  y  qui  donnent  aux  deux 
termes  ky^,  My  des  signes  différents.  Cette  observation  est 
utile  pour  la  construction  des  courbes  ;  j'en  montrerai  immé- 
diatement l'utilité,  en  appliquant  le  principe  du  n""  6iila 
recherche  des  asymptotes  ,  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées, 
d'une  courbe  algébrique* 

8.  Pour  reconnaître  si  l'équation 

Ar-+BK*4-elc.  =0 

représente  une  courbe  ayant  une  ou  plusieurs  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  ordonnées ,  il  faut  précisément  savoir 
si  cette  équation  admet  des  solutions  delà  forme  a:=a, 
>  =  00 ,  en  déûnissant,  comme  nous  l'avons  fait,  les  solu- 
tions de  cette  forme  ;  car  à  chacune  de  ces  solutions  corres- 
pond une  branche  de  courbe  qui  a  pour  asymptote  la  droite 
j:=aj  et  réciproquement,  à  chacune  des  asymptotes,  x=a, 
parallèles  à  Taxe  des  ordonnées  correspond  une  solution  de 
la  forme  jt  =  a ,  ^  ==  oo . 

D'après  cela ,  pour  déterminer  les  asymptotes  dont  il  s'agit, 
on  cherche  d'abord  les  racines  réelles  de  l'équation  à  une 
seule  inconnue  A  =  0,  et  il  reste  ensuite  à  examiner  si  les 
valeurs  de  x  ainsi  obtenues  donnent  à  j^  des  valeurs  réelles 
inOnies. 

Lorsque  la  racine  obtenue  a  est  simple  ou  multiple  d'ordre 
impair,  une  des  valeurs  correspondantes  de^^  est  toujours 
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réelle  inQnie  (n**  6  )  ,*  donc  Téquation  proposée  représente  nne 
coarbe  dont  une  branche  au  moins  a  pour  asymptote  b 
droite  j?= a. 

Afln  que  cette  première  donnée  puisse  servir  à  construire 
une  partie  de  la  courbe  avec  quelque  précision,  il  faut  encore 
savoir  de  quel  côté  de  Taxe  des  abscisses  et  de  la  droite 
JT  =  a  les  branches  de  la  courbe  deyiennent  asymptotes  à 
cette  droite. 

A  cet  effet ,  je  substitue  à  j:  la  valeur  «  dans  les  coeffi- 
cients successifs  B,  G,  etc.,  jusqu'à  ce  que  je  parvienne  à 
un  terme  My  dont  le  coefficient  A'  ne  soit  pas  annulé  par  la 
substitution  de  a.  Ce  coefficient  A'  se  réduira  à  un  nombre  r^ 
dont  le  signe  est  déterminé. 

Puis,  après  avoir  divisé  le  coefficient  A  du  premier 
terme  Ky^  par  la  plus  haute  puissance  de  j: — a  qui  entre 
comme  facteur  dans  ce  coefficient,  je  remplace  encore  x  par  « 
dans  le  quotient  obtenu  ;  il  en  résulte  un  nombre  m^  positif 
on  négatif. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  nombres  r^,  w!  aient  le 
même  signe. 

Les  termes  A^*^,  ^y^  prendront  des  signes  contraires 
lorsqu'on  fera  varier  x  depuis  a-—  h  jusqu'à  a ,  en  donnant 
de  plus  à  ^  des  valeurs  positives  j  par  conséquent,  la  droite 
x  =  a  sera  asymptote  à  une  branche  de  la  courbe  située  du 
côté  des  ordonnées  positives;  et  si  a  est  positif,  en  laissant 
aux  axes  la  disposition  ordinaire  y  cette  branche  sera  située 
à  gauche  de  l'asymptote  j?=a. 

Lorsque  les  exposants  r,  /i  de  j^  dans  les  termes  A'^*",  Ajk* 
seront  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  ces  termes 
prendront  encore  des  signes  contraires  pour  des  valeurs  né- 
gatives dc^,  les  valeurs  de  x  étant  toujours  comprises  entre 
a  —  /i  et  a.  Ainsi ,  la  droite  ji:=acst  encore  asymptote  à  une 
branche  de  la  courbe  située  au*dessous  de  l'axe  des  x  j  cette 


-  93  — 

oonyelle  branche  sera ,  comme  la  première ,  dirigée  à  gauche 
de  l'asymptote. 

Mais  si  l'un  des  deux  exposants  r,  n  est  pair  et  l'antre 
impair^  en  donnant  à  j^dcs  valeurs  négatives,  il  faudra  faire 
varier  x  depuis  a  +  ^  jusqu'à  a,  pour  que  les  termes  A^*, 
A'/  prennent  des  signes  contraires  ;  alors  les  deux  branches 
sont  situées  de  différents  côtés  de  l'asymptote. 

On  déterminera  de  même  la  situation  relative  de  la  droite 
j:=:a  et  des  branches  auxquelles  elle  est  asymptote,  dans  le 
cas  particulier  où  les  deux  nombres  r'  et  m'  ont  des  signes 
contraires.  G. 

(  La  fin  prochainement.  ) 


QUESTION  D'EXAMEN. 

SOLUTZOW  DS  M.  B.  UOHITST , 

Professeur  de  mathématiques  au  Collège  royal  de  Louis-le-Grand. 


Tr&uver  le  volume  d'un  segment  $phèrique  à  une  base  en 
fimction  du  rayon  r  delà  base  du  segment  et  de  sa  hauteur  b , 
cmnaissant  le  volume  de  la  sphère  et  sachant  que  la  fonction 
demandée  est  entière  par  rapport  aux  quantités  v  eth. 

Soit  AGB  le  demi- cercle  générateur  de  la  sphère ,  BD  la 
hauteur  du  segment ,  CD  le  rayon  de  sa  base  et  (^  son  vo- 
lame  ;  on  aura 
(1)  j^==  A^'+B^V+CAr'  +  Dr' , 

A,  B ,  G ,  D  désignant  des  nombres  constants  qu'il  s'agît  de 
déterminer. 

La  droite  CD  étant  une  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
de  la  circonférence  sur  le  diamètre  AB,  on  a  la  proportion 

AD:CD::CD:BD, 


—  94  - 

CD* 

d*où  Ton  tire  AD  =  -— -  r^hr'  ;  mais  la  ligoe  AD  est  la  hau- 
JdD 

teur  d'an  autre  segment  de  même  base  que  le  premier  ;  d(mc, 
pour  exprimer  le  volume  v'  de  ce  segment  en  fonction  de  r 
et  À ,  il  suflBit  de  remplacer  h  par  r'h"  dans  le  second  membre 
de  l'égalité  (1) ,  ce  qui  donne 

j.'  =  A^- V* + B/r  V  +  C^->*  -hDr^ 
Pour  exprimer  le  volume  Y  de  la  sphère  en  fonction 
des  mêmes  quantités  r  et  à,   nous  observons  qu'on  a 

V^ItcÂB^  et  AB=BD  + AD  =A  +  r^A-',  d'où  l'on  déduit 

6 
mais  la  sphère  entière  est  égale  à  la  somme  des  deux  seg- 
ments; donc 

-  {h}  4-  3Ar'  +  3A~ V  +  A~V)  =      ' 
6 

= AA3 + B^V + Qhr''  +  2Dr^  H-  C^'V*  h-  B^"  V^  +  A^-3^. 
Cette  égalité  ayant  lieu  pour  des  valeurs  de  r  aussi  petites 
qu'on  voudra,  lorsqu'on  attribue  à  h  des  valeurs  comprises 

entre  AB  et  -  AB ,  les  coefficients  des  même  puissances  de  r 

À 

sont  égaux  dans  les  deux  membres  ;  donc 

A=^,        B  =  0,        C=^,        D=0, 


et,  par  suite, 


2  6 


BIBLIOGRAPHIE. 

Péveloppements  sur  plusieurs  points  de  la  théorie  des  pertar- 
hâtions  des  planètes -^  par  V.-J.  Le  Verrier.  In-4  de  1  à  29, 
Bachelier  1841,  nM. 
Les  corps  célestes,  dans  leurs  mouvements,  à  cause  de 
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leurs  attractions  mutuelles ,  ne  suivent  pas  rigoureusement 
les  lois  du  mouvement  elliptique  ;  ils  s'en  écartent  par  de 
petites  quantités,  nommées  inègcUités^  dont  les  unes,  dites  pé- 
riodiques, se  reproduisent  dans  un  petit  nombre  d'années ,  et 
les  autres,  dites  séculaires ,  no  s'accomplissent  qu'après  un 
temps  très -long.  La  détermination  précise  de  ces  iné- 
gdités  est  le  point  le  plus  épineux  de  l'astronomie  calcu- 
latrice. C'est  que  l'intégration  des  équations  du  mouvement 
oe  s'efifectue  qu'au  moyen  de  séries ,  dont  chaque  terme  est 
doimé  par  une  série  ;  comment  juger  du  degré  de  convergence 
de  ces  séries  de  séries?  Bien  plus,  on  n'obtient  ces  séries 
qa'cn  négligeant  les  puissances  de  certaines  quantités  moin-* 
dres  que  l'unité  ;  comment  reconnaître  le  degré  de  la  puis- 
sance qu'il  est  permis  de  négliger  ?  Car  ces  quantités  peuvent 
amener  des  coe£kients  diviseurs,  qui ,  à  raison  même  de  leur 
petitesse,  rendent  les  expressions  qu'elles  afiectent  très- 
grandes.  M.  Le  Verrier,  déjà  avantageusement  connu  comme 
excellent  calculatenr,  indique  dans  ce  mémoire  une  méthode 
d'interpdation  pour  déterminer  ces  coeflScients  ,  et  la  ques- 
tion est  ramenée  à  la  résolution  d'un  nombre  2i  d'équations 
du  premier  degré  à  2i  inconnues  ;  la  méthode  d'élimination 
est  fort  ingénieuse  ;  nous  nous  en  servirons  en  les  modifiant 
convenablement,  comme  moyens  d'exercice. 
Id,ïf2,  31  à 62, 1842. 
Dans  le  numéro  précédent ,  on  a  développé  une  nouvelle 
méthode,  celle  d'interpolation ,  pour  calculer  les  coefficients 
de  la  fonction  perturbatrice  j  dans  celui-ci,  l'auteur  discute 
Vancienne  méthode ,  et  emploie  un  moyen  indiqué  par  Le- 
gendre  pour  calculer  les  divers  coefficients  avec  plus  de  pré- 
cision et  de  facilité  ;  il  applique  ces  méthodes  à  la  construc- 
tion de  nouvelles  tables  des  quantités  6«(0  et  de  leurs  dérivées, 
qui  forment  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  dévelop- 
pée. Ces  tables  se  rapportent  à  Mercure  combiné  avec  Venus, 
la  Terre  et  les  planètes  supérieures,  et  à  Vénus  combinée 
avec  la  Terre  et  Mars  Dans  ces  applications ,  on  adopte  des 
données  numériques  difFérentes  de  celles  qu'on  trouve  dans 
la  Mécanique  céleste.  Choisissons  Uranus. 
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Mécan.  céleite.     Le  Verrier. 

prise  pour  unité. 

i  gr.  axe  deForbite   19,183305   19,182729 ,  le  ^  gr.  axe  de 

la  terre  pour  unité  {Méc.  cèL^  t  III ,  p.  64.) 

Il  règne  quelque  dissentiment  entre  les  astronomes  calcu- 
lateurs sur  Tappréciation  des  divers  termes  de  la  fonction 
perturbatrice;  et  quand  il  s'agit  de  résultats  numériques  qui 
exigent  un  long  travail,  on  ne  peut  en  appeler  à  ropinion 
publique,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  public.  Cependant,  il  est 
dans  l'intérêt  des  progrès ,  qu'on  sache  à  quoi  s'en  tenir.  A 
cet  effet,  il  serait  très-utile  d'élargir  les  attributions  du  Bu- 
reau des  longitudes,  et  de  l'élever  au  rang  d'une  espèce  de 
tribunal  mathématique.  Des  calculateurs  de  profession ,  at- 
tachés en  nombre  suffisante  ce  tribunal ,  seraient  chargés, 
sous  la  direction  déjuges  si  éminemment  compétents,  de  vé- 
rifier toutes  les  tables  importantes  présentées  par  des  géo- 
mètres^ astronomes^ physiciens,  etc.  ;  et  aussi  delà  vérifica- 
tion de  formules  algébriques  longues  et  compliquées ,  que 
l'on  jugerait  dignes  d'intérêt.  On  aurait  ainsi  le  moyen  d'è^ 
tablir  la  confiance  sur  des  bases  assurées.  Vingt  calculateurs 
à  deux  mille  francs  par  année  suffiraient  :  que  signifie  une 
telle  dépense ,  lorsqu'on  consacre  des  centaines  de  mille 
francs  à  imprimer  et  à  réimprimer  des  ouvrages  que  les  édi- 
teurs eux-mêmes  ne  lisent  pas  ? 

L'Académie  des  sciences,  par  cette  institution,  éviterait 
aussi  le  désagrément  de  couronner  des  ouvrages  contenant 
des  résultats  faux. 

Avant  de  finir,  nous  devons  faire  observer  que  M.  Le  Ver- 
rier ne  manque  jamais  de  fournir  au  lecteur  les  moyens  de 
vérifier  facilement  ses  calculs.  Le  contrôle  est  indispensable 
dans  les  opérations  de  ce  genre ,  et  doit  inspirer  un  grand 
degré  de  confiance.  Tm. 
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NOTE 

SUR 

L'ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


VAa  s.  CATA&Alff, 

Répétiteur  à  l'École  polytechnique. 


J'ai  donnée  autrefois  dans  le  Géomètre  (*) ,  et  plus  récem- 
neat  dans  le  Cmirs  de  Mathématiques  de  M.  Blum ,  un  pro- 
cédé fort  simple  servant  à  trouver  une  solution  de  l'équation 
do  premier  degré  à  deux  inconnues.  D'après  la  note  de 
M.  Chevillardy  insérée  dans  le  tome  II  de  ce  journal,  il 
parait  que  le  procédé  dont  je  parle  est  encore  peu  connu  : 
je  me  décide  donc  à  le  publier  de  nouveau.  On  me  pardon- 
aéra  d'avoir  dierché  à  propager  cet  algcnrithme ,  si  je  dé- 
dare,  comme  je  Fai  déjà  fait  il  y  a  treize  ans,  qu'il  avait 
été  indiqué  depuis  longtemps  par  M.  PUatte,  dans  les  An- 
note  de  Gergonne  (t.  II,  p.  230  en  1812). 

1 .  Soit,  pour  plus  de  régularité  dans  la  notation,  l'équation 

nous  supposerons  a,  6,  A  entiers,  aeib  premiers  entre  eux , 
et6<û. 

On  déduit,  de  cette  équation ,  x  =  — r-^  ;  ou,  en  appe- 

laat  Q,  j^ ,  B,  c  les  quotients  et  les  restes  que  fournissent  A 
et  a  divisés  par  6, 


x=Q  — ^^  + 


HP.  177.  Ce  recueil  hebdomadaire  publié  en  1836,  par  M.  Guiilard,  ancien 
professeur  an  Collège  Louis-le-Grand ,  a  cessé  de  paraître,  pour  défaut  de  tim- 
^0,  la  même  année. 

U  tome  premier  s'arrête  à  la  page  224.  Tm. 

AnN.  DI  UkTBtU.  III.  8 


Noos  voulons  que  x  ei  x  soient  entiers  :  nous  devons 
donc  attriboer  à  ^  une  valeur  qui  rende  entière  la  quantité 

— y^.  Autrement  dit ,  la  résolution  de  Téquation  (1)  est 

ramenée  à  la  résolution ,  en  nombres  entiers,  de 

V^  —  cy 

— ^=z, 

ou  de 

hz-[-cy=zh,  (2) 

laquelle  est  plus  simple  que  la  proposée  ;  car  le  ooeflBcient  c, 
reste  de  la  division  de  a  par  b ,  est  moindre  que  b. 

Résolvons  Téquation  (2)  par  rapport  à  l'inconnue  qui  a  le 
plus  petit  coefficient  ;  nous  aurons 

en  teprésratant  par  Q'  et  9'  les  quotients  entiers  de  B  et  ^ 

par  c,  et  par  G ,  cf  les  restes  correspondants.  Bépétant  le 

raisonnement  ci-dessus ,  nous  verrons  que  z  doit  rendre  en- 

Q—dz 
tière  la  quantité ,  ou  que  Téquation  (2)  se  réduit  à 

celle-ci  : 

cr+^z  =  C,  (3) 

dans  laquelle  les  coeflBcients  c  et  d  sont  respectivement 
moindres  que  ^  et  c.  A  son  tour,  cette  dernière  équation  en 
entraîne  une  plus  simple  qu'elle  ;  et  ainsi  de  suite. 

2.  Observons  actuellement  que  les  coeflBcients  c,  d^e^  .,.. 
sont  les  restes  successifs  que  fournirait  Tc^ration  du  plus 
grand  commun  diviseur  efiTectuée  sur  a  et  6.  Car  c  est  le  reste 
de  la  division  de  a  par  6  ;  de  même,  d  est  le  reste  de  la  divi- 
sion de  6  par  c  ;  etc.  Par  hypothèse,  a  et  b  sont  premiers 
entre  eux  ;  donc  l'opération  dont  il  s'agit  conduira  nécessai- 
rement à  un  dernier  reste  égal  à  l'unité.  Ainsi  la  résolution 
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éd  Véq^ikm  (1)  se  réduira ,  eu  dernier  lieu,  à  celle  d'une 
équa&A  deoetle  forme 

^  +  g^  =  ('y 

c'est-à-dire  dans  laquelle  le  coefficient  de  Tune  des  deux  in- 
conmies  sera  l'unité.  Or  si  Ton  attribue  à  p  une  valeur  entière 
quelconque ,  il  en  résultera  pour  u  une  valeur  entière  ;  et  ^ 
en  remontant  successivement,  on  finira  par  déterminer  les 
valeurs  entières  correspondantes  de  x  et  de^. 

3.  On  peut  donner  au  calcul  une  marche  r^ulière  qui  le 
simplifie  considàrabl^nent 

Supposons 


A- 

X——  — 

-ay 

^  = 

B- 

-bz 

z  = 

G—cr 

d    ''•  = 

D 

-ds 

b     ' 

c     * 

e      ' 

E 

—et 

f    ' 

/  = 

E 

-fu 

«SB 

h     '  '■ 

... 

w 


Ouïs  ces  expressions,  les  quantités  c ,  d^  e,f....  sont,  ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  dit ,  les  restes  successifs  fournis  parla 
reeberehe  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  aetb  z  ad- 
mettons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  le  dernier  de  ces  restes , 
égal  à  l'unité,  soit  h. 

Relativement  aux  quantités  B,  G,  D,....  la  loi  de  com- 
positioa  est  fort  simple  :  B  eai:  le  reste  de  la  division  de  A 
par  ^  ;  G  est  le  reste  de  la  division  de  B  par  c  ;  etc. 

Le  calcul  4s  cea  divers  coefficients  s'e£Eectue  comme  l'in- 
dique le  tableau  ci-après  : 

i 

0 

La  ligne  supérieure  se  forme  comme  dans  Topération  du 
plus  grand  commun  diviseur.  Pour  former  la  seconde  ligne , 
on  écrit  A  sous  a,  puis  l'on  divise  ce  premier  terme  par  b  ; 
on  obtient  ainsi  un  reste  B ,  que  l'on  écrit  au-dessous  de  b  ;  etc. 
£o  général  :  chaqtM  terme  de  la  ligne  inférieure  est  le  reste  de 


<t 

[    ^ 

c 
"C" 

d 
D 

e 
E 

/ 
F 

g 
G 

A 

fi 
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la  division  du  terme  placé  à  gauche,  par  le  terme  placé  au-^ 
dessus.  Il  est  visible  que  le  dernier  terme,  correspondant  a» 
diviseur  1 ,  est  0. 

Ces  deux  lignes  élant  calculées,  on  détermine  les  incon- 
nues u ,  f ,  5 ,  r ,  z ,  j^,  a:  en  fonction  de  ^ ,  à  Taide  des  équa- 
tions (4)  ;  c'est-à-dire  que  : 

Chaque  inconnue  s'obtient  en  retranchant  d'un  terme  de  la 
seconde  ligne  ^  le  produit  du  nombre  écrit  aur-dessus  par  r in- 
connue qu'on  vient  de  déterminer  y  et  divisant  le  reste  par  le 
terme  écrit  à  la  droite  de  ce  nombre, 

4.  Comme  application  des  r^les  précédentes,  prenons 
Téquation 

89x-|-162jr  =  209. 


162 


209 


89  I  73  r  16  I    9 
31   râT    15  I    6 


1 


0 


D'abord,  162  divisé  par  89  donne  pour  reste  73;  89  divisé 
par  73  donne  pour  reste  16  ;  etc. 

Ensuite ,  209  divisé  par  89  donne  31  pour  reste  ;  31  divisé 
par  73  donne  encore  31  ;  etc. 

Les  deux  lignes  élant  formées,  nous  aurons,  en  prenant 

f'rrO  : 


„.  ,^.,.^.      ^^             209-162x37 
jr  = 73— =  '"'  "= 89 =  -«^- 

L'équation  est  donc  satisfaite  par  :r  =  —  65 ,  j^  =  37  ;  d'où , 
en  général ,  ^ 

:c=  — 65  +  1626^    ^  =  37  —  896. 

Soit  encore  l'équation 

29x  — 47j^  =  112. 
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Elle  donne 


-47 


112       25 


—18  I  11   1—714 
7         0        0 


1 
"Ô" 


0+3x0     ^    0—4X0     ^    0+7x0     ^     7—11x0 

7-18x1 25+29x1  _      ^      112— 47X3  _      ^. 

11       "^      ^  —18      -      ^'  29         -      *^ 

donc 

j:±=:  — 1+496,    jK  =  — 3  +  290. 

On  peut  observer,  d'après  ce  dernier  exemple,  que  si  la 
ligne  inférieare  est  terminée  par  une  suite  de  2êéros ,  il  est 
bon  de  commencer  le  calcul  des  inconnaes  à  partir  du  terme 
qni  précède  le  dernier  zéro. 


DE  LA  SPHÈRE  TANGENTE  A  QUATRE  SPHÈRES  DONNÉES  ; 
VAR  M.  AaCAB  TR^BBaT. 


Le  problème  qui  consiste  à  trouver  une  sphère  tangente  à 
quatre  antres,  a  occupé  nos  plus  célèbres  géomètres  :  Fer- 
mat,  Hachette,  Poisson,  MM.  Gergonne,  Binet  et  Caucby 
en  ont  donné  des  solutions  di&ërentes.  Toutefois  ces  solutions 
sont  loin  d'offrir  toute  la  simplicité  désirable  :  on  va  voir 
dans  celle  que  nous  aUons  donner  quel  avantage  on  peut 
retirer  d'une  notation  symétrique  et  convenablement  choisie. 

1. 
Soit 

(x  — ar  +  Cr— 6r  +  (z  — c)*  — r*  =  0, 

l'équation  d^nne  sphère,  que  je  représenterai ^  aussi  pour 
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abréger,  par  S  =  0.  J'appellerai  puissance  d'un  point  par 
rapport  à  la  sphère ,  le  carré  de  sa  distance  an  centre  moins 
le  carré  da  rayon  ;  en  sorte  qae  S  représente  la  puissance 
du  point  (x ,  ^ ,  z)  par  rapport  à  la  sphère  dont  S  =  0  est 
Féqualion.  Je  représenterai  par  p^  la  puissance  de  l'origine, 
et  Ton  aura  toujours 

II. 

Soient  S=0,  S'  =  0,  les  équations  de  deux  sphères; 
l'équation  S  =  S' est  celle  d'un  plan  qu'on  appelle  plan  ra- 
dical des  deux  sphères  :  ce  plan  est  éyidemment  d'après  la 
déflnition  précédente ,  le  lieu  géométrique  des  points  d'égale 
puissance  par  rapport  aux  deux  sphères;  il  est  aussi  le  lien 
géométrique  des  points  communs  aux  deux  sphères,  lors- 
qu'elles se  coupent,  et  dans  tous  les  cas  le  lieu  des  pmnts, 
d'où  l'on  peut  leur  mener  deux  tangentes  égales. 

La  'position  de  ce  plan  par  rapport  aux  deux  sphères  ne 
dépend  évidemment  pas  des  axes  coordonnés  ;  si  donc  on 
prend  pour  axe  des  z  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  l'é- 
quation S  =  S'  sera  de  la  forme  z  =  A ,  ce  qui  montre  que 
le  plan  radical  des  deux  sphères  est  perpendiculaire  à  la 

ligne  des  centres. 

lïl. 

Soient  S  =  0,  S'=:0,  S"  =  0,  les  équations  de  trois 
sphères  :  les  plans  radicaux  de  ces  trois  sphères  considérés 
deux  à  deux  auront  pour  équation 

S=:S',        &«S",         S'  =  S". 

Ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  dont  les 

équations  sont 

S  =  S'=S", 

et  qu'on  appelle  axe  radical  des  iroissphères.  Cet  axe  radical 
est  le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  aux  trois 
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sphères,  il  est  d'ailleurs  éyidemment  perpendiculaire  au  plan 
des  trois  centres. 

Ce  qui  précède  exige  que  les  centres  des  trois  sphères  ne 
soient  pas  en  ligne  droite,  car  si  cela  était,  les  trois  plans 
iradlcaux  des  sphères  prises  deux  à  deux  seraient  parallèles , 
et  l'axe  radical  serait  situé  à  FinGni ,  ou  pour  mieux  dire 
n'existerait  pas  ;  néanmoins  il  pourrait  arriver  que  ces  trois 
plans  coïncidassent,  et  dans  ce  cas  les  trois  sphères  auraient 
an  plan  radical,  au  lieu  d'un  axe  radical. 

On  peut  aisément  construire  le  plan  radical  de  deux 
sphères  ;  mais  je  n'insisterai  pas  sur  cette  opération  pure- 
ment graphique. 

IV. 
Soient 

S=0,     S'=0,     S"=r0,     S'"=0; 

les  équations  de  quatre  sphères.  Les  plans  radicaux  de  ces 

sphères  prises  deux  à  deux  auront  pour  équation 

S  =  S',    S=S",    S  =  S''',    S'  =  S",    S'=S'",    S"  =  S^ 

Ces  six  plans  se  couperont  en  un  même  point  qui  aura  pour 

équations 

S=S'  =  S"=S'". 

C'est  le  point  d'égale  puissance  par  rapport  aux  quatre 
sphères ,  et  qu'on  appelle  centre  radical  de  ces  sphères. 

Ce  point  sera  toujours  unique,  à  moins  que  les  quatre 
sphères  n'aient  leurs  centres  dans  un  même  plan  ;  dans  ce 
cas  il  pourra  arriver  que  le  centre  radical  soit  à  l'infini ,  ce 
qai  signifie  qu'il  n'existe  plus ,  ou  bien  ce  centre  sera  rem- 
placé par  on  axe  radical ,  ou  même  par  un  plan  radical,  si 
les  centres  des  quatre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper,  nous 
supposerons  que  les  quatre  centres  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan ,  et  alors  les  sphères  auront  toujours  un  centre 
radical  unique. 


-  10^  - 
V. 

Soit  toujours  S  =  0  Téquation  d'une  sphère,  et  ix\  y\  z*) 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'espace;  on  sait 
que  le  plan  polaire  de  ce  point,  par  rapport  à  la  sphère,  a 
pour  équation 

(x'—  a)  (x—  a)  +  {y'^b)  O'—  b)  -^(z'—c)  (z—  c)  —  r^  =  0. 
On  sait  en  outre  que 

r  Si  le  point  (j:^,  y,  z')  est  hors  de  la  sphère,  son  plai 
polaire  n'est  autre  que  le  plan  des  contacts  de  la  sphère  el 
des  tangentes  issues  de  ce  points 

^^  Si  le  point  est  sur  la  sphère ,  il  est  aussi  sur  son  plan 
polaire  qui  est  lui-même  tangent  à  la  sphère; 

3°  Si  le  point  (x\y\  z')  est  à  l'intérieur  de  la  sphère^ 
son  plan  polaire  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  det 
cônes  circonscrits  à  la  sphère  et  dont  les  plans  de  contaci 
avec  cette  dernière  passent  par  ce  point. 

VI. 
Soient  les  deux  sphères  S  =  0 ,  S' = 0  ;  les  centres  de  si- 
militude direct  et  inverse  de  ces  deux  sphères  auront  respec 
tivcment  pour  équations 

Centre  direct.  Centre  inverse. 

r-^  r  I  r+  r 

Les  plans  polaires  de  ces  deux  centres  de  similitude  rela 
tivcment  à  la  sphère  S  auront  respectivement  pour  équation 
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^{a—a')x  +  2{b  —  b')y  +  2  (c  —  c')  z—  (/>'  —  p")  = 

=  i^a  —  ar  +  (6-/»r  +  (c  — c'r  ^  (r— O' , 
2(a  — a')j:+2(^— 6'b-  +  2(c— c')z— (/j?*— /?'")  = 

ou  simplement 

S'-S  =  A(r,  O, 
S'-S  =  (y(r,   /), 

eD  posaoty  pour  abréger , 

A  (r,  /^)  =  (a — aT  +  (^  --  ^')*+  (c—  c')*  —  (r -  r')*, 
^(r,  r')  =  {a  —  ayf{b'^b'y  +  {c^c'y^{r  +  f^)\ 

Les  plans  polaires  des  deux  mêmes  centres  de  similitude , 
relativement  à  la  sphère  S'  auront  évidemment  pour  équa- 
tions 

S-S'  =  A(r,r'), 
S— S'  =  ^(r,  r). 

Si  les  deux  sphères  étaient  extérieures  Tune  à  Vautre,  les 
deux  centres  de  similitude  seraient  les  sommets  de  deux 
cùoes  circonscrits  à  la  fois  aux  deux  sphères,  et  les  quantités 
désignées  par  A(r,  r'),  ^(r,  r')  seraient  les  carrés  des  parties 
des  arêtes  de  ces  cônes  comprises  entre  les  deux  sphères. 

VII. 

Théorème. 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  Tune  quel- 
conque de  trois  sphères  données  avec  toutes  les  sphères  qui 
les  touchent  toutes  trois,  est  un  petit  cercle  de  cette  sphère, 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  des  centres  des 
sphères  données. 

Il  est  bien  entendu,  dans  cet  énoncé,  que  Tune  quelconque 
des  trois  sphères  données  doit  être  touchée  de  la  même  ma- 
nière par  toutes  les  sphères  que  l'on  considère. 
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Considérons,  pour  fixer  les  idées,  la  série  des  sphères  qui 
touchent  extérieurement  trois  sph^es  données  dont  les 
équations  seront  comme  d'habitude 

S=0,    S'=0,    S"  =  0, 

et  désirons  par  (a ,  ^ ,  7)  les  coordonnées  du  centre^  Tune 
des  sphères  tangentes,  par  p  son  rayon  et  par  x  ^  y  ^  z  les 
coordonnées  du  point  où  elle  touche  la  sphère  S  •  on  aura 
d'abord 

p  +  r  p 

t  = X  —  -  a, 

r  r 


:e±rz--p 


c. 


< 


Puis 

(a— a)'4-(6  — p)'  +  (c  — 7)'— ('•  +p)*=0, 
(a'  -  a)'  +  {b'  — p)'  +  «  —t)'  —  {r»  +p)'  =  0,  . 
(«"_  a?  +  (6"  — p)»  +(C"  —y)'  —  (/^'  +  p)-  =  0  ; 

d'où  l'oB  dédait  par  la  soustraction 

f  {a— a!)  a+  (b-b')  M-(c-c')  y+Cr-z'Jp—  i  (p*— /»")  ==  0 , 
i(a-a")«+(6-6")  p+(c-c")7-Kr-»")p-i  (/»'-/*)=  0. 

Portant  dans  les  équations  (2)  les  valeurs  de  « ,  p,  7  tirées 

de  (1) ,  on  aura 

(p+r)  {  2  [a—d)  x+^{b—V)y+'i{c—c')  z—{p*—p") }  =pA(r,  r») 
(p+r)  {  2(a^a")x+2(b-b")jr+2^c—c")z-{p'—pf") }  =pA{r,  r') 

L'éliniinatioa  de  p  entre  ces  deux  équations  conduit  à  la 
suivante 

S'_S        S"  — S 


(3) 


\(r,H)        A(r,/") 


h  ' 


qui  est  bien  l'équation  d'un  plan. 
Il  suit  de  là  que  les  points  de  contact  des  trois  sphères 
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données  avec  la  série  des  sphères  qui  les  (oachent  exté- 
rieurement toutes  trois  seront  sur  trois  plans  ayant  pour 
équations 

s^-^s  _y^— S 
S' —S'     y— S 

S  — S"   _  S'— S' 

A{r,   r")  ~"A(r,0* 

Ces  trois  plans  se  coupent  évidemment  suivant  la  droite 

S  =  S'  =  S",  ^    . 

qui  est  Taxe  radical  des  trois  sphères  ;  et  comme  cette  droite 
est  perpendiculaire  an  plan  des  centres  des  trois  sphères,  il 
s'en  suit  que  ces  trois  plans  le  seront  pareillement. 

Si  l'une  des  sphères  proposées,  la  sphère  S,  par  exemple, 
devait  être  enveloppée  par  la  série  des  sphères  tangentes,  il 
suffirait  de  changer  le  signe  de  r  dans  les  équations  (1)  et  (2), 
et  par  s«ite  dans  toutes  celles  que  Ton  en  déduit;  ce  qui 
revient  évidemment  à  remplacer  dans  les  équations  (3), 
A(r,  r')  et  A(r,  r")  par  ^{r,  r')  et  ${r,  r'). 

Si  les  trois  sphères  devaient  être  enveloppées  par  la  série 
des  sphères  tangentes,  il  faudrait  changer  les  signes  de  r, 
/^,  /^'  ;  ce  qui  ne  produirait  aucun  changement  dans  les 
équations  (3). 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  (3)  s'appliqueront  à  tous 
les  cas ,  si  l'on  convient  de  remplacer  la  caractéristique  A 
par  S  9  lorsque  les  sphères  dont  les  rayons  suivent  la  carac- 
téristique doivent  être  touchées  de  manières  différentes. 

Dans  tous  les  cas  les  plans  ainsi  déterminés  passent  tou- 
jours par  l'axe  radical  des  trois  sphères. 
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VIII. 

Problème. 

Construire  une  sphère  tangente  d  quatre  sphères  données. 

Soient  S=:0,  S'  =  0,  S''=:=:0,  S'"  =  0  les  équations  des 
quatre  sphères  données,  et  supposons  pour  fixer  les  idées 
que  la  sphère  cherchée  doive  toucher  les  quatre  sphères 
données  toutes  extérieurement  ou  toutes  intérieurement.    ^ 

Les  lieux  des  points  de  contact  de  la  sphère  S  et  des  séries 
de  sphères  qui  touchent  extérieurement  ou  intérieurement 
cette  sphère  et  deux  des  trois  autres  seront 

g— S  _  S^— S 
A(r,r')"^d(ry) 
y— S  _S^^^— S 
û(r,r')""A(ry") 
S"— S  _S'"— S 

Ces  trois  plans  se  couperont  suivant  une  même  droite  qui 
aura  pour  équation 

y —S  _  S' —S  _  S'"—  s 

<*)  A(ry)  "^  M^VO  ""  M^Ô  • 

Cette  droite  coopéra  la  sphère  S  généralement  en  deux 
points  :  Tun  d'eux  sera  le  point  de  contact  avec  la  sphère  qui 
touche  extérieurement  les  quatre  proposées;  l'autre,  le 
point  de  contact  avec  la  sphère  qui  les  enveloppe  toutes 
quatre. 

La  droite  (1)  serait  assez  difficile  à  construif'e  à  priori  ; 
mais  on  peut  trouver  trois  points  fort  remarquables  de  cette 
droite  ;  ce  qui  est  plus  que  suffisant  pour  la  déterminer. 

l""  La  droite  (1)  passe  évidemment  par  le  point  S  =  S'= 
S" = S"\  qui  est  le  centre  radical  des  quatre  sphères  données. 

2'  Elle  passe  aussi  par  le  point  dont  les  équations  sont 
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S"-S=ù(r,r'0, 
S'"  — S=A(r,r^"). 
Ces  trois  équations  représentent  les  plans  polaires  relati- 
rement  à  la  sphère  S ,  da  centre  de  similitude  directe  de  cette 
spbère  prise  avec  chacone  des  trois  antres. 

L'intersection  de  ces  trois  plans  faciles  à  construire  donne 
donc  un  second  point  de  la  droite  (1) . 
3*  Enfin ,  cette  droite  passe  encore  par  le  point 

(S-S')  =  A(r,/^), 
(S-S")  =  A(r,r"), 
(S-S'")  =  A  (r,r'"). 

Ces  trois  équations ,  ainsi  qu'on  Ta  dit  précédemment ,  sont 
celles  des  plans  polaires  par  rapport  aux  sphères  S\  S",  S'" 
des  centres  de  similitude  de  ces  sphères  considérées  séparé- 
ment avec  la  sphère  S. 

Si  la  sphère  S  étant  toujours  touchée  extérieurement, 
quelques-unes  des  trois  autres  devaient  être  enveloppées , 
nous  avons  vu  que ,  pour  ces  dernières ,  il  fallait  remplacer 
la  caractéristique  A  par  S;  ce  qui  revient ,  comme  on  voit,  à 
prendre  le  centre  de  similitude  directe,  si  les  deux  sphères 
doivent  être  touchées  de  la  même  manière,  et  le  centre  de 
similitude  inverse ,  si  elles  doivent  être  touchées  difiërem- 
ment. 

D'où  résulte  la  construction  suivante. 

IX. 

Consimciion. 
Pour  construire  une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  don- 
nées, dont  les  centres  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  on 
cherchera  les  centres  de  similitude  de  chacune  des  quatre 
sphères  avec  chacune  des  trois  autres,  et  on  prendra  chaque 
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centre  de  similitude  direct  ou  ioverse,  suivant  que  les  deux 
sphères  correspondantes  devront  être  touchées  de  la  même 
manière  ou  d'une  manière  différente  ;  ou  construira  les  plans 
polaires  des  trois  centres  de  similitude  ainsi  déterminés  cor- 
respondants a  chaque  sfdière  par  rap|W)ri  à  cette  sphère,  et 
Ton  obtiendra ,  dans  chacune  d'dles ,  «a  point  que  Fou  jqhh 
dra  à  leur  centre  radical.  Les  quatre  droites  ainsi  obtenueB 
couperont  les  quatre  sphères  eu  huit  points;  quatre  de  ces 
points  constitueront  une  solution  du  problème,  et  les  quatre 
autres  une  solution  parfaitement  inverse  de  la  première. 

Si  les  centres  des  quatre  sphères  étaient  dans  un  même 
plan ,  on  ne  pourrait  plus  appliquer  la  construction  précé- 
dente ;  il  faudrait  alors  faire  usagée  du  troisième  point  que 
nous  avons  précédemment  déterminé. 

Noie.  Cette  belle  analyse  peut  également  servir  à  trouver 
un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés.  M.  Steiner  s'est  déjà 
servi  du  moi  puissance  pour  désigner  le  produit  constant  de 
deux  segments  d'une  sécante  ou  corde  passant  par  ce  point  et 
coupant  une  circonférence  donnée ,  et  à  l'aide  de  cette  dési<* 
gnation  commode,  ce  géomètre  résout  plusieurs  problèmes 
de  tangence ,  dont  nous  rendrons  compte.  On  voit  ici ,  par  un 
nouvel  exemple ,  combien  est  peu  fondé  le  reproche  souvent 
adressé  à  l'analyse^  de  fournir  des  constructions  sans  élé- 
gance  et  difficilement  obtenues.  C'est  un  instrument ,  comme 
tout  autre,  qu'il  faut  savoir  manier.  Voici ,  à  ce  sujet ,  une 
anecdote  peu  connue  consignée  dans  un  mémoire  d'EuIer  in- 
titulé :  Solutio  problematis  geometrici  circà  lunulas  à  circulis 
formatas  (Mém.  de  Pétersb.,  1737).  Le  problème  consiste  en 
ceci  :  Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  coupent  de  manière 
à  former  deux  lunules  ;  soit  O  un  point  commun  aux  deux 
lunules  ;  Â.  un  point  donné  sur  le  petit  arc  de  la  première 
lunule,  et  a  un  point  donné  sur  le  petit  arc  de  la  seconde 
lunule;  il  s'agit  de  trouver  sur  le  grand  arc  de  la  première^ 
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loBole  un  point  b ,  et  sur  le  grand  arc  de  la  seconde  lonule 
un  point  B ,  tel  qu'on  ait  A6  =  /xfi  ;  aire  A06  =  aire  BOa  ; 
Taire  AO^  est  le  triangle  mixtiligne  formé  par  les  arcs  AO , 
06,  et  la  droite  é» A. 

Lorsque  les  carrés  des  rayons  ont  un  rapport  rationnel  et 
pour  certaine  position  des  cercles ,  le  proUôme  a  une  soin» 
tion  algébrique  ;  elle  n'existe  pas  pour  le  cas  général.  Ce  pro- 
Même  a  été  proposé  à  Bernoulli  (D.},  lors  de  son  passage  par 
Venise.  Ayant  trouvé  une  solution  géométrique  pour  le  cas 
particulier  où  hb  est  parallèle  à  Ba ,  il  l'adressa  à  Euler,  en 
disant  qu'il  croyait ,  ainsi  qu'il  arrive  souvent,  que  la  question 
était  intraitable  par  l'analyse,  Euter  rédigea  alors  le  mémoire 
mentionné,  attaqua  le  problème  général  par  l'analyse,  et,  par- 
Tenu  à  une  construction  plus  élégante  que  celle  de  BemoulH , 
il  ajoute  cette  réflexion  :   Quod  analysios  incommodum  ^ 
eKamn  tu  pluribus  problematis  geometrieis  allegari  soleai, 
^(mm  mihi  quiiem  non  tam  analysi  (foam  analystœ  imputant 
({ttmrûferiir(p.  207).  Tm. 


NOTE 
SUR  UNE  QUESTION  D'EXAMEN. 


1.  Trouver  sur  la  droite  AB ,  qui  unit  deux  points  A«mt- 
nmx  A,  B,  le  point  le  moins  éclairé  par  ces  deux  lumières. 

Soient  a  y  b^  les  intensités  des  lumières  A ,  B,  à  l'unité 
de  distance:  dla  longueur  de  la  droite  AB  ;  x  la  distance  du 
point  A  à  un  point  quelconque  G  de  AB,  situé  entre  A ,  B. 
La  somme  des  intensités  des  lumières  A ,  B ,  au  point  C ,  aura 

pour  expression  —  -}-    ,_^      .  Si  l'on  donne  au  point  C 
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toutes  les  positions  qu'il  peut  avoir  eutre  À  et  B,  en  faisant 

a              b         , 
croître  x  depuis  0  jusqu'à  d,  la  fonction  -^  4-    , ,  in- 

flnie ,  d'abord,  lorsque  a:  =  0,  diminuera  pour  des  valeurs 
croissantes  de  a?  jusqu'à  une  certaine  limite  à  partir  de  la- 
quelle la  valeur  de  cette  fonction  ira  en  augmentant,  j^ois- 
qu'eile  devient  une  nouvelle  fois  infinie ,  quand  x=^d.l\j 
a  donc,  entre  A  et  B,  un  point  D  dont  la  distance  x^  au 

a  6         _ 

point   A,  rend  minimum   la   fonction  -^  +  /^_^   .%-  ^ 

point  D  est  de  tous  ceux  de  la  droite  AB ,  le  moins  édairé 
par  les  deux  lumières  ;  c'est  le  point  cherché.  On  conçoit  de 
plus,  qu'en  prolongeant  la  droite  AB,  dans  les  deux  sens  BY, 
AX I  on  pourra  trouver  smr  ces  prolonganents  BY,  AX,  deux 
autres  point  D\  D^',  pour  lesquels  la  somme  des  intensités 
des  lumières  A ,  B ,  sera  la  même  qu'au  point  D.  Car,,  en 
faisant  varier  x  depuis  ^jusqu'à  l'infini^  ou  depuis  0  jus- 
qu'à —  X ,  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  intensités 
des  deux  lumières  passe  par  tous  les  états  de  grandeur, 
compris  entre  l'infini  et  zéro. 

Pour  déterminer  la  position  du  point  D,  on  pourrait  cher- 
cher directement  la  valeur  de  x  comprise  entre  0  et  ^^^  qui 

a             b 
rend  minimum  la  fonction   fractionnaire [-  — ; -r  ; 

x^       (a — x) 

mais  on  parvient  au  même  résultat  en  traitant  une  question 
plus  générale  que  la  question  proposée  : 

Trouver  sur  la  droite  AB  indéfiniment  prolongée,  les 
points  pour  lesquels  la  somme  des  intensités  des  lumières  A, 
B ,  est  ^le  à  une  quantité  donnée  c 

11  est  facile  de  prévoir  que  Féquation  de  ce  dernier  pro- 
blème sera  du  quatrième  degré.  Supposez ,  en  effet ,  que  la 
quantité  donnée  c  soit  plus  grande  que  le  minimum  m  cor- 
respondant au  point  D.  Il  y  aura  alors  sur  la  direction  de  la 
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droite  AB,  quatre  points  C,  C,  G",  C",  satisfaisant  à  la 
condition  proposée.  Le  premier,  C,  sera  sitaé  entre  A  et  D  ^ 
le  second ,  G',  entre  D  et  B  ;  un  troisième ,  G",  appartiendra 
au  prolongement  BY  de  AB  ;  et  enGn  le  quatrième ,  G''',  se 
trouvera  sur  Fautre  prolongement  AX  de  AB.  Ainsi ,  en 
comptant  les  distances  positives  x,  dans  le  sens  AB ,  Téqua- 
tion  aara  trois  racines  positives  (deux  plus  petites  que  dy  et 
la  troisième  plus  grande)  et  une  racine  négative. 

Si  la  quantité  c  diminue  progressivement  pour  devenir 
égale  à  m ,  les  points  G,  C\  se  rapprocheront  du  point  D, 
et  coïncideront  avec  ce  dernier  point,  lorsque  c=  m.  Les 
points  C",  G",  seront  alors  en  D',  D".  Dans  ce  cas,  Téqua- 
tion  du  quatrième  degré ,  aura  deux  racines  AG ,  AG^  égales 
à  AD.  Si  Ton  suppose  enfin  c  <  m ,  les  points  G ,  G',  cesse- 
ront d'exister,  l'équation  aura  deux  racines  imaginaires , 
et  deux  racines  réelles  AG",  AG'";  Tune  d  elles  sera  po- 
sitive, et  l'autre  négative.  £t  d'après  cela^  oh  voit  que 
poor  obtenir  le  minimum  m  et  la  distance  AD  correspon- 
dante ,  il  suffit  d'exprimer  que  Téquation  a  deux  racines 
égales  et  de  déterminer  la  valeur  commune  à  ces  deux  ra- 
cines. 

a  b 

L'équation  du  problème  est  :  — ^  + 


a  c 

Posons  -  =  /i ,  T  =  Z'»  "  =  1  î  ^1  viendra  : 

*        ^i  —  JC) 

Développant  et  ordonnant  • 

pjc*  —  iipx^  -i-  (p  —  n  —  1)^'  +  2»^  —  «  =  0. 

Je  nomme  «  la  racine  double ,  € ,  ^ ,  les  deux  autres  racines , 
on  a 

A!IK.  VES  âATHÉUAT.   111-  ^ 
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(2)  a'-}-2a(6  +  (î)  +  g^  =  ^iZlIiZLl^ 

P 

(3)  2a6(î+«X6  +  ^)  =  — — , 

P 

(4)  a^6(î  =  — ^. 

P 

Les  égalités  (1) ,  (4)  donnent 

6  +  8  =  2(1  — a),^    =— A- 
Substituant  dans  (3) ,  on  obtient 

h  2a'(l  —  a)  = , 

d'où  —  «  +  P*^(l  —  a)  +  /ta  =  0 , 

et  par  suite  {po? —  w)  (1  —  a)  =  0. 

La  racine  double  a  devant  être  moindre  que  l'unité ,  on  peut 
négliger  le  facteur  1  —  a  ;  on  a  alors 


v1 


Il  reste  à  trouver  la  valeur  de/?. 

n  n 

Des  égalités  a*65  = ,  a^  =  - ,  on  tire  immédiatement 

P  P 

e$  =  —a.  D'ailleurs  ê  -f  ^  =  2  (1  —  a).  Substituant  ces  va- 
leurs de  6^,  ^  +  ^î  ^3ns  l'égalité  (2) ,  il  en  résulte 

a'+4a(l  — a)  — a  =  ^II-^im^  ; 

P 

d'où  — 3a»  +  3a  =  1  —  -  —  -  =  1  —  a3—  1. 

P        P  P 

et,  par  conséquent , 

P 
Cette  dernière  équation  donne  successivement 


—  =1— a5+3a3  — 3a=:(l 
P 


i={\/p^a]/}y ={i/p  -v^'^y  ; 
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3  i    _  f  ^    _\' 

v/^=i  +  v/«i  p  =  u  +  v/«j . 

s 

U  valeur  correspondante  de  o  est — . 

1+ï/n 

n  C         CL 

£n  remplaçant  /?,  n ,  par  les  valeurs  -r  ?  y  >  dans  les  équa- 
tions/? =  VI  +  Vil)  ,     a  =  ■    ^^     ,  on  a: 

l  +  V/n 

La  valeur  de  c  montre  que  le  miiûniiun  cbarché  est  le  cube 
de  la  somme  des  racines  cubiques  des  intensités  des  deux 
lumières  a^b.  Et  de  la  valeur  de  a ,  on  condut  que  pour 
obtenir  le  point  D  de  la  droite  AB,  le  moins  éclairé  par  ks 
deux  lumières ,  il  Eaut  partager  cette  droite  en  deux  parties 
AD ,  DB ,  proportionnelles  aux  racines  cubiques  des  intm- 
sites  a ,  6 ,  des  deux  lumières. 

Les  points  ly,  D",  seront  déterminés  par  les  valeurs  de 
6,  J.  Qr,  €  +  «=2(1  — a),  68  =  — «;donc 

Àiy=l-a+V^(i-a)*+a,     AD"=a-l+V/(l-a)*+«. 
Pour  montrer  une  application  de  ces  formules ,  supposons 
que  /z  =  1,  6  =  8.  On  aura 

0  =  27,    AD^i.AB,     AIV  =  AB  (i±i:^)  , 


.„.=.b(^i+»£'). 


Note  I.  Le  problème  est  donc  réduit  à  partager  une  droite 
en  deux  segments  y  dont  les  cubes  soient  dans  un  rapport 
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donné.  Pappus  indique  la  solation  mécanique  suivante,  d'une 
admirable  simplicité  (livre  Ifl ,  prop.  S)  :  soit  BD  une  lon- 
gueur donnée  ;  du  point  D  comme  centre  et  du  rayon  DB  , 
on  décrit  une  circonférence  ;  ÂDG  est  un  diamètre  perpendi- 
culaire àDB  ;  entre  B  et  D,  on  prend  sur  BD  un  point  £  tel 

BE 
qu'on  ail  -jç^^  =  rapport  donné  entre  les  cubes  j  on  mène  la 

corde  CEF,  rencontrant  la  circonférence  en  F  ;  et  ensuite  la 
corde  AGHK ,  rencontrant  CF  en  G  ;  BD  en  H  et  )a  circonfé- 
rence en  K ,  et  de  telle  sorte  que  l'on  ait  GH  =  HK  -,  alors  on 

aura  :i7i7T=  ïtf;  =  au  rapport  donné.  Nous  engageons  les 

élèves  à  chercher  la  démonstration  qui  ne  présente  pas  de 
diflSciilté. 

Le  point  K  peut  aussi  s'obtenir  par  Tintersection  du  cercle 
et  d'une  hyperbole ,  d'après  la  propriété  suivante  de  cette 
courbe  :  par  le  point  M  d'une  hyperbole ,  on  mène  une  pa 
ralèle  à  la  première  asymptote  et  une  seconde  parallèle  à 
la  seconde  asymptote;  prolongez  la  première  parallèle, 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  en  N  la  seconde  asymptote,* 
par  le  milieu  de  MN ,  on  mène  une  parallèle  à  la  seconde 
a»ymptoie,  qui  rencontre  nécessairement  la  courbe  en  un 
point  O;  si  par  O,  on  mène  une  corde  quelque  OPQR, 
dans  l'hyperbole ,  coupant  la  seconde  parallèle  en  P,  la  pre- 
mière parallèle  en  Q ,  la  courbe  en  R  ,  on  a  constamment 
QP  =  QR. 

II.  Cette  solution  qu'on  doit  à  Pappus,  pour  la  multiplication 
et  la  division  du  cube,  renferme  la  célèbre  duplication  comme 
cas  particulier.  Les  habitants  de  Delos,  tourmentés  de  la 
peste,  ayant  consulté  l'oracle  de  Delphes,  obtinrent  pour  ré- 
ponse que  le  dieu,  pour  faire  cesser  le  fléau ,  demandait  un 
autel  en  or  semblable  à  l'autel  existant  qui  était  un  cube,  mais 
double  de  volume  ;  on  s'adressa  à  des  artistes ,  à  des  archi- 
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tectcs  sans  pouvoir  réussir  i  enfin  on  eut  recours  à  Platon , 
qui  répondit  qu'en  faisant  cette  demande ,  le  dieu  n'avait 
pas  pour  but  principal  d'avoir  un  autel  double  ^  mais  qu'il 
voulait  reprocher  aux  Grecs,  leur  négligence  des  études 
géométriques;  cette  réponse  de  Platon,  fait  présumer  que 
c'est  lui  ou  un  autre  géomètre  qui  aura  soufflé  à  la  Pythie 
cet  oracle  qui  donna  un  grand  essor  aux  travaux  sur  les 
lignes  courbes. 

III.  On  peut  être  curieux  de  connatlre  le  lieu  des  points 
du  plan ,  où  Tintensité  de  la  lumière  est  un  maximum  ou  un 
minimum  sur  un  système  de  droites  parallèles  à  AB.  Con- 
servant la  même  notation,  prenant  AB  pour  axe  des  x , 
A,  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires;  z  étant 
l'intensité  de  la  lumière ,  au  point  :r  ^  ^  ;  on  a  Téquation 

K^'+y)  [y+(rf-^r]  =  (a+^)(x*4-y)+M^-2.r).  (1) 

Considérant^  comme  constante ,  x  comme  la  variable  indé- 
pendante ,  prenant  la  fonction  prime  de  z  et  l'égalant  à  zéro , 
on  obtient 

z[(2j:  — rf)  (x'-i-y'^dx)]  =  bx  +  a{x--^  d)-,        (2) 
éliminant  z ,  il  vient 

i^'+y)  [y+  x'+d{d^  2x)]  [bx + ,i(x  -  ^] =1  ^ 

^{2x^d){x*'{'y-^dx)[(a-}-b){x'-j'y+ad(d^2x)']=:0. )  ^  ' 

L'équation  (3)  est  du  5^  degré  ;  les  termes  de  cet  ordre  sont 
{a+b)x[x*'\'yy.  Ainsi  Taxe  des^,  ayant  pour  équation 
JT  =  0,  est  une  asymptote ,  passant  par  l'origine  et  deux  fois 
tangente  à  la  courbe  ;  ce  qui  équivaut  à  cinq  points  d'inter- 
section. 

Les  points  A  et  B  appartiennent  à  la  courbe  ;  car  l'équation 
est  satifaite  par  x = j^  =  0,  et  par  x  =  d^y  =  0;  en  effet 
en  ces  points  Tintensité  est  un  maximum. 

En  faisant^  =  0 ,  dans  l'équation  (1),  il  vient,  après  avoir 
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ôté  le$  diviseurs  x  Qi  d  —  jt  qui  répondent  aux  points  A  et  B 
et  fait  les  rédactions, 


a  {x —  dy  =:  —  bx^  j     d'où    X  = 


3  _ 
dl/a 


3  3      , 

comme  d-dessus.  La  courbe  a  trois  branches  inGnies  passant 
par  les  points  A ,  G ,  B;  la  première  et  la  troisième  renfer- 
ment les  maxima,  et  la  seconde  les  minima.  Les  droites  pa- 
rallèles à  Taxe  des  x ,  coupent  la  courbe  en  cinq  points  dont 
trois  sont  réels.  Les  droites  parallèles  à  Taxe  des  y^  ren- 
contrent la  courbe  en  quatre  points ,  dont  deux  sont  imagi- 
naires, le  cinquième  est  à  l'infini. 

lY.  Soit  en  général  une  courbe  donnée  par  l'équation  bi- 
focale  7(z,  z^  =0;  z  et  z'  sont  les  distances  d'un  point  de  la 
courbe  aux  deux  foyers  A  et  B.  L'intensité  de  lumière  en 

a        b  .         . 

ce  pomt  est  -^  -f-  -^  ;  pour  que  cette  expression  soit  un  maxi- 

z         z 

mumou  un  minimum,  il  faut  qu'on  ait  Téquation  différen- 

adz       bdz'  dz 

tielle  — r-  -| — jr-  =  0,  (2)  ;  le  rapport  —,  est  connu  par  l'é- 

z  z  mZ 

quation  de  la  courbe;  on  a  donc  deux  équations  entre  z  et  z'  qui 
fout  connaître  les  points  de  la  courbe  où  la  lumière  est  au  maxi- 
mum ou  au  minimum.  Soit,  par  exemple, /7z+^z'^r,  l'équation 

'  dz  ç 

bifocale  de  la  courbe  j  on  en  tire -ji  =  —  ~,  et  l'équation  (2) 

-  ag       bp  z  3  /^Q  .    , 

donne  -|-=  -fj-;  d'où  -7=^  \/  r^;  ce  rapport  est  indé- 
pendant de  r;  donc  en  faisant  varier  le  paramètre  r,  les 
points  cherchés  sur  ces  diverses  courbes  sont  situés  sur  une 
circonférence. 
Si  /?  =  ^  =  1 ,  la   courbe  est    une  ellipse ,  et  Ton  a 

-j  =\/  -r  ;  ainsi  le  problème  traité  ci-dessus  est  un  cas  par- 
ticulier de  Tellipsc  ;  il  suflit  de  poser  v=,K]^^d\  il  se  pré- 
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sente  ici  une  difficulté,  Tellipse  peut  être  de  teliesorte  que  le 

z        %    /  ^ 
rapport  -y  =  \/  -7-  y  soit  impossible;  et  cependant  il  doit 

toujours  exister  des  points  sur  Tellipse,  où  la  lumière  par- 
isienne à  sa  plus  grande  ou  à  sa  moindre  intensité  C) .     Tm. 

DÉMONSTRATION  SIMPLE  DU  THÉORÈME  DE  FOURIER. 
PAR  M.  BOWflVBT  (OSSZAIT). 


Théorème.  «  Soit  Xcs  0  une  équation, et  X',X",.-.  X(«)  les 
»  dérivées  successives  du  premier  membre:  la,  différence 
»  entre  le  nombre  des  variations  de  la  suite  X,  X',  X"^.... 
»  X(ff»)  pour  j:=  a,  et  le  nombre  des  variations  delà  même 
»  suite  pour  j:  =  p,  ne  peut  jamais  être  moindre  que  le 
»  nombre  des  racines  réelles  de  Téquation  proposée,  com- 
»  prises  entre  a  et  p,  et  la  différence  quand  elle  existe,  est 
»  toujours  un  nombre  pair.  » 

Démonstration.  Supposons  le  théorème  vrai  pour  toute 
équation  du  degré  {m  —  1),  et  démontrons-le  pour  une 
équation  de  d^;ré  m  ;  étant  évident  pour  une  équation  du 
premier  ou  du  second  degré ,  il  se  trouvera  ainsi  démontré 
généralement.  Soient  n  et  n!  les  nombres  respectifs  des  ra- 
cines de  la  proposée  et  de  la  dérivée  comprises  entre  a  et  p, 
V«,  Va  les  nombres  des  variations  de  la  suite  X,  X',  X",... 
et  de  la  suite  X',  X",...  pour  j:=a,  et  V^s,  V'/3  les  nombres 
des  variations  des  deux  mêmes  suites  pour  ^  =  p;  nous  au* 
rons  d'après  l'hypothèse 

(*)  Dans  ce  cas ,  le  maximum  est  à  une  des  exlrémité6  du  grand  axe  cl  le  mi- 
nimum à  l'autre  extrémité. 
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k  étant  au  moins  zéro  ,  et  d'après  le  théorème  de  RoUe, 

/?  étant  aa  moins  — 1.  Supposons  d'abord  que  p  soit  un 
nombre  pair  ^k\  k'  étant  au  moins  zéro;  dans  ce  cas  les  va- 
leurs Xa.  X  3  que  prend  X  quand  on  fait  successivement  â:=a, 
jc  =  p ,  et  les  valeurs  X'a ,  X',/g  que  prend  X'  pour  les  mêmes 
hypothèses  présenteront  en  même  temps  une  permanence  ou 
une  variation,  par  conséquent  les  valeurs  X«,  X'«  que  pren- 
nent X  et  X'  pour  a:  =  a ,  et  les  valeurs  X^,  X'/s  que  pren- 
nent X  et  X  pour  :r=p ,  présenteront  aussi  en  même  temps 
une  permanence  ou  une  variation ,  donc  on  aura 

V«  — V/3  =  r«  — V>=n'  +  2A:  =  7i  +  2A:  +  2*'î 

ce  qui  est  conforme  à  l'énoncé  du  théorème. 

Supposons  ensuite  que  p  soit  un  nombre  impair.  Dans  ce 

Y  "V'  "V"  Y 

cas  ~  et  ^  ,  par  conséquent  rr^^  et  ^r^-  ,  auront   des 

Ay3  A  /3  A  X  A  y8 

signes  contraires,  donc  on  aura 

V«—V^  =  r«-~V'^±l  =  /i4-2A+/^±:l; 

si  p  est  positif  y  cette  égalité  est  conforme  à  l'énoncé;  si/?  est 
négatif,  il  faut  encore  démontrer  que  zh  1  se  réduit  à  +  1 ,  ou 
queV« — VyS  =  V'«  — V'/3  H- 1,  ou  que  X«  et  X'«  forment  une 
variation.  En  effet,  dans  le  cas  où/?  est  négatif^  et  par  con- 
séquent —  1 ,  il  ne  peut  se  trouver  qu'une  racine  de  la  déri- 
vée entre  deux  racines  consécutives  quelconques  de  la 
proposée  comprises  entre  a  et  (3  :  comme  aussi  entre  la  plus 
petite  de  ces  racines  et  a ,  et  entre  la  plus  grande  de  ces 
racines  et  ^ ,  il  n'y  a  aucune  racine  de  la  dérivée.  Cela  étant, 
a  doit  comme  un  nombre  très-voisin ,  mais  au-dessus  d'une 
racine,  rendre  X  et  X'  de  signes  contraires. 

Remarque.  Pour  la  manière  de  compter  les  variations, 
lorsque  les  hypothèses  x  =a,  a  =p,  font  évanouir  une  ou 
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plusieurs  fonctioos  de  la  suite ,  et  pour  les  conséquences  du 
théorème,  f^oyez  l'ouvrage  de  Fourier,  ou  TAlgèbre  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  73  (t.  II,  p.  328). 

PAR  M.  MATHUm  (AUGUSTE), 
élève  de  mathématiques  spéciales  au  collège  Stanislas. 


Ud  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  la  corde 
d'anc  conique  et  pour  sommet  un  point  flxe  dans  le  plan  de 
laconique,  Fenveloppe  de  Thypoténuse  est  une  seconde  co- 
nique dont  un  des  foyers  est  au  point  fixe. 

Je  prends  pour  axes  des  coordonnées, les  parallèles  aux 
axes  principaux  de  la  conique  menées  par  le  point  6xe  et 
l'équation  de  cette  conique  est 

ay+  cjc*+  dy  +  ex  +/==  0.  (i  ) 

Soil  y  =  mx  +p  (2)  l'équation  d'une  sécante.  Je  vais  cher- 
cher la  relation  qui  doit  exister  entre  m  eip,  pour  que  les 
droites  qui  joignent  les  points  d'intersection  de  cette  sécante 
avec  la  courbe  à  l'origine  soient  rectangulaires.  Or  si  {x,^y,) 

(•^o  .^J  représentent  les  coordonnées  de  ces  points  d'intcrsec- 

y     '        X 
lion,  on  doit  avoir,  pour  cela ,  ~  = ^,  d'où  x.x^-^y.y^ 

=  0  (3).  Reste  à  exprimer  les  produits  x^x^ ,  ^,^.,  au  moyen 
de  m  et  p.   Dans  l'équation  (1) ,  je  fais  successivement 

y  =  mx-^p,  X  =:- — -  ,  et  il  en  résulte  deux  équations  à 

uneseulc  inconnue  j  l'une  en  x  ayant  pc^r  racines  les  abscisses 
j:,,x,,  et  l'autre  en  y  ayant  pour  racines  les  ordonnées ^„^,. 
Ces  équations  sont 

x(anî'+c)-\-x{ )'^ap^+dp'\'/=0  , 

y[am^'\-c)-\-y  ( )  -\- cp^-^emp-^-fni*  =0. 
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Les  derniers  termes  de  ces  équations ,  divisés  par  am*-i-c, 
sont  les  valeurs  des  produits  x,x^^  y^y^ ,  et  Téqnation  (3)  se 
transforme  dans  la  suivante  : 

p\a^-c)  -^p  {d—em)  +/(!  +  w='):=  0.  (4) 

Je  considère  actuellement  les  équations  (2)  et  (4) ,  et  pour 
avoir  le  lieu  cherché ,  je  commence  par  éliminer  p  entre  ces 
deux  équations  ;  après  quoi,  j'éliminerai  m  entre  l'équation 
finale  en  m  et  son  équation  dérivée.  Or ,  de  Téquation  (2)  je 
tire^=:j^  —  mx,  et  substituant  dans  l'équation  (4),  je  trouve 

ni"  [pc^^a  +  c)  +  ex  +y ]  —  m\%xy  (a  +  c)  +  c?jc  +  ey ]  -f 

dont  la  dérivée  est 

2/1»  [x^a-^-c)  +  ex+/]  —  \2xy  (a+c)  +  ^/o"  +  e^]  =  0. 

Tirant  la  valeur  de  m  de  cette  dernière  équation,  et  la  por- 
tant dans  la  précédente ,  on  trouve  l'équation  du  lieu 

\_2xy  [a'\-c)+dx-¥  ey"^—  4  [j:'  (a  +  c)  +  ex  +/] 

Si  on  développe  cette  équation ,  les  termes  du  quatrième 
et  du  troisième  degré  disparaissent,  et  il  reste  une  équation 
du  second  degré , 

y\e^—\f{a^c^'^x\d^^Af{a-\'C)'\z=z\f^kfdy^^^ 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme ,  car 
si  on  ajoute  d^y'^-v^x^  aux  deux  membres ,  le  second  mem- 
bre devient  le  carré  àedy  +  ex-^  2/,  et  l'équation  se  trans- 
forme dans  la  suivante  : 

.,_   (dy  +  ex  +  2jr 

équation  d'une  conique  dont  l'origine  est  un  foyer  et  dont  Ja 
directrice  voisine  est  la  droite  dy  +  ex-¥2/'=^0.  Or,  il  est 
remarquable  que  celte  droite  est  précisément  la  polaire  d»^ 


v\ 
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TorigiDe  par  rapport  à  la  conique  donnée.  i.es  coordonnées 

du  centre  sont  ^  =-—--— ,  j7î^_Zf_  et  la  courbe  est 

facile  à  construire  avec  ces  données. 

Le  rapport  constant  de  la  distance  d'un  point  de  la  courbo 
au  foyer  et  à  la  directrice,  déduit  de  Téquation  (5),  est 

■^+^" 
^.     ^ — tt: : ,  sur  quoi  on  remarquera  que  la  na- 

»  +  c  —  ♦/  (^  +  ^) 

lare  de  la  conique  varie  avec  le  signe  de  ^f(a  +  c) ,  et  on  éta- 
blirait sur  ce  signe  une  discussion  à  laquelle  je  ne  m'arrê- 
terai pas.  Je  ferai  toutefois  remarquer  que  lorsqu'on  a 
a  +  c  =  0 ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  conique  donnée  est  une 
hyperbole  équilatère,  la  conique  trouvée  est  une  parabole. 

Lorsqu'on  ay=0,  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  point  donné 
est  un  point  de  la  conique  donnée,  Téquation  se  réduit  à 
fib^e^  =  0  ;  ce  qui  est  l'équation  de  la  normale  à  la  coni- 
que au  point  que  Ton  considère  :  cependant  alors  le  lieu  se 
réduit  à  un  point  unique  situé  sur  cette  normale.  (Nimv. 

Am.,i'  II,  p.  187.) 

f 

Soit  J  =  0 ,  e  =  0  ;  l'équation  se  réduit  à  y  +  x'=  — ^, 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle  rapporté  à  son  centre,  si 

toutefois  — ^  est  une  quantité  positive  ;  mais  si  ^  =  0  et 

e=0,  c'est  que  le  point  donné  est  le  centre  de  la  conique 
donnée.  D'ailleurs ,  on  sait  que  lorsqu'un  lieu  est  engendré 
par  les  intersections  successives  d'une  droite ,  la  droite  est 
tangente  en  chaque  point  à  la  courbe  qu'elle  engendre ,  on 
arrive  donc  à  ce  théorème  :  Le  lieu  des  projections  du  centre 
d'une  conique  sur  les  cordes  qui  joignent  les  extrémités  de 
deux  diamètres  rectangulaires ,  est  un  cercle  concentrique  à 
cette  conique. 
Soient  A  et  B  les  demi-axes  principaux  de  la  conique;  dans^ 
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le  cas  de  l'ellipse ,  on  aura  — ^=  A*B%  a  =  A%  b  =  B\  et 

AB 
le  rayon  du  cercle  sera  .  /--j — =r^  ;  dans  le  cas  de  Thyper- 

bole,  on  aura  — /=  —  A"B',  a=A\  6  =— B*,  et  le  rayon 

AB 
du  cercle  sera  >•     —    .  Ce  cercle  n'existe  donc  pas  lors- 
qu'on a  B<Aîet,  en  effet,  alors  l'angle  des  asymptotes 
étant  plus  petit  que  QO"",  de  deux  diamètres  rectangulaires, 
un  seul  peut  rencontrer  la  courbe. 

Note.  M.  Poncelet  a  découvert  ce  théorème,  pour  un  an- 
gle quelconque,  à  l'aide  de  sa  théorie  sur  les  centres  d'ho- 
mologie  (Propriétés  projectives,  p.  279).  La  belle  démons- 
tration de  M.  Mathieu  ne  s'applique  qu'à  Tangle  droit.  Il 
serait  à  désirer  qu'on  eut  un  procédéanalytique analogue  pour 
le  cas  général.  Lorsque  la  conique  donnée  se  réduit  à  deux 
droites ,  le  théorème  est  le  même  que  celui  qu'on  a  énoncé 
t.  II,  p.  536  ;  il  fournit  une  description  organique  des  coniques, 
due  à  Maclanrin.  Si  par  les  extrémités  de  la  corde  mobile, 
on  mène  deux  tangentes  à  la  conique  donnée,  le  lieu  de  leur 
intersection  est  encore  une  conique  ayant  même  foyer  et 
même  directrice  que  la  conique  donnée;  théorème  que 
M.  Poncelet  déduit  aussi  de  la  même  théorie.  Tm. 


DÉMOÎNSTRATION  DU  THÉORÈME  80.  (T.  III ,  p.  40). 

PAR  M.  GOJMOJS  (lâX.XB), 

élève  de  mathématiques  spéciales  au  collège  Stanislas. 


Une  parabole  ayant  un  foyer  fixe  et  passant  par  un  point 
fixe ,  le  lieu  du  sommet  est  une  épicycloïde  engendrée  par 
un  point  d'une  circonférence  roulant  sur  une  circonférence 
de  même  rayon. 
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Je  prends  pour  origine  des  coordonnées,  le  foyer  donné,  et 

pour  axes  deux  droites  rectangulaires  dont  l'une,  Taxe 

des  X  ,  passe  par  le  poipt  donné  ;  je  désigne  par  q  Fabscisse 

de  ce  point.  L'équation  d'une  quelconque  de  ces  paraboles , 

ayant  pour  foyer  le  point  j:  =  0 ,  j^  =  0 ,  pourra  se  mettre 

sous  la  forme  j:'+^»=:  {my -{- nx -^p)\  avec  la  relation 

nécessaire 

m'  +  /i'  =  l,  (1) 

trv^+nx  ^-p  étant  la  directrice  de  la  parabole.  Le  sommet  se 
trouvant  à  Tintersection  de  la  courbe  avec  une  perpendicu- 
laire à  la  directrice  menée  par  le  foyer ,  les  valeurs  de  x  et 
de.r ,  satisfaisant  à  la  fois  aux  deux  équations 

-  m 

x^+y=:  (mj^+nx-^p),     y.=  —x^ 

n 

équation  de  Vaxe  de  la  courbe,  seront  les  coordonnées  du 
sommet.  Si  x,  et  y,  sont  ces  coordonnées ,  on  trouvé  aisé- 
ment 

De  plus  la  courbe  passant  au  point  flxe,  jr  =  0 ,  jc  =  ^ ,  on 
aura  la  relation 

q*=:z{nq+pY  =  n'q'+2pnq+p\  (4) 

L'élimination  de  m ,  n,/?,  entre  les  équations  (1) ,  (2),  (3) 
et  (4) ,  donnera  la  relation  cherchée  entre  x,  et  ^,. 
Les  équations  (2)  et  (3)  élevées  au  carré ,  puis  combinées 

avec  la  relation  (i)  donnent  ~  =  x'+y**  D'ailleurs  de  Té- 

4 

X* 

quation  (2) ,  on  déduit  np  =  —  2j:„  /i*  =  ,^  ,.  Substi- 
toant  ces  valeurs  dans  Véquation  (4),  et  réduisant  autant  que 
possible  ,  on  a  pour  équation  du  lieu 
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Or  si  l'on  cherche  Téquation  d'une  épicycloïde  engendrée 
par  un  point  d'une  circonférence  roulant  sur  une  circonfé- 
rence de  même  rayon ,  en  prenant  pour  axes  des  coordon- 
nées ceux  qui  se  présentent  spontanément,  c'est-à-dire,  deux 
droites  rectangulaires  se  coupant  au  point  qui  décrit  le  lieu 
et  qui  est  supposée  commun  aux  deux  circonférences,  à 
l'origine  du  mouvement,  l'une  de  ces  droites,  l'axe  des  x, 
étant  diamètre  du  cercle  6xe ,  on  troure  pour  équation  de 
Fépicycloïde 

(  y  +  Joy  -f  Krx  (or'  +y  J — 4ry  =  0 , 
r  étant  le  rayon  commun  aux  deux  circonférences. 

Cette  équation  devient  identique  avec  la  précédente,  si 
Ton  fait  ^  =  —  4r.  D'où  l'on  conclut  que  le  lieu  du  sommet 
de  la  parabole  est  le  lieu  décrit  par  un  point  d'une  circonfé- 
rence roulant  sur  une  circonférence  fixe  et  de  môme  rayon  ; 
le  centre  de  la  circonférence  fixe  étant  situé  au  quart  de  la 
droite  qui  joint  le  foyer  au  point  donné,  à  partir  du  foyer, 
et  le  foyer  étant  lui-même  le  point  de  la  circonférence  fixe 
qui  sert  d'origine  au  mouvement. 

Démonstration  géométrique  de  la  même  qviestion  (fig.  17). 

F  et  P  étant  le  foyer  et  le  point  donnés ,  je  considère  l'une 

des  paraboles  ayant  pour  foyer  F  et  passant  au  point  P.  Soit 

DD'  sa  directrice ,  et  O  le  centre  du  cercle  qui  a  pour  dia- 

FP 
mètre  — .  Par  le  point  0 ,  je  mène  OB  parallèle  à  Taxe ,  et 
j* 

au  point  B  la  tangente.  Cette  tangente  divisera  SF  en  deux 

parties  égales.  En  effet,  les  triangles  PFF,  et  BOF  étant 

isocèles  et  ayant  un  angle  égal  BOF=FPF  sont  semblables. 

Donc  les  trois  points  F,  B,  P',  sont  en  ligne  droite;  mais 

alors  les  triangles  FBC ,  FFA  sont  semblables  et  par  consé- 
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FC        FB 
qaent  =rr  =  TTn/*  Mais  la  similitude  des  triangles  BOF, 

l'A         rr 

„„„.  FB       FO       1 

FPP-doone— ,  =  1^  =  -. 

Donc  GF  =  rFA.  Donc  le  point  G  est  le  milieu  de  FS. 

4 

De  là  résulte  Fég^tédes  triangles  ESC,  BGF. 

Alors  si  je  prolonge  OB  d'une  quantité  OB  =  OB ,  et  si 
je  décris  le  cercle  ayant  C  pour  centre  et  CB  pour  rayon , 
c'est-à-dire  le  cercle  tangent  au  cercle  O,  ce  cercle  devra 
passer  au  point  p;  caries  triangles  (yBS,  OBF  sont  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  O'BS  =  OBF ,  compris  entre 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc  0'S=OB=OB. 
Mais  alors  les  arcs  BS  ^  BF  des  cercles  égaux  O  et  O^,  sous- 
tendus  par  des  cordes  égales  BF  =  BS  seront  égaux.  Donc 
le  point  S  sera  un  point  de  Tépicydoïde.  C.  Q.  F.  D. 

N&te.  M.  Mesnard  (A.) ,  élève  du  collège  Charlemagne, 
démontre  le  même  théorème  en  prenant  le  point  fixe  pour 
origine,  et  cherchant  d'abord  le  lieu  des  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  foyer  sur  les  directrices;  et  de  là, 
le  lieu  des  sommets,  qu'il  compare  au  lieu  connu  des 
épicycloïdes. 

M.  Rispal,  élève  du  collège  de  Rouen,  fait  usage  des 
coordonnées  polaires.  Nous  donnerons  sa  solution  prochai- 
nement. 


QUESTION  DE  PHYSIQUE  {Éc.  normale). 
Théorib  des  vapeurs. 

VAa  M,  MATBISn  BAUHXAC  , 

Professeur  de  mathématiques. 

Tout  le  monde  sait  que,  lorsqu'un  liquide  est  contenu 
dans  iin  vase  complètement  fermé ,  il  se  forme  une  quantité 
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de  vapeur,  de  ce  liquide ,  capable  de  saturer  Vcspace  laissé 
libre ,  pour  la  température  à  laquelle  se  trouvent  et  le  li- 
quide et  l'enceinte. — Si  Ton  vient ,  par  un  moyen  quelconque, 
à  élever  la  température ,  Ton  sait  encore  que  l'espace  saturé 
primitivement  ne  Test  plus  et  qu'il  est  nécessaire  pour  le 
saturer  de  nouveau,  qu'une  seconde  mutité  de  liquide 
passe  à  l'état  de  vapeur. — ^C'est  le  poids  du  liquide,  vaporisé 
en  second  lieu ,  que  je  me  propose  de  calculer  ;  et  comme  ce 
poids  n'est  point  le  même  dans  toutes  les  circonstances ,  je 
distinguerai  trois  cas  principaux  : 

I.  On  donne  une  sphère  en  cuivre  mince  y  portant  une 
tubulure  que  l'on  peut  hermétiquement  fermer  et  qui  sert 
à  l'introduction  d'un  liquide  donné,  de  l'eau,  par  exemple; 
la  sphère  ne  contenant  que  de  l'air  sec,  on  y  verse  un  vo- 
lume donné  d'eau  et  on  la  ferme.  Au  bout  de  quelque  temps 
l'équilibredetempératureentrelasphèreet  l'eau  étant  établi , 
la  saturation  dans  l'espace ,  difiTérence  des  volumes  de  la  sphère 
et  du  liquide,  étant  parfaite ,  l'on  observe  la  température ,  qui 
est  de  r  ;  l'on  chauffe  alors  la  sphère  et  la  température  s'élève 
jusqu'à  T^i  par  là  une  nouvelle  saturation  se  produit  et  l'on 
demande  le  poids  du  liquide  qui  s'est  vaporise  en  second 
lieu. 

II.  La  sphère  est  pleine  d'air  saturé  de  vapeur  à  la  tempé- 
rature initiale  f*  ;  on  y  verse  un  volume  donné  d'eau  à  C  et 
on  la  ferme.  La  température  de  l'enceinte  et  de  l'eau  étant  la 
même ,  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide, 
se  trouve  saturée  à  f^  indépendamment  de  l'eau  introduite. 
On  porte  la  température  à  T*",  et  une  nouvelle  saturation  se 
produit  ici  aux  dépens,  du  liquide  versé;  l'on  demande  le 
poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée. 

III.  La  sphère  est  pleine  d'air  à  un  certain  état  hygromé- 
trique ,  on  y  verse  de  l'eau  et  on  ferme ,  la  température  est 
f"  ;  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide  ^se 
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tttnrio  bienUyt  de  Tapeur  pour  cette  température.  Alors  on 
chauffé  jusqu'à  la  température  T«  ;  et  une  nouvelle  saturation 
a^t  lleii,  on  demande  le  poids  du  liquide  qui  s'est  vaporisé, 
dans  le  passage  de  la  température  ^  à  la  température  T. 

Les  énoncés  de  ces  trois  problèmes  étant  ainsi  posés,  je 
fais  m'oocuper  de  leur  résolution;  et  d'abord  du  prunier, 
IMHroe  que  la  marche  à  suivre  sera  la  même  pour  les  deuiième 
et  troisième,  et  qu'il  présente  moins  de  difficultés. 

I. 

1*  Le  volume  de  la  sphère  étant  re|Hrésenté  par  Y,  à  0^,  il 
s'ensuit  qu'i  T*,  ce  volume  devient  Y.  (1  +  AT)^  k  étant  le 
ooeflkient  de  dilatation  cubique  du  cuivre  pour  chaque  degré 
centigrade.  De  môme  à  <*,  œ  vcdume  devient  Y,  (  1  +  iE^). 

sr  Le  volume  de  l'eau  renfermée  dans  la  sphère  étant  re* 
présenté  par  Y»  à  4%  1;  ce  volume  devient  Y.  (l+>)àla 
température  To;;  exprimant  l'accroissement  de  l'unité' de 
Tûlume  de  l'eau,  prise  à  son  maximum  de  densité,  pour  la 
température  T«.  De  même  Y»  (  1  +  ^')  exforimera  ce  volume 

3"*  Gela  posé,  le  volume  de  l'eau  qui  se  réduira  en  vapeur, 
sera  celui  qui  est  capable  de  saturer  l'espace  N=Y,  (1  -f-  kT) 
— Yo(l  +  >)  ;  plus  le  volume  de  l'eau  qui  devra  saturer  l'es- 
pace occupé  par  cette  eau  qui  vient  de  se  vaporiser  ;  plus  le 
Tolume  de  l'eau  capable  de  saturer  le  nouvel  espace,  laissé 
libre  par  Teau  qui  s'est  vaporisée  en  second  lieu ,  et  ainsi  de 
suite  à  l'infini;  moins  le  volume  de  l'eau  qui  saturait  de 
vapeur  l'espace  N'=Y.(1-+-À:0— Yo(l  +  V)  à  la  tempéra- 
ture initiale  /;  volume  que  j'estimerai  comme  je  viens  de^le 
dire  pour  celui  qui  sature  N  à  la  température  finale  T. 

Nommant  donc  j:«,  le  volume  de  l'eau  qui  doit  saturer  de 

vapeur  l'espace  N  ;  je  trouve  pour  son  expression ,  x»  =  — , 

m 

Ann.  DE  Math«h.  m  10 
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çQ  aiq[>elant  m,  le  Tdame  de  vapeur  que  donne  un  eentinètre 

cube  d'eau  distillée,  prise  à  4M  el  portée  à  T  ;  il  esl  faciie 

de  Toir  que  j'obtiens  cette  expression  en  me  serrant  de  la  loi 

de  Daliim',  le$  qwmiitéê  de  v<ig^eur  émises  par  un  même  li^^^ 

dans  Us  wUmes  circanskmeetsoniproporiionndks  aux  espace 

4  siatumr. 

ActneHement,  si  je  nomme  af^  la  quantité  d'eau  en  volume 

qui  sature  de  vapeurs  à  T,  Tespace  x«,  je  trouve  par  les 

x©  N 

mémesconsidérations  j/«  =  — ou  bien  j/«  =— t.  Les  expres- 

sions  x'\ ,  a/"t ...  XyHf)....  sont  tontes  de  la  même  forme, 
chacune  d'elles  est  égale  à  la  précédente  divisée  par  m,  ce 
qui ,  en  remplaçant  la  précédente  par  sa  râleur,  donne  une 
suite  de  iractions  dont  le  numérateur  est  le  même  N,  et  dont 
les  dénominateurs  sont  les  diverses  puissances  de  m.  On  voit 
doQC  que  la  valeur  de  X« ,  c'est-à-dire  le  volume  de  l'eau  à 
4%1 ,  qui  sature  à  T*  l'espace  N  de  vapeur,  est  la  somme  des 
tirmea  d'une  progression  géométrique  décroissante  à  l'infini , 

dont  le  premier  terme  est  xv  et  la  raison  - ,  son  expression 

sera  donc 

(1)    .  x.=    ^")         " 


(-4)  -'■ 

4*  En  suivant  la  même  marche ,  il  est  évident  que  l'expres- 
sion du  volume  d'eau  à  4%1,  qui  doit,  étant  porté  à  e, 
saturer  de  vapeur  l'espace  N',  sera  identiquement  de  même 
forme  et  donnera 

5*  En  retranchant  de  la  première  expression  la  deuxième» 
on  trouve 
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pmnr  Vezpremion  da  Tolimie  d'eau,  à  son  maximum  de 
densité,  qai  salare  de  Tapeur  la  sphère,  lorsque  la  tempé- 
rature de  r»  devient  T<>. 

Pour  passer  de  cette  expression  du  volume  à  celle  du 
poids ,  on  n'a  qu'à  multiplier  ce  volume  par  la  densité  de 
l'san  à  4o,l ,  que  j'égale  à  Tunité.  Donc,  la  formule  piécé- 
dente  exprime  aussi  le  poids  du  volume  d*eau  qui  sature  de 
vapeur  la  sphère,  lorsque  cette  eau  passe  de  la  température  t 
à  la  températare  T. 

II. 

i""  Dans  ce  second  cas,  lorsqu'on  verse  l'eau  à  r,  la  sphère 
se  trouve  déjà  pleine  d'air  saturé  de  vapeur  à  cette  tempé- 
rature ,  par  conséquent  à  mesure  que  l'eau  s'introduit,  un 
foiume  d'air,  égal  au  sien,  s'échappe  en  emportant  sa  va- 
peur, de  telle  sorte  que,  lorsque  toute  l'eau  est  versée  et  au 
moment  où  l'on  ferme  la  sphère,  il  ne  reste  plus  dans  l'es- 
pice  laissé  libre  que  de  l'air  à  la  pression  barométrique  de 
l'air  extérieur,  et  à  la  température  ambiante,  mais  parfai- 
tement saturé  à  cette  température.  Dès  lors  le  poids  de  va- 
peur, qui  saturera  la  difierence  des  volumes,  est  indépen- 
dant du  volume  d'eau  introduit  et,  d'après  la  loi  de  Dalton, 
est  proportionnel  à  cet  espace;  on  a  donc  pour  son  expres- 
sion 

X'     - 
V  =  — r 
m 

2*  Actuellement  la  quantité  de  vapear  qui  saturera  l'es- 
pace N ,  sera  celle  qui  le  saturerait  à  T*,  moins  celle  qui  le 
saturait  déjà  à  i\ 

Or ,  si  l'on  suppose  qu'une  couche  mince  de  liquide ,  se 
produise  spontanément  en  vapeur ,  et  en  quantité  suflisante 
pour  saturer  à  T*  l'espace  N,  supposé  sec,  en  laissant  la 
place,  occupée  précédemment  par  cette  couche,  complète- 
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N 
ment  vide  ;  l'expression  de  son  poids  sera  /?  =r  — .  Par  oon- 

m 

séqticDt  la  quantité  d'eau ,  prise  sur  Teau  introduite ,  qui 
salure  de  vapeur  l'espace  N,  est 

j:«  = T  =»  -ï f —  • 

m       m  mm 

Maintenant  il  ne  reste  plus  qu'à  saturer  l'espace  laissé 
libre  par  la  couche  mince  d'eau  qui  s'est  vaporisée;  mais  son 

expression  est,  comme  nous  le  savons  déjà  j/^s— .  La 

m 

quantité  qui  saturerait  l'espace  laissé  libre  par  cette  nou- 

x\ 
velle  couche  d'eau  vaporisée  est  x^\  =  — ,  et  ainsi  de  suite 

m 

à  l'infini.  De  telle  sorte  que  les  expressions  x^ ,  x\  y  ocf'^  ... 
xi^f, ....,  scmt  toutes  de  même  forme  et  constituent  une  pro- 
gression géométrique  décroissante  à  l'infini ,  dont  le  premier 

terme  est  x^ ,  et  la  raison  -.  En  en  faisant  la  somme,  on 

m 

aurait  donc 

ISm'  —  lS'm 


V       mm!        ) 


/7i'(m  — 1) 


Pour  le  poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée  pour  saturer  à  T©, 
la  sphère ,  de  vapeur. 

m. 

1*  La  sphère  étant  pleine  d'air  à  un  état  hygrométrique 
marqué  par  a  degrés  de  l'hygromètre  de  Saussure  et  à  une 
température  /<>,  l'on  verse  le  volume  donné  d'eau  et  Too 
ferme,  de  sorte  qu'il  ne  reste  plus  dans  la  différence  des 
volumes  de  la  sphère  et  de  l'eau ,  que  de  l'air  dans  les  con- 
ditions indiquées. 

Le  volume  à  saturer  d'abord  à  f"  est  N',  et  la  quantité  de 
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▼apeur  qai  devra  saturer  cet  espace  est  celle  qui  le  sature- 
rait s'il  était  parfaitement  sec ,  moins  Teau  hygrométrique , 
existant  déjà  dans  la  sphère. 

Or ,  si  Ton  cherche  dans  la  table  des  tensions  de  la  vapeur 
fèau  correspondantes  à  chaque  degré  de  Vhygromètrey  table 
coosthiite  par  M.  Biot ,  sur  lés  données  expérimentales  de 
Mi  Gaj-Léssac,  la  tension  a  correspondante  à  a  degrés; 
ks  quantités  de  vapeur  renfermées  dans  le  mime  espace  ^éla 
même  température  étant  entre  elles  comme  Us  tensions  ^  il 
s'ensuit  que  a  peut  représenter  en  même  temps  que  la  ten- 
sion de  la  vapeur,  la  quantité  de  vapeur  qui  aurait  cette 
tension  et  qui  serait  contenue  dans  Tunité  de  volume,  en 
appelant  100  le  poids  de  vapeur  qui  le  saturerait.  Par  con- 
séquent la  quantité  de  vapeur  qui  se  trouve  dans  un  espace 

donné  est  les  —  de  celle  qui  lesaldreraU  à  là  température 
indiquée^ 
Cela  posé  :  le  poids  de  vapeur  qui  sature  à  f  l'espace  N', 

N'       . 
est  ^=  — ^;  et  celui  qui  se  trouve  dans  N'  Ic^sque  l'hygro- 


m' 


aTH' 


mètre  marque  a  degrés,-est  q'  =  --^  =  ,  ;   de   là    on 

tire 

,      N'(iOO— a) 
7  =  ^-^=       100m' •^   '' 

pour  le  poids  de  vapeur  qui  saturerait  à  f"  l'espace  N',  si 
Teau  en  se  vaporisant  n'avait  laissé  un  nouvel  espace  à  sa- 
turer ;  or  ici  9  comme  dai»  le  cas  précédent  ;  la  couche  d'eau 
qai  s'est  vaporisée  a  laissé  sa  place  parfaitement  vide  et 
sèche,  donc  la  quantité  de  vapeur  qui  saturera  cet  espace 
loi  est  proportionnel  et  est  exprimé  par 
,  _  2.  _  N'(100  — g) 


le  poids  de  vapeur  qui  saturerait  ce  nouvel  e^ce  v^  laiaié 
libre ,  serait  de  même  forme  et  é^al  à 

et  ainsi  de  suite  à  l'infini.  Il  est  aisé  de  voir  que  Vk  eqcore , 
le  poidft  de  vapeur  qui  saturera  à  <*'  la  différence  dea  volumes 
de  la  sphère  et  de  l'eau,  est  la  somme  d*uoe  progression 

géométrique  dont  le  premier  termeest  7  et  la  raison  •-; ,  et  que 
Feipression  de  ce  poids  est 

•     ieo(w'~f)' 

2*  Actuellement,  la  splière  étant  toujours  pleine  d'afr 
contenant  de  la  vapeur  d'eau,  si  l'on  y  introduit  le  volume 
donné  d'eau ,  que  l'on  ferme  et  que  l'on  recherclie  le  poids 
de  vapeur  qui  saturerait  a  T  la  différence  des  volumes  de 
la  sphère  prise  à  0%  et  de  l'eau  prise  à  4",1 ,  en  ne  tenant 
pas  compte  pour  un  moment,  des  espaces  successifs  laiaséa 
libres  par  l'eau  qui  se  vaporise ,  on  trouve  en  appelant  M 
l'espace  à  saturer  et  g'  le  poids  d'eau  hygrométrique  existant 
déjà  dans  N , 

Mais  si  Ton  lient  compte  des  diverses  quantités  d'eau  qui 
se  sont  vaporisées  pour  saturer  les  espaces  x^ ,  x'v  9  ^'«  , 

a/" Vf <r/<v ,  il  est  facile  de  voir  que  ces  quantités 

sont  les  divers  termes  d'une  progression  géométrique  décrois- 
sante à  l'infini,  dont  x«  est  le  premier  terme  et  —  la  raison, 

et  qw  la  sommé  de  tous  ces  termes  représente  la  quantité  de 
vapeur  qui  sature  resjpace  N  à  T^.  £n  faisant  donc  cette 
somme  y  on  aura  : 
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\       iOOmin!       ) 

/        j^\  "^    100m'(m— 1) 


-.  .      \       iOOm/n'       7       lOONm'— aN'/i» 


Or,  il  est  évident  qae  X^  est  trop  grand  de  la  quantité 
îf  de  vapeur  qni  saturerait  Tespace  N'  à  <*  ;  faisant  U 
soustraction ,  on  obtient  Réimpression 

Q=Xtr-X'c= 

_  lOON/n^Çm^-l)— fiNXm^— l)~NW(m^--l)  (100— g) 
"~  100/?i'(m'— .lj(/i»— 1)  ' 

pour  le  poids  de  vapeur  qui  saUire  la  différence  des  volumes 
de  la  sphère  et  de  Teau ,  Icnrsqu'on  porte  la  température  de  t* 
à  T*,  cette  différence  de  volumes  étant  remplie  d'air  &  on 
élat  hygrométrique  marqué  par  a  degrés. 

Ge cas  est ,  comme  on  vient  de  le  Toir,  le  plus  général;  il 
présente  aussi  la  formule  la  plus  compliquée ,  mais  qui  a  Ta- 
vantage  de  renfermer  celles  de  1  et  de  11.  En  ^et,  pour  pas- 
sa* de  ce  cas-ci  au  1 ,  on  n'a  qu*à  supposer  l'air  parfoitement 
sec ,  et  par  conséquent  à  égaler  à  zéro  a ,  alors  : 

tOONm  (i>t^— t)— W>;(m~1)100  _  N(/n'— l)-W^(m— I) 
^■"  100i»V-l)('»-^l)  ^      (wi'— l)(m— 1)     ' 

ce  qui  est  bien  la  première  formule 

Si ,  au  contraire ,  on  fait  a  =  100;  ce  qui  suppose  l'espace 
saturé  déjà  à  ^%  on  a  : 

100Nm^(m^— 1)— 100N^m(OT^— 1)  _  N^:^N'm 
^~  100/n'(jn'— t)(m— 1)  ""  m'(/n— 1)  ' 

€6  qui  est  bien  encore  la  deuxième  formule. 

Il  ne  reste  plus  qu*à  calculer  m  et  m!. 

J'ai  déjà  dit  que  m  et  m!  étaient  les  espaces  saturés  par  un 
gramme  de  vapeur  d'eauaùx  températuresTet^  ;si  on  appelle 
donc  i^  la  densité  de  la  vapeur  à  T*,  et  d  cette  densité  à  t% 
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on  aura  /?»  s  -  et  /»'=  -=-.  Mais  ces  deax  expressions  étant 

a  Cl 

de  môme  forme,  je  rais  seulement  m'occuper  de  m. 

Or,  la  densité  de  l'air  à  0^  et  sous  la  pression  normale 
0^,760  étant  0,0012991  ;  celle  de  Tair  à  T*»  et  sous  la  pres- 

sioii  A  est  ;,.y^y!i^!''    ,  et  comme  la  densité  de  la  va- 
760(H-0,00366.T) 

peur  d'eau  est  ^  d'après  les  calculs  de  M.  Gay-Lussac,  corri- 
gés du cœflBcient  de  dilatation  des  gaz,  les  0,620  de  celle  do 
rair  (dacé  dans  les  mêmes  circonstances^  il  s'ensuit  que 

760        (1+0,00366.T)  ,.    .,  . 

^  =  -7-  .     '       \v*^^.^'^^.  centimètres  cubes, 
h       0,620X0,0012991  ' 

ou  bien ,  tout  calcpl  fait, 

h  I 

.   «  -  — ..  -.>  centimètres  cubes, 
f  1+0.00366.T) 
Dé  mémo ,  m'=P  9*3581  ^    .    ''^,  ""  *^ 

Si  l'on  reprend  actuellement  les  trois  formules  que  j'ai 
données  pour  le  poids  de  vapeur  qui  sature  la  spjière  dans  le 
passage  de  la  températore  <  à  la  température  T,  et  que  l'on  y 
substitue  les  yalenrs  de  N  et  de  N',  ces  formules  deviennent: 

(w'-l)  { V.(H-AT)-Y.(1+X)  { -(/»-!)  { V/1+A<)~V.( 
'  ^  (»»-.l)(/»'— I) 

„    _     I»'  { V.(1+AT)-V.(1+X) }  -m  \  V.(l +*<)-V,(l  ■<■/) } 

"•  ^^  ni{m-\)  

_  100OT'(m'— 1)  { V,(l+AT)— V.(t.fX) }  —am{pi—\) 
'  ^~  iOQm'{m'—i) 

\\,(i+er)—Y„H+\')\~m'{m—lXtOO—a)  {V,(l+fo>-y.(H 

(m-1). 
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Si  l'OD  Toulait  faire  une  application  numérique  de  Tune 
quelconque  de  ces  formules,  il  n'y  aurait  plus  qu'à  calculer 
les  valeurs  de  m  et  de  m\  et  à  les  substituer  dans  Texpres- 
sion  dont  Ton  voudrait  faire  usage.  Alors ,  dans  ces  formules, 
h  et  hl  désigneraient  des  colonnes  de  mercure  comptées  en 
millimètres,  d'après  la  table  de  Dal- 
ton  [tensiom  de  la  vapeur  d'eau). 

k le  coeflBcient  de  dilatation  cubique  du 

cuivre  pour  !<"  centigrade,  il  est  à  peu 
près  =0,00005154,  d'après  MM.  Du- 
long  et  Petit. 

>elV les  accroissements  de  volume  de  l'unité 

de  volume  d'eau ,  prise  à  ¥j\ ,  pour  les 
températures  T  et  t.  On  les  prendra 
dans  la  table  de  Hallstrôm. 

T  et  / des  degrés  centigrades  donnés  par  des 

thermomètres  à  mercure. 

0,00366 le  coefficient  de   dilatation  des   gaz, 

donné  en  même  temps  par  MM.  Hé- 
gnault ,  en  France ,  et  Magnus ,  en  Al- 
lemagne. 
EdOu,  a latensiondelavapeur  d'eau  correspon- 
dante au  degré  observé  de  l'hygromètre 
de  Saussure.  On  devra  prendre  cette 
valeur,  comme  je  Tai  déjà  dit ,  dans  la 
table  de  MM.  Biot  et  Gay-Lussac. 

J'ai  domné  ces  détails,  parce  que,  dans  quelques  cas,  on 
peut  avoir  besoin  de  rechercher  le  poids  de  la  vapeur  d'eau 
qui  sature  un  espace  donné ,  et  que ,  sous  ce  point  de  vue,  ils 
pourraient  être  utiles  aux  physiciens ,  indépendamment  de 
l'intérêt  que  présentait  cette  recherche  comme  application 
du  calcul  à  la  physique. 
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Éléments  d*arithméi%que  et  d'algèbre  à  l'usage  des  école» 
royales  de  nayigation.  Par  G.  Fooriûer,  oflBder  de  la 
Légion  d'honnenr,  examinateur  de  la  marine;  tome  I,  de 
360  pages;  tome  II ,  de  396  pages  in-8.  Nantes,  1842. 

Dans  la  célébration  des  mystères  d'Eleusis ,  on  entendait 
par  intervalle  la  voix  de  l'Hiérophante  qni  s'écriait  :  oxorloov, 
(DcoTlaov  ;  obscurcissez ,  obscurcissez.  Nous  vivons  à  une 
époque  où  beaucoup  d'écrivains  aspirent  à  jouer  le  rôle 
d'Hiérophante  dans  les  lettres,  la  philosophie ,  et  dans  les 
sciences.  Il  semblerait  que  les  mathématiques  où  la  clarté 
est  le  mérite  essentiel,  dominant,  devraient  être  à  l'abri  de 
cette  invasion  ténébreuse  ;  car  les  sciences  exactes  ne  re- 
posent que  sur  des  notions  évidentes  ;  dans  cette  qualification 
on  trouve  la  racine  videre^  voir  ;  une  proposition  est  évidente 
quand  on  la  voit  clairement.  Toutefois  >  les  mathématiques 
aussi  sont  entamées  par  le  fléau  égyptien.  Il  y  a  certains 
auteurs  qui  vous  prennent  une  notion  simple,  admise  par 
tout  le  genre  humain ,  et  sur  laquelle  vous  obtiendriez  même 
réponse,  d'unGhinois^  d'un Ganadien ,  d'un  Patagon;  vous 
prennent  cette  notion  et  raisonnent,  raisonnent ,  raisonnent 
tant  et  tant  qu'à  la  fin  vous  n'y  entendez  plus  rien  :  une  dé- 
monstration est-elle  facile  à  comprendre ,  à  retenir,  bien 
vite  ils  la  remplacent  par  une  antre ,  compliquée ,  hérissée 
de  difficultés,  apprise  péniblement  aujourd'hui  pour  être 
oubliée  demain.  Voltaire  dit  qu'un  métaphysicien  est  con- 
tent quand  il  est  parvenu  à  donner  un  violent  mal  de  tête  à 
son  lecteur.  Les  auteurs  dont  nous  parlons,  convoitent  ce 
même  genre  de  contentement,  aussi  il  faut  quelquefois  une 
forte  contention  d'esprit,  pour  suivre  telle  expositidb  du 
calcul  difiërentiel  ;  quel  est  le  résultat  ?  Auparavant  vous 
saviez  que  le  coefficient  difiérentiel  de  x^  est  Sx;  et  mainte- 
nant vous  savez  que  2a:  est  le  coefficient  différentiel  de  x*  ; 
de  sorte  qu'après  mille  peines ,  votre  instruction  ne  s'est  pas 
agrandie  de  la  valeur  d'un  centime  ;  ce  désappointement  se 
rencontre  non-seulement  dans  les  théories  élevées,  mais 
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encore  dans  la  partie  élémentaire,  deslinée  aux  jeunes  gens 
qu'il  faut  attirer  vers  la  science  et  qu'on  dirait  vouloir  en 
dégoûter  par  une  rigueur  fallacieuse ,  rebutante.  On  leur 
fait  démontrer  qu'une  droite  finie  n'a  qu'un  milieu  ;  qu'on 
ne  peut  sortir  d'une  enceinte  fermée  de  toute  part ,  qu'en 
perçant  l'enceinte;  et  encore  d'autres  vérités  de  même 
acabit.  En  continuant  ainsi,  nous  mettrons  tant  d'esprit 
dans  renseignement,  qu'il  n'y  aura  plus  de  place  pour 
le  bon  sens.  Je  regarde  donc  comme  une  bonne  fortune 
de  rencontrer  des  livres  où  les  défauts  que  nous  venons 
de  signaler,  sont  soigneusement  évités,  et  où  brillent  des 
(pudités  opposées  :  tel  est  celui  dont  nous  allons  présenter 
une  analyse  succincte.  Le  titre  de  l'ouvrage  est  déjà  un  pro* 
grès;  il  annonceque  l'auteur  adopte  l'idée  nevr tonienne ,  que 
l'ttithmétiqne  et  l'algèbre  ne  forment  qu'une  seule  science, 
etque  la  (nremière  quoique  devant  précéder,  est  pourtant  com- 
prise coDune  cas  particulier  dans  la  seconde.  On  ne  saurait 
donc  trop  tôt  aborder  l'arithmétique  universelle,  et  M.  Four- 
nierditavec  raison  dans  sa  préface  :  «convaincu  que  les  jeunes 
gens  destinés  à  de  fortes  études  ne  sauraient  trop  tôt  se  fa- 
miliariser avec  les  pratiques  de  l'algèbre,  j'ai  placé  les  quatre 
opérations  fondamentales  sur  les  quantités  algébriques  à  la 
suite  des  mêmes  opérations  sur  les  nombres  abstraits.  «  En 
efiet,  les  jeunes  gens  destinés  aux  fortes  études,  doivent  né- 
cessairement apprendre  l'algèbre;  dès  lors,  pourquoi  ne 
pas  se  servir  avec  eux  de  cet  admirable  instrument  pour  fa- 
ciliter l'arithmétique?  L'avantage  de  cet  instrument  consiste 
à  représenter  des  phrases  très-longues ,  par  un  petit  nombre 
de  signes  et  à  renfermer  une  foule  de  cas  particuliers ,  en 
one  seule  expression  générale.  Pourquoi  donc  conserver 
cette  phraséologie  et  ces  discussions  enchevêtrées  qui  ne  pro- 
duisent qu'un  embonpoint  stérile ,  une  perte  de  temps.  On 
répond  que  les  opérations  symboliques  par  leur  extrême  fa- 
cilité ,  tendent  à  énerver  l'esprit  ;  tandis  que  la  forme  dialecti- 
que le  rmiforce,  l'accoutume  aux  déductions  abstraites.  Mais 
il  règne  ici  une  étrange  confusion  dans  les  termes  ;  la  force 
de  l'esprit  a  pour  but ,  d'arriver  à  la  vérité  par  le  chemin 
le  plus  court;  prendre  le  plus  long,  pour  rester  plus  long- 
lenaps  en  chemin ,  c'est  fausser  l'esprit  ;  ce  n'est  pas  de  la 
vigueur  que  vous  obtenez,  mais  de  la  fatigue.  Certes ,  toutes 


nos  facultés  physiques,  intellectuelles,  morales  même,  pour 
acquérir  de  Fintensité,  ont  besoin  d'une  certaine  gymna* 
stique,  mais  d'une  gymnastique  rationnelle;  ainsi ,  pour  les 
mathématiques,  elle  est,  je  le  répète,  dans  les  pr^qxMitions 
intrinsèquement  diflSciles;  telles  sont  les  propriétés  des  nom- 
bres qui  composent  Tarithmologie  ;  mais  vouloir  fonder  une 
gymnastique  en  rendanjt  diflSciles,  longues,  des  propositions 
faciles  et  courtes^ me  parait  une  dépravation  pédagogique. 

M.  Fournier  rend  donc  service,  en  exposant  d'une  mapière 
claire  les  notions  primitives ,  et  en  procédant  toujours  par 
la  voie  la  plus  simple,  la  plus  directe ,  la  mieux  adaptée  à 
l'état  actuel  de  nos  connaissances.  L'ouvrage  est  divisé  en 
deux  parties  et  subdivisé  en  quatorze  livres  ;  la  première , 
du  genre  mixte,  est  principalement  consacrée  aux  nombres 
chiffrés  ;  c'est  l'arithmétique ,  elle  contient  les  livres  de  1  à 
VU;  la  deuxième  partie,  aussi  du  genre  mixte,  est  principale- 
ment consacrée  aux  équations  et  aux  nombres  représentés 
par  des  lettres;  c'est  l'algèbre  en  sept  livres  de  Yill  à  XIY. 

Dans  le  premier  livre ,  on  indique  les  définitions  prâimi- 
naires,  la  numération  des  nombres  entiers,  fractionnaires 
ordinaires  et  décimaux ,  et  la  numération  romaine  -,  le  tout  en 
quinze  pages  ;  certains  auteurs  consacrent  à  ces  objets  qua- 
rante pages ,  sans  être  aussi  complets ,  ni  plus  satisfaisants. 

Le  deuxième  livre  en  huit  pages ,  donne  les  quatre  opéra- 
tions fondamentales  sur  les  nombres  entiers,  leurs  usages  et 
les  théorèmes  sur  les  produits  et  les  quotients.  — La  division 
est  développée  d'une  manière  rigoureuse  et  facile;  on  y  lit 
la  remarque  suivante  (p.  67.  )  très-utile  et  qui  me  parait 
neuve  :  «  Quand  on  trouve  un  reste  égal  au  chififre  qu'on  vé- 
rifie, ou  plua  grand,  il  est  inutile  d'aller  plus  loin ,  ce  dnBte 
n'est  pas  trop  fort.  »  Dans  le  livre  précédent,  on  fait  déjà 
usage,  et  avec  raison,  de  tous  les  signes  algébriques.  Le 
troisième  livre  de  quarante-six  pages,  donne  les  notions 
préliminaires  sur  les  signes ,  sur  la  théorie  des  quantités  po- 
sitives et  négatives,  et  les  quatre  opérations  algébriques, 
sur  les  monômes  et  les  polynômes  (1)  ;  la  notation  des  expo- 
sants positifs ,  négatifs  ;  la  théorie  des  puissances  et  des  ra- 
cines. Il  y  a  des  considérations  sur  les  fonctions  qui  sont  peut- 
être  prématurées. 

(1)  L'Académie  écrit  polynôme  avec  l'accent  circonflexe,  et  polygone  sans 
accent.  L'étymologie  prescrit  le  contraire. 
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Le  livre  lY  (46  pages)  traite  des  diriseors,  du  plus  grand 
oomman  diviseur  et  de  la  divisibilité  des  nombres.  Les  pro- 
priétés convenables  au  sujet  sont  indiquées  et  rigoureuse- 
ment dénaontrées  ;  il  manque,  ainsi  que  dans  tous  les  traités 
élémentaires,  les  procédés  souvent  utiles  pour  trouver  com- 
bien nn  nombre  estprécédé  de  nombres  premiers  à  son  égard, 
Tunité  comprise;  observation  essentielle.  L'expression  le 
plu$ grand  commun  diviseur^  si  longue,  si  incommode,  est 
d'un  usage  très-fréquent ,  ne  pourrait-on  pas  la  remplacer 
fiïr  un  seul  mot?  la  division  a  reçu  son  nom  d'une  des  appli- 
cations principales  de  cette  opération  ,*  la  dénomination  con- 
venable au  plus  grand  commun  diviseur,  doit  être  déduite 
de  son  usage  le  plus  important ,  le  plus  fréquent  ;  cet  usage 
consiste  dans  la  plus  grande  simplification  entre  les  rapports 
de  quantités  chiffrées  ou  littérales  ;  le  simplificateur  semble 
assez  bien  désigner  le  nombre  ou  le  polynôme  qui  sert  à  sim- 
plifier, le  plus  possible,  un  rapport  donné. 

Le^  livre  Y  (73  pages) ,  les  opérations  sur  les  fractions  or- 
dinaires et  décimales,  transformation  d'une  fraction  en  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  négatives  d'un  nombre 
donné;  théorie  des  fractions  périodiques. 

11  semble  que  dans  ce  même  livre ,  on  devrait  enseigner 
les  thécNTèmes  de  Fermât  et  de  Wilson. 

Le  livre  YI  (56  pages) ,  contient  la  théorie  du  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique  ;  opération  sur  les  fractions  al- 
l|[ébriques;  fractions  continues;  théorie  complète  et  satisfai- 
sante des  réduites.  11  serait  convenable  de  mentionner  les 
fractions  continues ,  périodiques  pures  et  mixtes,,  et  de  dé- 
montrer leur  incommensurabilité.  Nous  signalons  aussi  une 
antre  lacune,  celle  des  fractions  complémentaires»  dues  à 
Hugbens  et  si  bien  développée  par  Lagrange.  Cette  lacune 
existe  dans  tous  les  traités  élémentaires.  Les  théories  des  iné- 
galités et  des  combinaisons ,  qui  terminent  ce  livre ,  ne  me 
semblent  pas  à  leur  véritable  place,  n'ayant  nul  rapport  à  ce 
qui  précède  ;  du  reste ,  les  combinaisons  et  permutations  sont 
exposées  d'une  manière  succincte  et  sufiSsante.  Il  serait  à  dé- 
sirer qu'on  démontrât  ici ,  par  des  considérations  arithmo- 
logiques ,  que  les  coeflScients  combinatoires  sont  entiers. 

Le  livre  YII  (en  55  pages)  termine  le  premier  volume,  et 
contient  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  sur  les  racines 
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carrées  et  cabîqaes  des  nombres ,  et  les  diverses  méthodes 
d'approximation. 

Le  premier  tome  renferme  374  paragraphes  ;  de  scNrte  que 
le  tome  II  commence  par  le  paragraphe  375  et  par  le  YIII«  li- 
vre. Il  donne  le  calcul  des  exposants ,  entiers,  négatifs,  frac- 
tionnaires, et  aussi  le  calcul  à  faire  sur  des  radicaux  réels  ; 
ensuite  on  passe  au  développement  binomial,  dont  on  établit 
la  loi ,  d'abord  par  voie  d'induction ,  confirmée  ensuite  par  le 
raisonnement  didactique.  Telle  est  même,  généralement,  la 
marche  de  l'auteur  :  c'est  la  méthode  d'invention ,  conseillée 
et  suivie  par  Glairault.  Dans  les  remarques  sur  ce  dévelop- 
pement, l'auteur  fait  ressortir  et  explique  les  anomalies  que 
présente  la  supposition  de  l'exposant  égalé  à  zéro  ;  vient  apiés 
la  démonstration  si  lumineuse ,  si  ingénieuse  d'Euler ,  pour 
le  cas  de  l'exposant  fractionnaire  ou  négatif.  Je  suis  surpris 
que  les  auteurs  négligent  généralement  la  belle  et  simple  dé- 
duction ,  due  au  même  géomètre ,  du  théorème  de  Fermât  : 
cette  déduction  peut  s'établir  ainsi  laeib  étant  des  noipln^es 
entiers  quelconques ,  et /?  un  nombre  premier,  on  a  la  con- 
gruence  {a  +  b)^ — a^—b^=:p  (1);  /»  désigne  un  multiple 
éep-,  car,  dans  le  développement  de  (a  +  ^r,  tous  les  t^- 
mes ,  les  extrêmes  exceptés,  admettent  p  comme  facteur  et 
sont  entiers  ;  donc  chacun  de  ces  termes,  et  par  conséquent 
leur  somme ,  est  divisible  par  p.  Faisant  a  =  6  =  1 ,  Téqua- 
tion  (!)  devient  ii"— 2=ji  (2j  ;  donc  aussi,  2'"^—  1  =p  ; 
faisant  û  =  2,6  =  i,ona  3**—  S**—  1  =/?  (3)  ;  ajoutant  les 
congruences  (2)  et  (3) ,  il  vient  3"— 3=/?  (4)  ;  d'où  3'"'—!=:^  ; 
faisant  a=:  3,  6=1,  etc. 

La  démonstration  devient  intuitive  en  partant  du  poly- 
nôme. En  effet ,  l'on  a 

(û.-hû.+  a3+ û^)P— ^/— rt/— an^'^^p.      (2) 

Faisant  a^^ia^^a^ =  i,  il  vient  n* — n=p^  et  si  n 

est  premier  à/?,  on  a  n»*-'— l==jjî  ce  qui  est  le  théorème 
de  Fermât.  Mais  je  ne  saiis  comment  on  peut ,  par  le  même 
moyen,  établir  là  congruence  générale  n*  —  1  =^,  oxk  p 
désigne  un  nombre  entier  quelconque ,  et  k  combien  il  y  a 
de  nombres  inférieurs  k  p  et  premiers  h  p,  La  con- 
gruence (2)  donne  ce  théorème  :  Lorsque  la  somme  de  plu- 
sieurs nombres  entiers  est  un  multiple  d'un  nombre  premier, 


h  somme  de  ces  nombres ,  élevés  chacun  à  la  puissance  mar- 
quée |Mir  ce  nombre  premier ,  est  divisible  par  le  nombre 
l»remier. 

Le  livre  est  terminé  par  Textraction  des  racines  des 
polynômes. 

Le  livre  suivant,  le  IX®,  contient  Texplication  du  système 
nétriqoe  ancien  et  nouveau  ;  les  quatre  opérations  sur  les 
aooibres  complexes,  et  la  théorie  de  divers  systèmes  de 
auméFfttion. 

Dans  le  journal  de  Crell ,  on  lit  une  dissertation  sur  le 
qrstème  de  numération,  qui  jouit  de  la  propriété  d'exprimer 
lesjpliis  grands  nombres  avec  le  moins  de  mots  possible  ;  la 
basé  de  ce  système  est  une  quantité  transcendante.  En  ad< 
mettant  les  compléments  à  la  base,  on  peut,  dans  un  sys- 
tème quelconque ,  réduire  le  nombre  des  chiffres  à  moitié  :  on 
écrit  4  pour  6 , 3  pour  7,  et  les  opérations  sont  souvent  abré 
gées.  Cette  idée,  émise  pour  la  première  fois  dans  le  journal 
de  Gergonne,  a  été  reproduite  récemment  par  M.  Cauchy. 

Celivre semble  n'être  pas  àsa  place,  non  plusquele  suivant, 
consacra  aux  proportions  et  progressions  arithmétiques  et 
géométriques.  A  cetteoccasion,  nouscroyons  utile  de  rappeler 
One  idée  ingénieuse  deM.  Roche ,  professeur  d'artillerie  ;  l'on 

-—  ^  4-  -  —  ^^+®*c.  =  -i  a  donc  pour  prendre  le  tiers 
2       4        o        16  3 

d'un  arc  de  cercle,  on  en  prend  la  moitié,  résultat  trop 
grand,*  on  en  retranche  le  quart,  résultat  trop  petit;  on  y 
ajoute  le  seizième,  résultat  trop  grand  et  ainsi  de  suite  ;  un 
semblable  procédé  existe ,  pour  obtenir  le  septième  d'un  arc> 
Le  livre  Xr  est  un  développement  très-lucide  et  très- 
oomplet  de  ce  qu'il  faut  savoir  sur  les  logarithmes  et  la 
construction  des  tables.  Un  tableau  très-commode  montre 
d'une  manière  intuitive  les  calculs  qu'il  faut  foire  pour 
obtenir  le  logarithme  de  2.  L'auteur  suit  la  méthode  népé- 
rienne en  considérant  deux  progressions,  arithmétique  et 
géométrique,  qui  se  correspondent ,  mais  cela  ne  dispense  pas 
de  recourir  à  la  méthode  exponentielle  ;  la  seule  qui  permette 
de  démontrer  que  dans  chaque  système,  tout  nombre  positif 
a  une  infinité  de  logarithmes ,  dont  un  seul  est  réel ,  et  tout 
nombre  négatif  a  aussi  une  infinité  de  logarithmes  dont 
aucun  n'est  réel.  Ce  qui  me  porte  à  penser  qu'on  devrait 
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accorder  l'entrée  dans  les  éléments  aux  éqaations  exponen- 
tielles et  en  déduire  la  théorie  logarithmique,  comme  Ealer 
a  fait  dans  son  algèbre;  l'aatenr  fait  d'utiles  obsenrations 
sur  les  limites  d'erreur  des  tables. 

La  résolution  complète  des  équations  du  premier  degré , 
à  une  inconnue  et  à  plusieurs  inconnues  ayec  la  discussion 
des  formules ,  avec  le  problème  des  courriers  ;  la  résolution 
des  équations  du  deuxième  degré  à  une  inconnue ,  avec  le 
problème  des  lumières  forment  la  matière  du  Xiret  du  XIII* 
livre  ;  et  à  la  6n  de  ce  livre ,  on  trouve  la  sommation  des 
suites,  des  nombres  flgurés  et  des  piles  de  boulets. 

Le  Xiy«  et  dernier  livre  concerne  les  règles  d'intérêt,  sim- 
ple et  composé  y  les  annuités,  règle  de  société  ;  le  tout  est  ter 
miné  par  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  et  la  réso- 
lution des  équations  trinômes  réductibles  au  deuxième  degré. 

Le  vénérable  auteur  prépare  une  seconde  édition,  où  il 
ajoutera  la  théorie  générale  des  équations  comprenant  le 
théorème  de  Descartes,  de  RoUe  ;  la  résolution  numérique  des 
équations,  les  théorèmes  de  Lagrange  et  de  M.  Sturm;  et 
cet  ouvrage ,  ainsi  complété,  sera  étudié  avec  fruit  par  les 
élèves  qui  se  destinent  aux  Ecoles  dn  gouvernement  et 
principalement  à  l'Ecole  normale  et  à  l'Ecole  polytechnique. 
L'algèbre  y  occupe  le  premier  rang ,  celui  qu'elle  doit  avoir 
dans  toutes  les  sciences  de  calcul. 

Le  savant  examinateur  de  la  marine  voudra  bien  nous 
permettre  quelques  observations  sur  les  dispositions  de  cer- 
tains livres  du  tome  second;  l'ordre  méthodique  me  paraît 
exiger  cette  succession:  Vlll,  XII,  XIII,  X,  XI,  IX, 
XIY;  la  sommation  des  suites,  fln  du  livre  XIII,  devrait 
terminer  le  livre  X,  qui  traite  des  progressions;  l'analyse 
indéterminée  du  livre  XIY  serait  mieux  à  la  fin  du  livre  XII; 
et  la  résolution  des  équations  trinômes  doit  être  portée  à  la 
fin  du  livre  Xlll. 

L'ouvrage  de  M.  Fournier,  imprimé  àNantes,  n'a  eu  qu'une 
faible  publicité  dans  la  capitale.  Nous  finirons  par  un  con- 
seil, dans  l'intérêt  de  la  science,  qui  gagne  à  la  propaga- 
tion des  bonnes  idées.  Nous  engageons  l'auteur  à  ne  pas  se 
contenter  de  bien  travailler  ses  productions;  mais  de 
prendre  aussi  les  petites  précautions  qui  en  assurent  le  succès. 
Habmt  stm  faia  libelli  Tm. 


145  — 


RECTIFICATION 

RELATIVE  AUX 

RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

PAR  M.  V.-A.  XJBBBSGUII, 

professeur  A   la    faculté   de   Bordeaux. 


La  règle  donnée  à  la  page  46  du  présent  volume  de  ces 
^imales^  pour  trouver  les  racines  complexes  entières  de 
l'équation  <i.j:**f  a,x*'"'+.  .+a„  =  0,  à  coefficients  entiers 
complexes  ,  et  où  il  faut  sans  doute  lire  (ligne  5)  :  «  Divi- 
seurs du  module  de  a»  »  au  lieu  de  «  diviseurs  de 
a»  (a — 61/1}»  (*),  peut  se  démontrer  en  deux  mots.  Soit 
a'=arf  61/'— 1,  une  racine  entière,  et  û»  =  6»+c«|/'1  , 


étant  entiers  ;  il  en  sera  de  même  du  module 


-*~r?-»  il  f«^t  donc  prendre  pour  à^-^b^  des  diviseurs  de 

^n-^Cn^  en  négligeant  toutefois  ceux  dont  le  module  sur- 
passe la  limite  trouvée.  Quant  aux  racines  incomplexes 
aet^v^  —  i,  a  et  6  doivent  diviser  à  la  fois  bn  et  cn. 

Cette  ré^le,  comme  je  le  montrerai  plus  loin ,  est  moins 
simple  que  la  règle  ordinaire  qui  prescrit  d'essayer  les  divi- 
seurs ie  bn+Cn[/'—iy  lesquels  sont  en  nombre  moindre 
que  ceux  donnés  par  la  règle  précédente.  Mais  pour  l'appli- 
quer, il  faut  préalablement  exposer  la  décomposition  des 
entiers  complexes  en  facteurs  simples. 

(')a-fM^— i  étant  la  racine  cherchée,  %{a-  oy—ï)  est  inconnue.  Celte 
néprise  est  de  moi  et  non  de  M.  Finck ,  qui  d'ailleurs  ne  s'est  occupé  que 
d'éqaatioDi  à  coefficients  réels.  Tm. 

Ami.  DIS  Matb^vat.  III.  1  i 
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Dans  ses  Recherches  sur  les  formes  quadratiques  à  coeffi- 
cients et  à  indéterminées  complexes  (Journal  de  M.  Grelle , 
t.  XXIV),  M.  Dirichlet  s'exprime  ainsi  :  «  Quoique  les  pro- 
»  positions  élémentaires  de  la  Théorie  des  entiers  corn- 
»  plexes  aient  été  déjà  exposées  par  Tillastre  Gauss  ,  nous 
»  avons  pensé  qu'il  pourrait  être  commode  pour  les  lecteurs 
»  de  trouver  dans  une  courte  introduction ,  celles  de  ces  pro- 
»  positions  dont  nous  aurons  à  faire  usage.  »  (Page  4.) 

Les  six  premières  pages  de  cette  introduction  suflQsent 
pour  faire  voir  que  la  règle  pour  trouver  les  racines 
réelles  entières  des  équations  algébriques  à  coefficients 
entiers,  s'applique  aux  racines  entières  complexes.  M.  Di- 
richlet ne  se  propose  nullement  cette  question  dans  son  Mé- 
moire ,  dont  les  propositions  principales  sortent  tout  à  fait 
du  cadre  des  Annales  ;  on  peut  se  faire  une  idée  de  la  mé- 
thode suivie  par  M.  Dirichlet  en  lisant  son  Mém<Mre  sur 
cette  proposition  remarquable  :  «  Toute  progression  arith- 
»  mélique  dont  les  deux  premiers  termes  sont  premiers  entre 
»eux,  renferme  une  infinité  de  nombres  premiers  »  Ce 
Mémoire  a  été  publié  en  aUemand  ,  mais  M.  Terquem  en  a 
donné  la  traduction  dans  le  Journal  de  Mathématiques,  C'est 
un  service  rendu  à  la  science  des  nombres. 

Je  me  propose  d'exposer  dans  ces  Annales ,  quelques  pro- 
positions élémentaires  plutôt  indiquées  que  développées  dans 
l'introduction  du  Mémoire  cité  plus  haut.  Je  commencerai 
par  donner  la  décomposition  des  entiers  complexes  en  fac- 
teurs simples ,  d'où  dérive  immédiatement  la  règle  pour 
trouver  les  racines  complexes  entières  des  équations  algé- 
briques à  coefficients  entiers. 
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NOTE 


NOUVELLE  MÉTHODE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

PAR  M.  TTKCK^ 

Docteur  et  seienees,  professeur  à  Técole  d'artillerie  et  au  collège  de  Strasbourg. 


Notre  Descartes,  en  créant  sa  géométrie ,  n'a  pas  entendu 
poser  des  bornes  à  la  science  :  cependant ,  dans  tous  nos 
traités  absolument  neufs,  je  ne  vois  que  sa  méthode.  Quel- 
quefois, il  est  vrai,  on  se  plaint  qu'elle  n'est  pas  parfaite; 
qu'au  delà  du  second  degré ,  elle  a  bien  peu  de  portée ,  etc. 
N'y  a-t-il  donc  pas  de  progrès  ?  Si  fait,  mais  pas  dans  les  li- 
vres élémentaires.  La  méthode  de  Descartes  (  sur  le  plan  ) 
consiste  à  rapporter  les  modes  de  l'étendue  à  des  droites  qui 
souvent  n'ont  pas  une  liaison  bien  intime  avec  la  courbe  que 
Ton  étudie.  Mais  déjà  le  grand  Euler,  qui  n'a  touché  à  rien 
en  vain ,  a  fait  un  pas  de  plus  :  il  est  vrai  que  ce  n'est  qu'un 
germe.  Ce  germe  est  actuellement  développé  ;  j'ai  fait  con- 
naître un  de  ses  fruits  dans  le  journal  de  M.  Liouville,  il  y  a 
quelques  années.  Le  développement  en  question  est  le  nou- 
veau système  de  géométrie  analytique  du  docteur  Plucker, 
Ik>nn,i835. 

Ce  système,  outre  ses  généralités  par  rapport  à  la  trans- 
formation des  flgures ,  consiste  à  chercher  dans  Téquation  de 
la  courbe  les  droites  qui  ont  avec  la  courbe,  la  liaison  la  plus 
intime.  J'ai  fait ,  comme  vous  savez ,  une  application  de  cette 
méthode  à  l'espace ,  en  donnant  des  moyens  précis  et  simples 
pour  reconnaître  dans  chaque  cas  la  nature  du  lieu  repré- 
senté par  une  équation  à  trois  variables.  Je  donne  toujours, 
dans  mon  cours,  une  idée  de  ladite  méthode.  Je  ne  me  pro- 


pose  pas  de  la  développer  maintenant  ;  il  suffit  de  montrer, 
par  quelques  exemples  tirés  du  nouveau  système^  avec 
quelle  facilité  elle  s'applique  à  un  certain  genre  de  re- 
cherches où,  au  contraire ,  l'ancien  système  est  très-prolixe, 
i*  Je  nomme  p^q^r,  s^a^  6,  des  fonctions  linéaires  de  la 
forme  Ax  +  Bor+C.  Toute  courbe  du  second  degré  pourra 
élre  représentée  d'une  infinité  de  manières  par  une  équation 
telle  que 

pq  +  a'==0,  (1)  n 

OÙ  /?  =  0 ,  q  =  0  seront  évidemment  deux  tangentes ,  û  =  0 
est  la  corde  de  contact. 
Je  représente  la  même  courbe  par 

rs  +  b'=^0,  (2) 

et ,  vu  le  nombre  des  coefficients  A ,  B ,  etc.,  je  puis  supposer 

pq  +  a'=rrs  +  b*;  (3)    • 

d'où 

pq  — rs  =  (6  -fa)  (6  —  a).  (4) 

Les  quatre  droites  p  =  0  ^  ^  =  0,  r=:0,  5  =  0  forment 
un  quadrilatère  circonscrit  à  notre  courbe. 

L'équation  (4)  est  satisfaite  par  /?  =  0,  r=0,ôfa  =  0; 
elle  l'est  aossi  par  ^=0,  5  =  0,  Z»4-û  =  0. 

Ainsi ,  b  +  a=zO  est  une  des  diagonales  du  quadrilatère 
circonscrit  ;  l'autre  est  évidemment  b  —  a  =  0. 

Or  ces  deux  diagonales  se  coupent  sur  les  droites  6  =  0, 
a=zO^  qui  sont  les  cordes  de  contact,  ou  bien  les  diago- 
nales du  quadrilatère  inscrit,  conjugué. 

De  là ,  le  théorème  déjà  connu  de  Nev^ton. 

Du  reste,  les  équations  a =0,  6  =  0,  6-f-a=0,  b — «=0 
sont  évidemment  celles  de  quatre  rayons  harmoniques. 


C*)  Celte  proposition  ne  peut  être  admise  sans  une  démonstration  qui  présente 
une  discussion  difficile.  Pour  une  courbe  du  3me  degré  pourraitr-on  écrire  à, 
priori  p^r-haî— 0?  Tm. 
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2*  Je  représente  réquation  de  la  courbe  par 

pq=zrs;  (5) 

p,q,  r,  s  étant  toujours  des  fonctions  de  la  forme  indiquée. 
Les  droites  p=0 ,  ^=rO  ,  r=  0 ,  s=0  sont  ici  des  sécantes. 
L'équation  (5)  est  satisfaite  par 

^  =  r      avec      g  =  s. 

Ces  deux  droites  se  coupent  donc  sur  la  courbe;  il  en  est  de 
môme  des  droites  ^ 

D'ailleurs ,  p  =  r  Qi  p  =is  se  coupent  sur  p  =  0; 

q  =5^       q  =z  r q  =zO. 

Voilà  six  droites  : 
p=0,  yj?  — r=0,  ^  —  5  =  0,  ^  =  0,  ^^r=0,  ;?  — 5  =  0, 
doDt  chacune  coupe  la  suivante  sur  la  courbe  ;  de  même  la 
dernière  ^  p  —  s^  coupe  la  première ,  ;?  =  0 ,  sur  la  courbe. 
Ce  sont  donc  les  six  côtés  consécutifs  d'un  hexagone  inscrit. 
Or  les  côtés  opposés  forment  les  trois  couples  suivants  : 
P=0) 


J  qui  se  coupent  sur  p — q=0  ; 


I  id,  vu  que  {p—r)—(q~r)=rp^q , 


p^r=0 

q—r=o 

p-sr=0) 

Donc ,  les  intersections  des  côtés  opposés  sont  en  ligne 
droite.  G*est  le  théorème  connu. 

Voilà  donc  l'analyse  »  à  peu  près  sans  calcul  :  elle  n'en  est 
pas  plus  mauvai.se  f). 

D'autres  travaux  remarquables,  en  ce  genre,  sont  dus 
à  MM.  Magnus,  Mœbius,  Druckenmûller^  etc.  :  j'extrais 


(*)  En  admettant  ce  genre  d'équations  à  priori  sans  dcmonslralion,  il  me 
semble  qu'on  esquive  les  calculs;  on  ne  les  éviie  pas.  Les  résultais  sont  connus 
^'avance  et  on  s'arrange  de  manière  à  les  obtenir.  Tm. 
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d^un ouvrage  de  ce  dernier  (Dk  UebertragungsPrincipien^  elcO 
Tarticle  suivant ,  remarquable  sous  plus  d'un  rapport. 
Soient  les  deux  équations 

^-y+m(.r-j:')  =  0,  (1) 

y^y  +  m'{x-^x')  =  0.  (2) 

Je  prends  deux  solutions  de  l'équation  (t)  : 

JC  =  a,    y^y—m(a  —  x^)',  (3) 

jL=:b,    y=^y  —  m(b  —  x).  (4) 

Je  prends  pareillement  deux  solutions  de  (2)  : 

x=a\    y=:y-m'{a'--x');  (5) 

x  =  b',    y=y^m'{b'^x^),  (6) 

Je  forme  l'équation  du  premier  degré  entre  x  ,  j^,  qui  est 

satisfaite  par  (3)  et  (5)  :  elle  est 

m{a'-x')-^m'{a'—x') 

y—y+m{a—x)= (x— a).     (7) 

a  — a 

Celle  qui  Test  par  (4)  et  (6),  est 

,.       m{b-^x')-^m'{b'—x') 
y^y+ni{b-x')  =  -i L^zf ■  (•^-^)-     («) 

Or ,  si  l'on  élimine  y  entre  (7)  et  (8) ,  jy\  m  et  m'  dispa- 
raissent,  et  x  est  une  fonction  de  x\  a^  a\  6,  b\  que  je 
nomme  x-=f{x\  a^  a\b^  b'). 

Ce  résultat  peut  être  interprété  géométriquement  de  bien 
des  manières  :  en  voici  quelques-unes. 

I.  Je  suppose  que  y^  x  soient  des  coordonnées  ordinaires , 
(1  )  et  (2)  seront  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  {x\y)  ; 
(7j  sera  une  droite  qui  coupe  (1)  au  point  (j:=a,^....)  et  (2) 
au  point  {x  =  a',...).  De  même,  (8)  est  une  droite  coupant 
(1)  au  point  (j?  =  ^,...),  (2)  au  point  (j:  =  Z>',...).  Voilà 
donc  un  quadrilatère  complet  dont  les  côtés  sont  les  droites 
(1) ,  (2) ,  (7) ,  (8),  cl  dont  les  six  sommets  ont  pour  abscisses 
respectives  : 

.!•',  u  ,  a\  b  ,  b\    X  =  /'(.»/,  n  ,  a  ^  h  ,  //), 
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Or ,  si  les  cinq  premières  abscisses  restent  constantes,  la 
sixième  ne  variera  pas  non  plus  ;  donc 

Siparmi  les  six  sommets  d'un  quadrilatère  complet^  il  y  en  a 
cinq  qui  décrivent  des  droites  parallèles  à  une  direction  donnée , 
le  sixième  décrira  aussi  une  parallèle  à  cette  direction  (  axe 
des  y). 

Il  est  évident  qu'il  en  est  de  même  des  intersections  des 
trois  diagonales. 

II.  Toute  droite  intercepte  sur  les  axes  deux  segments  qui 
déterminent  complètement  celle  droite.  M,  Pldcker,  qui  a 
imagine  ce  nouveau  système  de  coordonnées ,  lui  a  déjà  donné 
un  assez  haut  degré  de  développement.  En  représentant  par 

-,  -  ces  segments,  il  appelé^,  x  des  coordonnées  linéaires, 

y  X 

Une  droite  est ,  dans  ce  système^  représentée  par  deux  équa-- 
tiens  .r  =  a,  j^  =  p.  Une  équation  <f{x^y)  =6  représente 
ainsi  une  inanité  de  droites  .-  on  peut  donc  la  regarder 
comme  représentant  la  courbe  à  laquelle  toutes  ces  droites 
sont  tangentes.  Parconséquentunemômeéquation<p(j:,>  )=0, 
interprétée  d'après  les  méthodes  Descartes  et  Plucker,  re- 
présente deux  courbes  qui  ont  une  certaine  relation  de  réci- 
procité dans  le  sens  connu.  Je  ne  m'étends  pas  maintenant 
là-dessus. 

Il  est  très-facile  de  prouver  que  dans  le  système  actuel 
l'équation  j'=:ax'}-b  représente  un  point  (*). 

II  s'ensuit  que  l'équation  (1)  représente  un  point,  et 
comme  elle  est  satisfaite  pary^y^  x  =  jc',  ce  point  est  sur 
la  droite  que  déterminent  ces  deux  dernières  équations. 

Nous  avons  donc  un  nouveau  quadrilatère  dont  quatre 
sommets  sont  les  points  (1) ,  (2) ,  (7) ,  (8). 


{')  Soill'équalion  ordinaire  d'une  droile  ?yi':f.x^i.  Si  a^a^fft,  l'enveloppr» 
de  la  droile  est  un  point  (voyci  p.  i55}.  Tin^ 
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Parmi  lescùtéset  diagonales,  au  nombre  de  sept,  sont 
les  droites 

(a:',  y)  qui  passe  aux  points  (1),  (2) 

(3) (1),   (7) 

W (i),  (8) 

(5) ,    .   (2),  (7) 

(6) (2),  (8) 

et  la  droite  qui  joint  les  points  (7)  et  (8) ,  que  je  nomme  (9). 

Chacun  pourra  faire  cette  Ggure  :  la  septième  droite  du 
quadrilatère  est  celle  qui  joint  Finterseclion  des  droites  (4)  et 
(5)  à  celle  de  (9)  avec  (x'^y). 

La  droite  (9)  est  déterminée  par  le  système  des  équations 
(7)  et  (8)  ;  c'est  à  elle  qu'appartient  x  =-f(x\  a ,  a\  b,U), 

On  admettra  que  x\  a^  a\  b^b'  sont  invariables  ;  c'est 
supposer  que  les  droites  {x\y)^  (3),  (4),  (5),  (6)  tournent 
autour  de  leurs  pieds  sur  Fun  des  axes  ;  mais  alors  x  ^=^f(^od, 
a^d^b^  U)  est  invariable;  donc 

Si  parmi  les  sept  droites  qui  composent  un  quairiUUère 
complet  il  y  en  a  cinq  qui  tournent  respectivement  a%Uour  des 
points  où  elles  sont  coupées  par  une  droite  qu£lconque  j  il  y  en 
a  une  sixième  (par  suite  aussi  la  septième)  qui  tourne  au- 
tour du  point  où  elle  est  coupée  par  la  même  droite. 

III.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  seules  interprétations  géomé- 
triques que  Ton  puisse  donner  au  fait  analytique  ci-dessus 
remarqué  ,  relativement  à  x  =f{x',  a,  a\  b,  b').  On  peut 
affirmer  que  le  nombre  des  interprétations  est  infini  :  on  en 
obtient,  par  exemple,  deuor  en  regardant^,  x  comme  des 
coordonnées  polaires;  alors,  au  lieu  de  droites,  ce  sont  des 
spirales  d  Archimède  qui  sont  en  jeu,  et  le  théorème  est  re- 
latif ou  aux  angles  ou  aux  rayons  vecteurs. 

i/auteur  auquel  j  emprunte  ce  qui  précède  n'a  pas  donné 
cos  dernières  interprétations  ;  il  en  a  donné  une  qui  se  rap- 
porte à  des  cercles,  la  voici  -.  Considérons  une  droite  indé- 


—  153  — 

finie  nommée  axe  des  a:;  d'un  point  de  cette  droite ,  comme 
centre ,  avec  un  rayon  donné ,  je  décris  un  cercle  ;  prenant 
pour  origine  un  point  quelconque  de  notre  axe  des  x,  je 
désigne  l'abscisse  du  centre  par  a:  et  le  rayon  par  j^;  j'ap- 
pelle J^,^,  coordonnées  circulaires. 

Étant  donnée  une  équation / (a:, ^)  =  0,  j'en  tirerai  une 
infinité  de  cercles,  et  j'appelle  lien  de  l'équation  la  courbe 
enveloppe  de  tous  ces  cercles  :  l'équation  du  premier  degré 
j^  =  tfx+6  représente  dans  ce  cas  encore  évidemment  une 
droite. 

Par  conséquent  notre  équation  (1)  représente  une  droite 
tangente  an  cercle  (x',y). 

De  même  (2). 

Nous  avons  les  cercles  (3) ,  (4) ,  (5) ,  (6)  ; 

La  droite  (7)  tangente  aux  cercles  (3) ,  (5); 

La  droite  (8)  tangente  à.     .     .    (4),  (6). 

Le  système  des  équations  (7) ,  (8)  convient  au  cercle  qui 
touche  les  droites  (7),  (8),  et  qui  a  pour  abscisse  du  centre 

Ainsi  encore  un  quadrilatère  dont  les  côtés  sont  (1) ,  (2) , 
(7) ,  (8) ,  et  six  cercles  qui  les  touchent  deux  à  deux  ;  donc 

Si  on  fait  varier  le  quadrilatère  de  façon  que  les  centres 
déterminés  par  x\  a,  a\  b,  h\  ne  changent  pas,  quelles  que 
soient  les  variations  des  rayons,  le  centre  du  sixième  cercle 
x  =  ((..,)  ne  changera  pas. 

Mais  rien  n'empêche  de  regarder  les^  comme  les  abscisses 
des  centres  et  les  x  comme  les  rayons;  donc  les  cinq  rayons 
a/,  a,  a\  b,  b\  restant  invariables ,  le  sixième  x=f( ...  )  le 
restera  aussi,  et  si  les  angles  £un  quadrilatère  complet  s'ap- 
puientsur  six  cercles  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  que 
Von  déforme  le  quadrilatère  en  faisant  mouvoir  les  centres  sur 
la  droite  qui  les  contient ,  de  façon  que  cinq  des  angles  restent 
cppuyés  sur  leurs  cercles,  le  siodème  ne  quittera  pas  le  sien. 
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Rien  n'empêche  de  supposer  qae  Taxe  des  x  est  une  courbe 
au  lieu  d'une  droite,  alors  il  y  a  modification. 

J'ajouterai  à  ce  que  je  viens  de  traduire  de  mon  auteur, 
que  Ton  peut  représenter  par  x ,  y  deux  éléments  d'une 
courbe  quelconque  dont  tons  les  autres  éléments  resteraient 
invariables ,  et  alors  le  petit  calcul  ci-dessus  conduit  à  une 
proposition  qui  a  une  infinité  de  corollaires. 

Terminons.  Le  but  de  la  géométrie  analytique  est  l'étude 
des  lois  de  l'étendue  figurée ,  par  l'intermédiaire  des  relations 
métriques.  Le  moyen  est  d'attribuer  aux  symboles  analyti- 
ques une  signification  géométrique  ;  par  suite,  à  chaque  si- 
gnification géométrique  nouvelle  que  vous  attribuez  aux 
symboles  qui  entrent  dans  un  calcul ,  répond  un  nouveau 
théorème  de  géométrie ,  et  tous  ces  théorèmes  ont  un  air  de 
famille  qui  tient  à  leur  origine  commune. 

Yoilà  la  dualité  bien  dépassée. 

Il  me  semble  que  ces  idées  pourraient  (  dirai-je  devraient) 
trouver  place  dans  les  traités  élémentaires.  La  composition 
d'un  ouvrage  où  tout  cela  entrerait  avec  des  bornes  con- 
venables, est  très-désirable.  J'en  ai  le  projet ,  toujours  plus 
facile  que  l'exécution.  Non  omnia  possumus  omnes. 


SUR  LES  INTERSECTIONS  SUCCESSIVES 

de  droites  représentées  par  une  équation  contenant 
une  variable  (*). 

PAR  M.  X!.  DESMAREST, 

ancien  élève  de  TÉcole  polytechnique. 


r  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  a  et  b 
pour  que  toutes  les  droites  représentées  par  l'équation 

(')  Voir  1. 1,  p.  281;  l.  ll,p.  UO,  cor.  2. 
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se  coupent  au  même  point? 
Soit  6  ==  7  (â) ,  l'équation  devient 

y  =  ax'\-ff[ay  (A) 

Remplaçant  a^v  a  +  h,on^ 

h" 

jr  =  ^x  +  Ajc  +  y  (a)  +  ç'  {a)  h  +  y"  (a)  —  +  etc.       (B) 

Cherchant  l'intersection  des  deux  droites,  on  a 

hx+^\a)'\-fi/\a)  —  +  etc.  =  0. 
1  ,J* 

Divisant  par  h ,  puis  posant  A  =  0 ,  on  a  jc  =  —  ^*[a).  Sub- 
stituant cette  valeur  dans  (A) ,  on  a  pour  les  coordonnées  du 
point  d'intersection  de  deux  droites  : 

x  =  —  fû\a)  ,        y  =  «p(a)  —  a^'{a). 

Or  ^\a)  doit  être  constante  ;  donc  tf[a)^=zpa'\-q.   Cette 
condition  est  nécessaire  et  sufiSsante  ;  car  elle  donne,  pour 
les  coordonnées  du  point  d'intersection , 
x  =  -^p,       y  =  +  q. 

Donc,  pour  que  les  droites  représentées  par  Fcqualion 
jr=:ax^b  se  coupent  au  même  point ,  il  faut  et  il  suflSt  que 
les  quantités  a  eih  soient  liées  par  une  fonction  du  premier 
degré.  L'équation  est  : 

y  =  ax+pa  +  q         ou         y  —  q  =  a{X'^p). 

2""  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  a  et  ^ 
pourque  les  intersections  successives  des  droites  représentées 
par  l'équation  yz=:ax+b  soient  sur  une  ellipse  donnée  ? 

Soit  cette  ellipse  donnée, 

n'x'  +  ^*  =  m'n\ 
Soit  b=z(f  [a)    et  l'équation  des  droites    y  =  ax  -h  '^{a). 
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Les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites  voi- 
sines sont 

•^  =  —  ?  (û) ,        J^  =  ?  (û)  —  ^?  («)  • 
On  doit  donc  avoir 

^*Wi^)Y  +  h  (^)  —  ^<pV)]'  =  wnc  constante  m'n\ 
Or,  même  en  restant  dans  les  lois  ordinaires  des  dérivées, 
on  peut  reconnaître  que  la  valeur  (p(â) ,  qui  réalise  cette  con- 
dition est  cp (a)  =  w\/n' +  a\  Donc,  toutes  les  droites  re- 
présentées par  réquation 

y  =  ax  +  mV  n^  +  a* 
se  coupent  sur  Tellipse 

3**  Un  raisonnement  analogue  démontrerait  que  les  inter- 
sections successives  de  droites  représentées  par  Téquation 

jr  =  ax  +  mv  —  rt*  +  a* 
sont  sur  Thyperbole 

Si  rhyperbole  était  rapportée  à  ses  asymptotes,  son  équa- 
tion serait  de  la  forme 

xy=:  —  m' . 

Or  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites 
voisines  étant  toujours 

x  =  —  ti>\a) ,        ^  =  cp  (a)  —  acp'(a) , 
on  devrait  avoir 

û[(p^(a)]'  —  cp  (a)  (s/{à)  =  une  constante  —  m^.       (C) 

Donc  la  fonction  ^{a)  devrait  être  de  la  forme  V^y  cette 
quantité  étant  multipliée  par  une  constante   •  soit  donc 

t^{a)  =  s\/a  :  réquation  (C)  devient 

=  —  ni*       OU       5'  =  4//*' . 

4  2 


—  157  — 

Donc,  enfin,  les  intersections  successives  de  droites  repré- 
sentées par  réquation 

y  =  ax  +  2m\/a 
sont  sur  Thyperbole 

xy:=.  —  /n\ 

4*"  Si  la  courbe  donnée  est  une  parabole 

x"  =zmjr  ^ 
on  doit  avoir 

—rr TT-T  =  une  constante  m  . 

ou  [?  (^)]'  +  mafi/[a)  —  wy  («)  =  0  ;  (D) 

ce  qui  indique  que  la  fonction  de  a  est  de  la  forme  a%  cette 
quantité  étant  multipliée  par  une  constante  p  dont  on  déter- 
minera la  valeur  ;  soit,  enefiet,  y(a)=/ia%  Téquation  (D) 
devient 

(4/?  +  /«)^' =  0,-        delà,       /;  =  —  —  , 

4 

Ainsi ,  les  intersections  successives  des  droites  représentées 
par  réquation  yz=.ax sont  sur  la  parabole 

4 
x^'=^my , 

Les  conditions  qui  précèdent  ont  été  obtenues  en  évitant 
toute  idée  de  tangentes.  En  général ,  elles  ne  sont  que  suffi- 
santes :  si  nous  admettons  que  la  droite  primitive  est ,  après 
une  oscillation ,  transformée  en  une  tangente  à  la  courbe , 
nous  pourrons  conserver  à  la  question  toute  sa  généralité. 
Nous  donnerons  ici  l'ellipse  comme  exemple. 

ô"*  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  fonctions  algébri- 
ques A  et  B ,  pour  que  les  intersections  successives  de  droites 
représentées  par  l'équation 
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soient  sur  une  ellipse  donnée,  et  rapportée  à  son  centre  et  à 
ses  axes. 

La  courbe  étant  une  ellipse ,  il  existe  une  relation  connue 
entre  la  droite  qui  unit  l'origine  à  un  point  d'intersection , 
et  la  droite  génératrice  correspondante  :  le  produit  des  tan- 
gentes des  angles  que  ces  droites  forment  avec  Taxe  des  x 
est  — /i%  c'est-à-dire  négatif  et  constant. 

L'équation  de  la  droite  étant 

^  =  Aj:  +  B,  (E) 

si  nous  appelons  A',  A'',  etc.,  B',  B'',  etc.,  les  dérivées  suc- 
cessives que  donnent,  dans  A  et  dans  B ,  l'accroîssement  de 
la  variable  indépendante,  on  aura  l'équation  de  la  droite 
changée 

(F)    jr=Aa:+A'^j:+A"-i-a:^+  etc. +B+B'A+B";^+  etc. 
L'intersection  des  droites  (E)  et  (F)  donne 

(G) 


B' 

A'B  — AB' 

~         A' 

La  droite 

qai  unit  l'origine  au 

point  d'intersection 

est 

A'B- 

>•  =  — - 

-AB' 
-B'      " 

^    *  j     .  *      .       AB  — AB'  . 

Le  produit  des  tangentes  A  et  — — ^^ —  étant  négatif  et 

constant ,  on  a 

/a;b--ab;\ 

Delà,  on  déduit 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (G) ,  on  a 
—  AB  n'B 

''""«'  +  A"        '^-/.'  +  A" 


—  159  — 

oa 

_  — AB  y  _      nB 

L'éqiialion  de  Tellipse  donnée  étant  x^  +  ~  =  m^ ,  il  est 

clair  qae  les  sommes  des  carrés  des  valeurs  données  en  (K) 
doivent  résoudre  cette  dernière  équation.  On  doit  donc  avoir 


oa 


OQ 


B' 


«•  +  A' 


B  =  /7i\//i'-i-A\ 

Si  nous  faisons  Thypothèse  la  plus  simple ,  si  nous  suppo- 
sons que  A  est  une  variable  indépendante  a ,  nous  retrouve- 
rons la  condition  donnée  précédemment ,  c  est-à-dire,  que  les 
intersections  successives  de  droites  représentées  par  l'équation 

y  =  ax  4-  mvii*  +  a^ 
sont  sur  Tellipse 

Un  calcul  analogue  résout  la  question  générale  pour  l'hy- 
perbole et  pbur  la  parabole. 

6*"  Des  développées  et  du  cercle  osculateur.  Les  recherches 
de  la  développée  et  du  cercle  osculateur  d'une  courbe  sont 
des  conséquences  des  recherches  qui  précèdent.  Pour  la  pre- 
mière, il  suffira  d'obtenir  les  intersections  successives  des 
droites  normales  aux  génératrices  primitives,  chacune  de 
ces  normales  passant  par  le  point  d'intersection  des  deux  gé- 
nératrices voisines  correspondantes  ;  pour  la  seconde,  on  dé- 
terminera la  distance  d'un  point  de  la  courbe  primitive  au 
point  correspondant  de  la  développée.  Ces  calculs  ne  présen- 
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tcnt  aucune  difficulté;  nous  donnerons  seulement  comme 
exemple  la  développée  et  le  cercle  osculateur  de  la  para- 
bole 

jc^  =  my. 
La  droite  génératrice  est 

ma* 

les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  génératrices 
voisines  sont 

^       ma  m.à^ 

la  droite  normale  à  la  génératrice  primitive ,  et  passant  au 
point  :r',y,  a  pour  équation 


m^  1  /         mà\ 


Si  dans  cette  dernière  équation  i"  on  remplace  a  par 
a-\'h\  2°  on  développe;  3'  on  cherche  Tintersection  des 
deux  normales,  on  a  les  coordonnées  du  point  d'inter- 
section 

ma^  3mà'+2m 

si  on  élimine  a  entre  ces  deux  dernières  équations,  on  a 
27m  j:'        /         -^^ 


=(-?)■ 


16 

Cette  dernière  équation  est  celle  de  la  développée.  Si  on 

transporte  Taxe  des  x  parallèlement  à  lui-même,  en  posant 

m 
^  —  —  =r  ?  on  obtient  la  forme  connue  de  la  développée 

27  w 
Les  coordonnées  x\y\  x^y  tf  un  point  de  la  parabole  et  du 
point  correspondant  de  la  développée  sont 


—  161  — 

^      ma  ma} 

^^T  ^~        2" 

désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  osculateur,  on  a 
fmxt      ma^\       (  ma^      f3/iia*  +  2mY 

^  =VT+"2";  +  \T 4 — )  ' 

ou  R«  =  ^(H-a')\ 

A 

Substituant  pour  a  sa  valeur  déduite  de  Tune  des  expressions 
eu  x'  ou  en  y,  on  aura  le  rayon  du  cercle  osculatenr  en 
fonction  de  Tabscisseou  de  l'ordonnée  du  point  de  la  courbe. 

Pour  obtenir  ce  rayon  en  fonction  de  y,  on  remplacera  a* 

4r' 
par  l'expression  -^,  et  on  aura 
m 

li  — . 

4m 


œNDITION  DE  REALITE 

ii%  racines  de  l'équation  complète  du  troisième  degré. 


professeur. 

Problème.  Chercher  la  relation  des  coeflBcients  de  l'équa- 
tion  x^  +px*  4-  ^x + r=£  0 ,  pour  que  ses  trois  racines  soient 
réelles. 

Solution.  En  faisant  usage  du  théorème  de  M.  Sturm,  on 
obtient  les  polynômes  suivants  : 

(1)  X=a^+px^-^qx  +  r 

(2)  X'  =  3x'  +  2/?x+^ 

(%)  X"=(2/i'-6y)a:  +  (py  — 9r) 

(4)  X'"=— 4/iV+;^y  —  4^*+18/?grr— 27/^. 

Am.DI  MATHiM   UI.  12 


.1 
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Pour  que  toulcs  les  racines  soient  réelles,  il  faut  et  il 
suffit  qu'en  attribuant  à  x  des  valeurs  très-grandes  néga- 
tives, ces  quatre  polynômes  ne  présentent  que  des  variations 
(corollaire  du  théorème  de  M.  Sturm).  Or  le  premier  sera 
négatif  et  le  second  positif,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant 
que  le  troisième  soit  n^atif  et  le  quatrième  positif^  c'est-à- 
dire  que  Ton  ait 

2/>"  — 6y  >0 
ainsi  que  —  kp^r  +  p^q^ —  45^^+  iSpqr —  27r'  >  ( 
OU  bien 

;>--35r>0  \ 

—  4/?  V  +py  —  4^^  +  1  Spqr  —  27r'  >  0.  ) 

Telles  sont  les  conditions  cherchées. 

Discmsion.  Pour  savoir  si  le  calcul  que  Ton  vient  de  faire 
ne  peut  pas  se  simpliGer ,  et  par  suite  si  les  conditions  ci- 
dessus  ne  peuvent  pas  être  exprimées  plus  simplement ,  fai- 
sons disparaître  le  second  terme  de  Téquation  proposée, 
x^-^-px^  4-  qx  -h  r  =  0  ; 

posant  x^y — --p  et  substituant,  on  arrive  à  Téquatioii 


J" 


■^(~"3^'"*'^)-^'*'â7^'""'3^^'*"''^^^ 


équation  de  la  forme 

[m)  x3^rtj^4.6  =  0, 

en  posant 

2     ,        1 

Appliquant  à  Féquation  (m)  les  mêmes  calculs  qu'à  la  pro- 
posée, et  observant  que  Ton  a  /'=0,  q^a^  rz=b,  on  ob- 
tient la  suite  des  polynômes 


—  163  — 

ei  pour  que  les  râleurs  dey  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit 
qu'en  attribuant  à  y  des  valeurs  très-grandes  négatives ,  les 
quatre  polynômes  ne  présentent  que  des  variations  de  signe. 

Or  le  premier  sera  négatif,  le  second  sera  positif  ;  le  troi- 
sième doit  donc  être  négatif ,  ce  qui  exige  la  condition  a  <;o, 
et  le  quatrième  doit  être  positif ,  ce  qui  exige  la  condition 

—  4a3— 276'>0 
on 

27  -^    4 
Or  cette  condition  exigeant  que  — — ■  soit  positif,   ren- 

«7 

ferme  implicitement  la  condition  de  ^z  <^  0  ;  si  donc  la  pre- 
mière condition  est  une  conséquence  de  la  seconde ,  la  seule 
et  unique  condition  de  réalité  des  trois  racines  sera  exprimée 

par 

—  4a3-.27/>'>0, 
m 

4£z5  +  276'<0, 
ou 

—  g^       b' 
27    ^T 

OQ,  remplaçant  a  et  b  par  leurs  valeurs, 

27         ^  4 

Cetle  condition  et  la  condition  a  <  0  ou  - />"  >  ^ ,  qui  y 
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est  implicitement  renfermée ,  doivent  -être  identiques  avec 
celles  que  nous  avions  trouvées  primitivement,  savoir  : 

et  pour  qu'il  n'y  ait  aucune  contradiction  entre  les  deux  cal- 
culs, il  faut  que  la  condition /?•— 3^  >0  soit  une  consé- 
quence de  la  condition 

chose  qui  nous  est  enseignée  par  le  second  calcul  et  qui ,  de 
plus,  va  nous  mettre  sur  la  voie  pour  nous  faire  trouver  que 
la  première  condition  est  une  conséquence  de  la  seconde  ; 
à  cet  effet,  retranchons  vingt-sept  fois  le  second  polynôme 
de  quatre  fois  le  cube  du  premier,  nous  aurons 

V— 36;?*y  +  IOS/jV  +  81pV  —  *86/?yr  4- 729r'. 

Le  second  calcul  nous  avertit  que  ce  polynôme  est  un  carré 
parfait,  et  en  effet  il  est  le  carré  du  polynôme  2p^ — 9/?^+27r; 
le  reste  étant  donc  une  quantité  positive ,  il  en  résulte  que 
quatre  fois  le  cube  de;?'— 3^  est  plus  grand  que  vingt-sept  fois 
le  second  polynôme  ;  si  donc  le  second  polynôme  est  positif 
(  c'est-à-dire  si  la  seconde  condition  est  remplie) ,  quatre  fois 
le  cube  de  p* — 3q  sera  aussi  positif,  et  par  conséquent 
p*  —  3^>0,  c'est-à-dire  enfin  que  la  première  condition 
est  une  conséquence  de  la  seconde  ;  d'où  l'on  peut  conclure 
qu'une  seule  condition  suflBt  pour  établir  la  réalité  des  trois 
racines  de  l'équation  x^-\-px*+qx-^r=:0^  condition  qui  est 
exprimée  par 

—  ip^r-^p'q'  +  iSpqr—  kq^  —  27r'  >  0  (P) , 

qui  se  réduit  à  4£z'  +  276*  <  0,  lorsque  l'équation  se  réduit 

àr^  +  «^  +  6=0. 

Note.  Nous  rappellerons  ici  une  observation  de  Legendre , 
qu'on  peut  ainsi  généraliser  :  Etant  donnée  une  équation 
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algébrique  de  degré  m ,  formons  les  produits  différents  des 
racines  deux  à  deux;  donnons,  dans  chaque  produit,  au 
premier  facteur  l'exposant  positif  entier  p\  et  au  second 
facteur  l'exposant  positif  entier  q^  ;  désignons  par  ^  la  somme 
de  ces  produits  ainsi  obtenus,  et  par  z  la  somme  de  ces  pro- 
duits, en  changeant/?'  en  y',  et  vice  versa;  ^4-z  et  ^z  sont 
des  fonctions  symétriques  des  racines;  on  peut  donc  les  ob- 
tenir en  fonctions  entières  des  coeflBcients  de  Téquation , 
et  par  conséquent  {y — z)'=(^+2)" — 4^2  peut  aussi  s'ex- 
primer en  fonctions  des  mêmes  coefficients  :  si  cette  fonction 
est  négative,  Féquation  a  des  racines  imaginaires,  et  si  cette 
fonction  n'est  pas  un  carré  parfait,  Téquation  ne  peut  avoir 
toutes  ses  racines  irrationnelles  ;  si  /71  =  3 ,  /?'  =  2 ,  ^'=:  1 , 
alors  (j^ — z)*  est  la  fonction  (P)  de  M.  Tarnier.  Il  faut  re- 
marquer qu'une  telle  condition  est  sufiBsante  pour  l'équation 
du  troisième  degré ,  mais  non  pas  pour  les  équations  de  de- 
gré supérieur.  (  roir  1. 1 ,  p.  151  et  513.  )  Tm. 


NOTE  SUR  LES  MAXIMA  D'UN  PRODUIT. 

PAR  M.  AUGUSTB  BSUkBéRÉSRS , 

professeur,  licencié  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 


Décomposer  un  nombre  a  en  parties  telles  que  le  produit 
de  puissances  positives  déterminées  de  ces  parties  soit  un 
maximum. 

Soient  jt,  jr,  z,  u  ...  ces  parties,  on  a  j:+j^+z+w+-.=^. 
Or,  en  appelant  m,  /i,/?,  q,  les  exposants  des  puissances  , 
il  faut  que  x'^yz^u''..,  soit  un  maximum.  Et  il  est  évi- 

dent  qu'on  y  satisfera  en  rendant  — ^   n   p   q     ""  maxi- 
mum j  car  le  dénominateur  est  constant. 
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*.    .  x'^y^VL^.,,  XXX        Y  Y        ZZ        UU 

Mais  on  a    ^  n  v   o     =  " ...--...--...--.., 

m   np^q^.,.       m  m  m      nn     pp      qq 

X  X         X  Y  Y 

et  il  est  aussi  évident  que  — |-—  H f-  -.•  H-*^  +  ~  +  ••• 

m       m      m  n       n 

+  E  +  ^--+^  +  ^  +  -  =  "^+T+7  +  ?'  + 

p       p  ^9.  m         n        p         q 

...  =  j^-j-^-j-z  +  w-}-...  =  ci.  C'est  donc  comme  si  on  pro- 
posait de  décomposer  a  en  'w  +  /i4-p  +  5'  +  --- facteurs 

—  .  — ...  -  .  -  ...-.-...-.-  ... ,  dont  le  produit  soit 
mmnnppqq 

maximum ,  et  Ton  sait  qu'il  faut ,  pour  cela ,  que  tous  les 

X        Y        z         u 

facteurs  soient  égaux  ;  on  a  donc  —=•-  =  -=-...  pour 

m       n       p        q       ' 

les  équations  qui ,  conjointement  avec  j:+^-|-  z+ u..  .  =  a  , 
serviront  à  trouver  les  valeurs  de  x,  j^,  z,  u  ...  qui  rendent 
le  produit  maximum  ;  il  y  a  autant  d'équations  que  d'incon- 
nues ,  et  Ton  a 


a?: 


/71  +  W+/I+... 

an 

'  m  +  n+p-^,,, 
etc. 


On  voit  en  même  temps  que ,  par  le  môme  procédé ,  ou 
rendrait  x'^y~''z'^  «-«...=    ^  ^      ■ —  minimum. 


11  en  serait  de  mém(3  pour 


x-fz^u!^,. 


p     q_         in!   ,  n'   ,        f/  y        ^y 


X    y    z*^ 

car  élevant  à  la  w'  n! p  ^'...»é"»e  puissance ,  on  aura 
^ini»'pVjK»'^'P'î'aP«'«Vtt9«»'*»'P';  et  si  ce  produit  est  maxi- 
mum, il  en  sera  de  même  de  l'autre.  Donc  il  suffit  de  poser 

— T-n  =  — TT-,  =  — r-n  =  — TT",  =  ...>  ou  divisant 
innpq        nmpq         pmnq         qmnp 

par  iiiL  n' p  (][ 


,    ,    ,    .         X         y        z       u 


/wi  V       n       p 
Vii?/       /?      p' 


9_ 
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Enfin ,  on  rendra  par  le  même  procédé , 

m        n        p         q 

OC  *V  ^' ^  ^  ^  ^••-  un  minimum. 

Cette  question  est  ainsi  démontrée  par  Talgèbrc  élémen- 
taire, (f^otrt.  II,p.  417). 


THÉORÈMES  STATIQUES 
SUR  LES  POLYGONES  ET  LES  POLYÈDRES. 

PAR  la.  HUBT, 

rég«nt  au  collège  de  Pamiers. 

Si  pltAsimrs  forces  sont  représentées  par  les  côtés  d'un  poly- 
gone plan  ou  gauche^  en  grandeur  et  en  direction^  et,  de  plus^  si 
elles  agissent  dans  le  même  sens^  elles  se  réduisent  à  un  couple. 

Je  vais  d'abord  prouver  que  ce  théorème  est  vrai  pour  le 
triangle ,  et  j'en  conclurai  ensuite  qu'il  a  lieu  pour  un  poly- 
gone d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 

Soit  le  triangle  ABC  {fig.  19)  ;  P,<  Q ,  R  ,  les  forces  agissant 
dans  la  direction  de  ses  côtés ,  dans  le  même  sens ,  et  ayant 
pour  intensité  la  grandeur  des  côtés.  La  forqe  Q  appliquée 
au  point  C  peut  être  supposée  appliquée  en  B  -,  alors  elle  se 
compose  avec  la  force  P  appliquée  en  B,  et  fournit  la  ré- 
sultante BS ,  et  on  a  GS  =  BD  =  AB.  Les  deux  triangles 
ABC ,  GBS  sont  égaux  comme  ayant  BG  commun ,  Tangle 
ABC  égale  BCS ,  et  AB  =  CS.  Donc  BS  =  AC,  et  les  angles 
fiCA,  GBS  sont  égaux  ;  donc  la  force  fiS  est  égale  à  la  force 
AR  et  lui  est  parallèle;  donc  les  trois  forces  P,  Q,  R  se  ré- 
duisent à  un  couple. 

Soit  maintenant  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de 
côtés  ABGDEFG(^^.  20);  P,Q,R,  S,T,  U,  V  les  forces 
qui  agissent  dans  la  direction  de  ses  côtés ,  dans  le  même 
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sens,  et  ayant  pour  iotensités  les  grandeurs  de  ces  côtés.  Me- 
nons les  diagonales  AC,  AD ,  AE ,  AF,  appliquons  aux  deux 
extrémités  de  chacune  de  ces  diagonales ,  et  dans  leur  direc- 
tion deux  forces  égales  et  opposées,  dont  l'intensité  sôit  égale 
en  grandeur  à  ces  diagonales ,  ce  qui  ne  change  pas  Tétat 
du  système.  On  voit  alors  que  chaque  triangle  se  trouve 
sollicité  comme  dans  le  cas  précédent,  que  partout  pour 
chaque  triangle  les  forces  se  réduisent  à  un  couple ,  et  par 
conséquent  que  toutes  les  forces  appliquées  au  polygone  se 
réduisent  aussi  à  un  couple. 

Note,  I.  Pour  opérer  la  composition  des  couples  parla 
méthode  des  axes ,  on  prend  un  point  quelconque  O  dans 
l'espace ,  et  on  abaisse  des  perpendiculaires ,  représentant  les 
axes^  sur  les  plans  des  couples,  soit  P  le  pied  d'une  de  ces 
perpendiculaires.  Supposons  un  homme  placé  sur  le  plan  du 
couple,  ayant  les  pieds  en  P  et  la  tête  en  O  ;  pour  repré- 
senter le  sens  du  couple,  M.  Poinsot  établit  cette  convention  : 
si  le  couple  tourne  de  gauche  à  droite,  on  porte  la  ligne  pro- 
portionnelle à  la  grandeur  du  couple,  sur  le  prolongement 
de  PO,  à  partir  de  O,  eiT  s'éloignant  du  plan  ;  et  si  le  couple 
tourne  de  droite  à  gauche ,  on  porte  la  ligne  représentant 
l'intensité  du  couple,  de  O  vers  P  j  d'après  cette  convention, 
on  voit  que  lorsque  deux  couples  tournent  dans  le  même 
sens ,  le  couple  résultant  tourne  aussi  dans  le  même  sens ,  et 
par  conséquent ,  si  tant  de  couples  qu'on  voudra  tournent 
dans  le  même  sens ,  l'équilibre  est  impossible  ;  c'est  ce  qui  a 
lieu,  dans  le  cas  actuel,  eu  prenant  un  des  angles  du  poly- 
gone pour  point  de  départ  des  axes  ;  on  peut  même  prendre 
pour  (»*igine  des  axes ,  un  point  quelconque ,  situé  dans  l'în« 
térieur  du  polygone^  lorsqu'il  est  plan. 

II.  Chaque  couple  est  ici  proportionnel  au  double  de 
l'aire  d'un  triangle  correspondant  :  représentant  donc 
l'intensité  du  couple  par  G,  on  a,    d'après   la   formule 
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relative  à  la  résultante,  G'  =  4IA'  +  82AA'  cos  A, A'; 
Aj  A',  A"....,  sont  les  aires  des  triangles  ABC,  ACD, 
ADG ,  etc.  ;  SA'  est  la  somme  des  carrés  des  aires  des  trian- 
gles ,  et  2AA'co6  (A,A')  est  la  somme  qa'on  obtient ,  en  mul- 
tipliant ces  aires  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle 
respectif  et  ajoutant  les  produits. 

'  III.  Cette  formule  exprime  aussi  ce  théorème  de  géomé- 
trie :  Dans  toutes  les  pyramides  qui  ont  pour  base  le  même  po- 
lygone, la  somme  des  aires  des  carrés  des  faces  triangulaires 
plus  le  double  de  la  somme  des  produits  de  ces  aires  prises 
deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  Fangle  respectif  des  faces  , 
est  une  quantité  constante;  et  lorsque  le  polygone  est  plan, 
cette  quantité  constante  est  égale  au  carré  de  Taire  de  la  base . 
lY.  Pendant  le  mouvement  du  système,  le  centre  de 
moyenne  distance  des  sommets  du  polygone  reste  immobile 
{vay.  p.  241 ,  t.  II).  En  général ,  et  d'après  le  même  prin- 
cipe, si  des  mobiles,  partant  simultanément  des  sommets 
d'un  polygone,  parcourent  les  côtés,  dans  le  même  sens,  avec 
une  vitesse  uniforme  et  proportionnelle  respectivement  à 
ces  <:ôtés ,  le  centre  de  gravité  de  ces  mobiles  reste  6xe. 
Cette  proposition  était  déjà  connue  des  anciens,  mais  pour 
le  triangle  seulement.  Yoici  comment  elle  est  énoncée  dans 
Pappus(liv.  8,  prop.  2)  :Soit  le  triangle  ABC  et  le  triangle 
inscrit  GHK  ;  G  est  entre  A  et  B ,  H  entre  B  et  C  ;  K  entre 

A  et  C  ;  si  Ton  a  -r-pr  ==  tît;  =  7^  »  les  deux  triangles  ont 
l>tir-      tin       An. 

même  centre  de  gravité. 

y.  Si  Ton  applique  selon  les  côtés  d'un  polyèdre  deux  forces 
égales  et  directement  opposées,  il  y  a  équilibre  ;  représen- 
tons ces  forces  respectivement  par  les  côtés  en  grandeur  et  en 
direction  ;  le  système  se  partage  en  deux  autres,  dont  chacun 
a  pour  résultante  un  couple  ;  les  deux  couples  résultants  sont 
égaux ,  ont  le  même  axe  et  tournent  en  sens  inverse }  les 
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couples  composants  ne  sont  autres  que  les  doubles  des  aires 
des  faces  du  polyèdre  ;  si  Ton  supprime  une  face ,  alors  les 
faces  restantes  dcmneront  pour  résultante  un  couple  repré- 
senté par  le  double  de  l'aire  de  la  face  supprimée  ;  appli- 
quant la  formule  connue  pour  les  couples  résultants ,  on  a 
ce  théorème  général  (Garnot,  Géotn.  depoiition^p,  310)  :  Le 
carré  de  Tune  quelconque  des  faces  d'un  polyèdre  est  égale  à  la 
«omme  des  carrés  de  toutes  les  autres  faces,  moins  le  double  de 
la  somme  des  produits  de  toutes  les  autres  faces  multi  pliéasdeux 
à  deuic ,  et  par  le  cosinus  de  Tangle  qu'elles  comprennent. 

Le  théorème  (III)  est  un  cas  particulier. 

YI.  Il  existe  un  théorème  analogue  pour  les  polyg<Mies 
{Géométrie  de  position  ,  p.  308)  ;  en  général,  tout  théorème 
de  statique  peut  se  transformer  en  théorème  de  géométrie. 
En  décomposant  un  système  de  forces  dont  on  connaît  l'état 
résultant,  en  d'autres  groupes  de  forces,  on  parvient  à  beau- 
coup de  théorèmes  consignés  dans  l'ouvrage  cité.      Tm. 

SOLUTION  DU  PROBLEME  71.  (T.  II  ,  p  .327.) 

PAR  as.  FAUBB  (H.}f 

élève  eu  spéciales. 

Soit  l'équation  a:3-j-3^j:*-f.3^j:4-r=0. 

Posons  A  =  \/p^ —  ^ .  Si  les  trois  racines  sont  réelles ,  elles 
sont  comprises ,  la  première  entre  — p  —  2A  et  — p —  A;  la 
deuxième  entre  — /? — A  et  — /?4-A;  la  troisième  entre 
— /i+A  et  — /?  +  2A. 

Posons  X  ^y — p.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  à  la  place 
de  X  dans  l'équation ,  la  transformée 

(1)        J.3—  3  A>+2/73—3/?^  +r  =  0,  H 

(•)  Celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  (y -A)' (y  +  2A)-2À>+ 
3|i'  -  Sp^+r— 0  ;  tous  les  résultats  deviennent  intuitifs.  Tm. 
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maoqae  de  second  terme.  Les  racines  de  cette  équation 
étant  égales  à  celles  de  la  proposée  augmentées  de  /? ,  la 
question  sera  ramenée  à  prouver  que  Téquation  en  ^  a  une 
racine  comprise  entre  — 2A  et  — A,  la  deuxième  entre 
—A  et  H-A,  et  la  troisième  entre  +-A.  et  +2A  ,  en  sup- 
posant d'abord  que  toutes  les  racines  soient  réelles. 

Pour  démontrer  qu'il  y  a  une  racine  entre  — 2A  et  —  A  , 
il  suffit  de  faire  voir  que  si  l'on  substitue  ces  quantités  à  la 
place  de  y  dans  l'équation  (1)  y  on  obtient  deux  résultats  de 
signes  contraires. 

Or,  en  égalant  à  zéro  la  dériyéedu  premier  membre  de 
réqnation  on  a  : 

^"— A'  =  0,  d'où  r=±A. 
Si  les  racines  sont  réelles ,  celles  de  la  dérivée  le  sont 
aussi  ;  donc  A^  est  une  quantité  positive.  1^  second  terme  de 
l'équation  est  donc  négatif ,  quant  au  dernier  il  peut  être  po- 
sitif ou  négatif.  Supposons-le  d'abord  positif.  D'après  le  théo- 
rème de  Rolle  ,  il  y  a  une  racine  entre  +  A  et  — A  ;  or 
—  A  donne  pour  résultat  2A^+2j»^ — 3/?^  +  ''^  quantité 
positive;  donc  -^k  donne  un  résultat  négatif. 

EfiTectuons  la  substitution  de  —  A  et  de  —  â A 
pour^= — A ,  on  a  pour  résultat  2A3-|-2;i^ — 3/;^+  ^• 
^=— 2A  .)  —2A^+2/?3— 3/7^  +  2. 

Le  premier  résultat  est  positif;  je  dis  que  le  deuxième  est 
négatif.  Si  dans  l'équation  on  fait  ^  =  0,  on  obtient  un  ré- 
sultat positif,  ainsi  que  pour  ^=r  oo.  Mais  comme  l'équa- 
tion a  deux  racines  positives  ,  puisque  son  premier  membre 
offre  deux  variations ,  et  que  toutes  ses  racines  sont  réelles  ; 
on  est  certain  en  vertu  du  théorème  de  Rolle ,  que  si  l'on 
substitue  la  racine  positive  -f^^  d^  1^  dérivée  dans  Féqua- 
tien ,  on  doit  obtenir  un  résultat  négatif.  Faisant  la  substi- 
tution ,  on  trouve 

— 2A3  -f  2/i«  —  %pq  +  2  <  0. 
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Donc  entrey  = — A  et  j^  =  —  2  A ,  il  y  a  une  racine  de  Féqua* 
tion.  Gomme  -|-  A  et  —  A ,  ont  aussi  donné  des  résultats  de 
signes  contraires ,  il  y  a  une  racine  entre  +  A  et  — A. 

Si  l'on  fait  ^  =  +  2A  ,  on  obtient  un  résultat  négatif  ;  par 
conséquent  entre  -f-A  et  -j-^^?  >1  y  ^  une  racine  de  la 
transformée. 

Si  Féquation  avait  son  dernier  terme  négatif,  on  chan- 
gerait^ en  — y^  et  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes, 
on  obtiendrait  une  équation  dans  laquelle  le  second  terme 
est  négatif  et  le  dernier  positif;  on  pourra  donc  en  tirer  les 
mêmes  conséquences  que  précédemment. 

Si  Féquation  n'a  qu^une  racine  réelle ,  la  dérivée  a  ses  ra- 
cines imaginaires.  Par  conséquent  la  racine  réelle  de  Féqua- 
tion ne  peut  être  comprise  entre  les  quantités  imaginaires 
—  2A  et  4-2A. 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  42.  (Page  519,  (.  I.) 

PAR  M.  VIDA&  (J.)9 
élève  au  collège  de  Montpellier. 

Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  com- 
mune et  une  corde  commune  parallèle  à  cette  tangente. 

Soit  AB,  la  tangente  donnée  [fiq.  21),  et DD  la  corde  com- 
mune \  je  prendrai  pour  axe  des  x  une  perpendiculaire  menée 
par  le  point  G ,  milieu  de  DD'  sur  la  tangente,  le  lieu  cherché 
devant  évidemment  être  symétrique  par  rapport  à  cette 
droite;  et  pour  axe  des  y  la  tangente  commune  AB.  Je  dé- 
signe par  a  et  6  les  coordonnées  du  point  D  ,  et  celles  du 
point  D'  seront  ^,—  h.  Par  le  point  C  je  mène  une  droite 
quelconque  CE  ^  cette  droite  sera  un  diamètre  d'une  des  pa- 
raboles ,  dont  le  foyer  est  un  point  du  lieu  cherché  \  la  tan- 
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gonte  AB  touchera  la  parabole  dout  CE  est  le  diamètre, 
an  point  £  ;  par  conséquent  si  par  le  point  £,  je  mène  GE , 
faisant  avec  la  tangente  un  angle  égal  à  GEO,  le  foyer  de 
la  parabole  que  nous  considérons  devra  se  trouver  sur  celte 
droite.  Je  désigne  par  {x\  y')  les  coordonnées  de  ce  foyer  Fj 
si  je  prends  le  symétrique  R  de  ce  point  par  rapport  à  la  tan- 
gente ,  j'aurai  un  point  de  la  directrice  de  la  parabole  que 
nous  considérons  ;  si  par  ce  point  R ,  j'abaisse  une  perpendi- 
calaire  sur  le  diamètre  CE ,  j'aurai  la  directrice  elle-même  ; 
exprimant  maintenant  que  le  point  D,  est  également  distant 
du  foyer  (x'jy)  et  de  la  directrice,  j'exprime  que  DD'  est 
une  corde  de  la  parabole ,  j'obtiens  ainsi  deux  équations  de 
condition  entre  (x',  y) ,  les  quantités  connues,  et  la  variable 
qui  6xe  la  position  du  diamètre  GE  ;  en  éliminant  cette  va- 
riable ,  j'aurai  Téquation  du  lieu  cherché  ;  il  n'y  a  plus  qu'à 
exécuter  ce  que  je  viens  d'indiquer. 

L'équation  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  point 
C,est 

jr=zm{X'-a)  (1); 

celle  de  la  droite  GE  est  par  conséquent 

La  première  équation  de  condition  sera  donc 

y=  — /7i(j/-fa).  (2) 

les  coordonnées  du  point  symétrique  du  foyer  par  rapport  à 
la  tangente  sont  (y, — x*) ,  l'équation  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  le  diamètre  est  donc  • 

^-y=  — i(jr+j:'), 

m 
OU  bien 

U  deuxième  équation  de  condition  sera  donc 

(^-  aY+  (y-  br  =   ^  iJrn>  ' 

1  -f-  /n 
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Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  m  entre  cette  équation ,  et  Té- 
qaaiion  (2)  ;  pour  cela  de  la  V^  on  tire  la  yaleur  de  m,  on  la 
porte  dans  celle  qui  est  ci-dessus ,  et  on  trouve  que  Véqua- 
tion  du  lieu  cherché  est  en  supprimant  les  accents  : 

(y—bf  {x-¥ay-\-y  {x  —  ay=:.\ax  (:r  +  tf/— 

A  la  seule  inspection  de  cette  équation  y  on  voit  que  si  on 
porte  l'origine  au  point  de  Taxe  des  x ,  sjrmétriqne  du 
point  G,  par  rapport  à  la  tangente,  elle  se  simplifiera,  il  n'y  a 
donc  qu'à  remplacer  x,  par  x — a ,  et  il  vient  : 

{y^byx^^y[x^^df  =  \a{x—a)x*-\-^{y--b)x\  ■ 

Effectuant  les  calculs  et  simplifiant ,  on  trouve  finalement 
que  l'équation  du  lieu  est  : 

^ax^  +  ^ayx — 4a  V—  4ûy  —  6V=i  0.  (3) 

Cette  équation  nous  montre  tout  de  suite  que  Toriginc  est 
un  point  de  la  courbe  et  même  iin  point  multiple  ,  parce 
qu'en  faisant  j:=0  et^=0,  on  a  successivement  deux  va- 
leurs de  a:  et  de ^  qui  se  réduisent  à  zéro;  Téquation  de  la 
tangente  en  ce  point  est: 

4/xV+4^zy+6V=0.  • 

Cette  équation  étant  formée  de  la  somme  de  trois  carrés  ,  il 
s'ensuit  qu'elle  ne  représente  rien  du  tout  ;  nous  en  con- 
cluons que  Vorigine  est  un  point  multiple  isolé. 

Les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
Taxe  des  x  sont  données  par  l'équation  : 

4aa:3—  4ût'x'—  b'^x''  =  0. 
Cette  équation  est  divisible  par  x^^  ce  qui  nous  donne  les 
deux  points  situés  à  l'origine  des  coordontiées  ;  en  divisaitl 
par  ce  facteur,  il  nous  reste 

4âLf  — 4a'— 6'=0, 


foù 
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4a'+  b\ 


Gomme  vérification,  on  peut  chercher  directement  cette 
valeur  au  moyen  du  théorème  que  j'ai  démontré  (page  445 
da  t.  II]  ;  car  cette  yalenr  est  a,  augmenté  du  quart  du  para- 
mètre de  la  parabole  dont  Taxe  principal  serait  Taxe  des  x. 
D'après  ce  théorème  on  a , 

d'où  2i7  =  —  , 

a 

si  au  quart  de  cette  quantité  nous  ajoutons  a  ,  nous  aurons 

f-f4a' 

•—7 ,  comme  nous  Tavous  trouvé  ci-dessus. 

Supposons  que  le  point  H ,  qui  nous  détermine  cette 
abscisse ,  soit  compris  entre  les  deux  points  O  et  C  ;  construi- 
sons le  lieu  ;  de  l'équation  (3) ,  je  tire 

^  _  (^^^4.  ^a*)  x"—  kax^ 
-^  ""  4a(:r— a) 

Cette  valeur  nous  confirme  dans  ce  que  nous  avions  dit  en 
commençant,  c'est-à-dire,  que  le  lieu  est  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  a:.  A  la  seule  inspection  de  cette  valeur, 
on  voit  que  nous  ne  pouvons  pas  donner  à  x  des  valeurs  né- 
gatives ,  parce  que  les  valeurs  correspondantes  de^  seraient 
ioiaginaires.  Les  valeurs  plus  petites  que  a  produisent  le 
même  effet ,  excepté  j:=t:0,  qui  donne  y"  =0,  ce  qui  nous 
fait  voir  encore  plus  clairement  que  l'origine  est  un  point 
isolé.  La  courbe  cherchée  est  donc  entièrement  à  droite  de 
l'ancien  axe  des  j". 

Le  numérateur  de  la  valeur  de  y*  nous  montre  que  nous 
oe  pouvons  pas  donner  à  Jt ,  des  valeurs  plus  grandes  que 

fe'+4a' 

-*-r — ,  pour  laquelle  on  a>'  =  0,  la  ligne  HI  est  donc 


I 


—  176  — 

une  limite  de  la  courbe.  A  mesure  que  la  valeur  de  x  sq 
rapproche  de  a^  la  valeur  dey  augmente,  et  lorsque  xssa, 
cette  valeur  devient  infinie  ;  la  tangente  conunune  est  donc 
asymptote  de  la  courbe  ;  cherchant  en  effet  directement  les 
équations  des  asymptotes ,  on  trouve  cette  droite  comme 
seule  et  unique  asymptote.  Nous  connaissons  maintenant 
assez  de  choses  sur  cette  courbe  pour  pouvoir  la  tracer. 
Cette  courbe  a  deux  points  d'inflexion ,  placés  symétrique- 
ment par  rapport  à  Taxe  des  x.  Au  moyen  de  la  méthode 
donnée  par  M.  Midy  (page  232 ,  tome  II) ,  on  trouvera 
facilement  la  position  de  ces  deux  points. 

Si  on  voulait  avoir  le  lieu  des  sommets  des  mêmes  para- 
boles ,  on  pourrait  se  servir  de  ce  que  nous  venons  de  faire. 
Soit  F  un  foyer,  on  obtiendra  facilement  la  directrice  RS, 
comme  nous  Tavons  indiqué  ci-dessus  ;  du  point  F,  abais- 
sant une  perpendiculaire  sur  la  directrice  et  prenant  le 
milieu  de  SF,  on  aura  le  sommet  de  la  parabole  que  nous 
considérons.  En  désignant  par  x  et  ^  les  coordonnées  du 
sommet ,  et  :t:',  y  les  coordonnées  du  foyer  et  exprimant 
toutes  les  conditions  ci-dessus  indiquées,  on  arrive  aux  équa- 
tions. 

y-y=^rn(x^x'),  (4) 

{ni{y—y)  +  x  +  x'\' 

•  y=-m(x'+a),  (6) 

\m{b—y)  +  a  +  x'y 

Si  on  élimine  m  entre  les  équations  (6)  et  (7),  nous  savons  à 
quoi  nous  arrivons  ;  il  n'y  aurait  plus  qu'à  déterminer  3if,y^ 
m,  au  moyen  des  équations  (4) ,  (5) ,  (6) ,  mais  l'élimination 
serait  très-compliquée. 
Note.  Ce  genre  de  problèmes  se  résout  d'une  manière  di- 
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recte  et  facile  par  nos  formules  générales.  Conservons  la 
même  notation  et  les  mêmes  axes  des  coordonnées  ;  on  a , 
poor  l'équation  de  la  conique, 

la  conique  est  une  parabole ,  donc  m  =  B* —  4AC  =  0  ;  Taxe 
des ^  est  une  tangente,  donc  /=  D'— 4AF  =  0  ;  les  deux 
points  donnés  fournissent  Téquation 

A6*+  b  (Ba  +  D)  +  C«'+  E<x  +  F  =  0  , 
celte  équation  devant  être  satisfaite  par  +Z^  et  — ^,  ou  a 

D 

doncBa  +  D  =  0  et  A^'+Ca'+E^z-|-F  =  0;  faisant -  =  z, 

A 

00  tire  de  ces  diverses  équations 

C_s'       D_  E_      A'       a   ,      F_aV 

^__^_BD 26'      *1_3Ç  5_      E_6^ 

A'—A        A'~         a'    À'~     AA       ^  '  A~  a"^  ' 

Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  a  et  de  p  (p.  432 , 
t.  II),  et  considérant  que  cos7  =  0,  il  vient,  après  avoir 
divisé,  numérateur  et  dénominateur,  par  A^, 

b'               ^        z      az'+^a'+b' 
^j       P  =  ^     


a(4  +  z')  "^        2a  z'-k-k 

\  26 

Eliminant  z\  entre  a  et  ^,  on  en  tire  z  =  — !--  ;  substi- 

tuant  cette  valeur  de  z  dans  a ,  il  vient 

(a  -f  a)^  [J^aoL  —  b^]  +  4rta6'=  0  ;  (1) 

remplaçant  «  par  x  —  a,  et  (3  par^,  on  obtient  Téqua- 
tion  (3)  de  M.  Yidal. 

En  général,  au  moyen  de  nos  formules,  on  peut,  sans 
faire  aucune  construction  nouvelle ,  écrire  de  suite  les  équa- 
tions et  ramener  à  une  question  d'élimination  tous  les  pro- 

AiN.  Di  Ukjmiu.  III  13 


sQbstitaant  pour  N,  /,/,—»  â^i  TT?  '^  valears  trouTées 
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blèbfies  où,  connaissait  quatre  conditions  dans  nne  coni({tie, 
il  s'agit  de  déterminer  le  lien  géométrique  des  foyers,  du 
centre,  des  sommets  ou  de  tout  autre  fM>int  dëteraûné  dans 
le  plan  de  la  conique. 

L'équation  (9),  relative  aux  coordonnées  du  sommet, 
donne  ( p.  26 ,  t.  II ) ,  faisant  m=Oj 

4N'(/--2Aitj7)=B*L, 

4N'(/'— 20fe'j^)  =  B'L; 

—  L  II 

ci-dessus,  on  parvient  facilement  à  ces  deux  équations  : 
z^ay  ^  ^a'z"  +  2  (l^ax  —  6')  =  0  ; 

a 

Éliminant  z  y  on  obtient  une  équation  entre  x  et  ^,  coor- 
données du  sommet  »  et  qui  peut  monter  au  plus  au  16*  degré. 

Tm. 


QUESTION  SUR  LES  ÉQUATIONS  DÉRIVÉES  O , 

PAB  M.  MBRUEUZ  (ÉBOUARD), 

élève  en  spéciales  (preniiére  place). 


Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  équa- 
tions qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  d'un  poly- 
nôme de  la  forme 

x"'+P.x'^-'4-Pa^"*~' •^VnX^'-'' +  Pm, 

depuis  la  {m — .n)»*«aô  jusqu'à  la  (w —  1)® ,  aient  une  racine 
commune? 

(*)  Proposée  au  collège  Louis-le-Grand.  Classe  de  M.  Richard,  en  férrier  iS44. 
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Quelle  est  la  forme  générale  des  polynômes  fonctions  de  x 
da  m^^me  degré  qui  jouissent  de  cette  propriété? 

Résoudre  l'équation  que  Ton  obtient  en  égalant  à  zéro 
Tmi  de  ces  polynômes,  m  étant  égal  à  une  puissance  de  2  et 
n  étant  égal  à  m— -l. 

I. 


La  dérivée  de  ce  polynôme ,  de  Tordre  (w—  ») ,  étant  dé- 
signée par/(«»^*)(jE:)  , 

/T«i-»)(x)=si»(/w~.l) (/i-4-t):c*-j-(,»— i)(iw  — 2)...  , 

«P.a:"~'-f  (w— 2)(m  — 3) (a  — tjP.a:'*- 

+{m--H)(m—n  —  \) 2.1.P«, 

le  terme  général  de  ce  développement  est 

(ifi— /?)(/»— p  —  1) {n^p  +  i)9px'^, 

Findice  j9  étant  {dus  petit  que  n. 
Si  on  suppose  n=l ,  on  aura  ainsi  la  dérivée  de  Tordre 

m — 1   : 

/(«-*)(j:)  =  m(m--l)...2.a:+(/n--l)  (771  —  2)...  l.P. 
Posons  donc  les  équations 

/(m-H*) (j:)=0^/(«-»+i) (x)  =0. . ./(»»  - 2)  (:c)=o^(« " 0  ix)=0. 
Considérés  relativement  à/^»»--»*) (a*),  les  premiers  mem- 
bres des  équations  qui  suivent/("»-*)  (x) = 0  sont  les  (n  — - 1  ) 
(ffemières  dérivées  de/(«»-^)(x}.  Si  donc  on  suppose  qu'il 
existe  une  racine  commune  aux  n  équations  précédentes ,  il 
résulte  de  la  théorie  des  racines  égales  qu'elle  sera  multiple 
dans/Cm— ii)(x)  ^  et  que  son  degré  de  multiplicité  sera  égal  à 
n  ;  d'ailleurs  cette  racine  sera  facile  à  obtenir,  cary(*»-Oj:=0 
étant  du  premier  degré,  on  en  tiré  immédiatement 

771* 
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p 

y  (OT-n)(jp)  étant  du  degré  n  et  contenant  le  binôme  j:+  — 

à  la  paissance  n,  sera  donc  égal  à(x-j-~j,àan  facteur 

numérique  près,  facteur  numérique  qui  n'est  autre  que  le 
coeflBcient  de  x^  dansy*(»»-**)(x).  Divisant  cette  fonction  par 

m(m  —  i) ...  (/i+l),  on  aura 

m  m  {m  —  i)  m[m — i)(m— 2) 

=(-+S)"='-+-^"+^(l)>+ 

+'-^'=^^m^'+ 

Les  coefiBcients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deax 
nombres  devant  être  égaux ,  un  a  les  identités 


ni  m 


«(»-!)  „       n(n-l)/P. 


P. 


»-<)  /P.  Y 

1.2      \m)' 


m  (m  —  1  ) 
n{n^\) (n - 2)  ^        n{n  - 1)  (/»  —  2)  /P.V 


_  n(n^\){n-2)  /P.V 
'""  1.2.9  \m) 


/n(/?i— !)(/» — 2) 

la  première  montre  que  P,  reste  indéterminé;  mais  des 
suivantes  on  tire  P.,  P,^ P»  en  fonctions  deP,  : 

Telles  sont  les  (n  —  1  )  conditions  demandées. 

II. 
Le  polynôme  proposé  est  de  la  forme 

'        m  '1.2       \mj  * 
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^  1.2.3  W  + 


■*• 1.2 n UJ  "^ 

+  Pn+.x-"-'  + 4.p„_,j:+Pm, 

c'est-à-dire  que  les  (n-j-i)  premiers  termes  sont  égaux  aux 
(/t-f-l)  premiers  termes  du  développement  de  la  puissance 


.de(x+^). 


III. 


Si  on  suppose  n=  m  —  i ,  d'où  m  —  n= 1 ,  le  polynôme 
égalé  à  zéro  devient 


'  + 


OU  eocore 


^         m  '1.2       \ml 

éqaatloD  telle  qae  si  on  fait  disparaître  le  second  terme ,  elle 
se  réduit  à  une  équation  binôme. 
La  formule  qui  en  donné  les  racines  est 


le  radical  devant  recevoir  toutes  les  déterminations  dont  il 
est  susceptible. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  est  une  puissance  de  2 ,  Té- 
quation  se  résout  par  une  suite  d'extractions  de  racines- 
carrées. 
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SUR  LES  ENVELOPPES  D'UNE  DROITE, 

inscrite  dam  un  angle  rectiligne  et  conséquences  pour  ks 
courbes  en  général. 


I.  Prenant  les. côtés  d*un  angle  rectiligne  pour  aites  ooor- 
doflnés  y  écrivons  le»  quatre  éqoations  : 

Datp+6'D6(p  =  0  (4). 

La  première  équation  est  celle  d*tine  droite  mobile  ;  la  se- 
conde équation  est  une  relation  donnée  entre  les  segments 
formés  sur  les  axes  par  la  droite  mobile;  la  troisième  équa- 
tion est  la  dérivée  de(l),  en  r^ardant  x^y  comme  con- 
stantes, a  comme  variable  indépendante ,  et  1/  est  la  fonction 
jn'ime  de  b ,  considérée  comme  fonction  de  a  ^  Téquation  (4) 
est  dérivée  de  l'équation  (2)  ;  Da?  désigne  la  dérivée  de  tfia,  b) 
prise  par  rapport  à  a;  D^^  la  dérivée  de  ?(â,  6),  prise  par 
rapport  ai.—  Cela  posé ,  éliminant  a^  b,  b'  entre  ces  quatre 
équations,  on  obtint  une  rdalion  entre  x  eiy,  qui  est 
réquation  de  l'enveloppe  de  la  droite  mobile,  (^oir^  pour  la 
théorie,  la  Note  cte M.  CoUard,  t.  i,  pag.  281.) 

II.  Si  7  est  une  fonction  algébrique  entière  du  degré  m , 
elle  peut  se  mettre  sous  la  forme  Pm+ Pm  - 1  +  Pm-2  4-  .... 
4-  P,  +  Po  =  0,  où  Pm  désigne  une  fonction  homogène  du 
degré  m ,  Pm— r  «ne  fonction  homogène  du  degré  m  —  I ,  et 
ainsi  de  suite  $  éliminant  b'  entre  les  équations  (3]  et  (4) ,  il 
vient^D6ç4-^Da<p=  xDfl? -f  ^Dftf  (5);  l'équation  (5)  est 
du  .degré  m,  l'équation  (2)  du  degré  /w,  et  l'équation  (1j  du 
second  degré,  relativement  à  rt  et  à  i;  et  jt,  ^  sont  du 
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premier  degré  dans  ces  équations  ;  donc  TéquaCion  ûoale  en 
x^y  ne  peut  dépasser  le  degré  2m\ 

III.  Soit  <p(a,6)  =  a/i  +  %  —  r  =  0  (2)  i  /?,  ^,  r  sont  des 
constantes  données  ;  on  a  D^?  =  p  ;  D^^p  =  q  ;  ainsi  Téqua- 
tion  (5) -devient  ^j'  •\^  ap;=:px  +bq -^  éliminant  a^  b  entre 
cette  équation  et  les  deux  équations  (I)  et  (2) ,  il  vient 

{qy  +pxf  — -  2^j^  —  ^prx  +  r'  =  0  i 

équation  d'une  parabole  qui  touche  l'axe  des  x,  au  point  où 

r  r 

^  =  —  ;  et  Taxe  des  j',  au  point  où^  =  ~  (*). 
P  7 

IV.  Eliminant  h  entre  les  équation  (1)  et  (2)  et  entre  (2) 
et  (5) ,  on  obtient 

aqy  +  Jc(r—ap)  =za(r—ap)  j  qy  —px  =  r  —  2ap  ; 

■  a^p  Va 

d'où  Ton  tire  x  =  — ^  ;  v=  — ^  ;  coordonnées  du  point  de 
r  r 

contact  sur  la  droite  moUle.  Soit  M  ce  point  de  contact  ;  A  et  B 

les  points  où  la  droite  niobile  coupe  les  axes  des  x  et  des  j^  ; 

a  r  3 

et  O  l'origine  j  on  aura  OP  =  ^  ;  PM  =  — ^;  P  est  le 

r  r 

pied  de  l'ordonnée  du  point  M  j 

r  ,  r         OP      MB      ap 

de  là  résulte  cette  construction  :  Sur  AB,  construisez  le 
triangle  ABC,  tel  qu'on  ait  AC  =  bq\  BC  =  a/?,  le  point 
où  la  bissectrice  de  l'angle  C  rencontre  le  côté  AB  est  le  poini 
de  contact  M  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe. 

Si  p  =  ^  ==  1,  la  figure  OAGB  est  un  parallélogramme  ;  le 
problème  revient  à  partager  AB  en  deux  segments  inver- 
sement proportionnels  à  OA  et  OB. 

Observation,  L'équation  (5)  renferme  le  problème  traité  au 

{')  Apollonius  f  liv.  lU  ,  prop.  XLÎ. 
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tome  I,  pag.  449  ;  car  a!kb'  étant  le  segment  sur  Taxe  par 


al — a q 


une  seconde  droite  mobile,  Ton  aura  r-, — 7  =  — -1  rap- 

b — b  p'       '^ 

port  constant. 

Y.  Problème.  Sur  une  courbe  continue,  on  prend  des  arcs 
de  longueur  équivalente;  trouver  sur  chaque  corde  de  Ton 
quelconque  de  ces  arcs ,  le  point  où  cette  corde  touche  son 
enveloppe. 

Solution.  Le  point  cherché  est  celui  qui  divise  cette  corde 
en  deux  segments  réciproquement  proportionnels  aux  lon- 
gueurs des  tangentes  qui  passent  par  les  deux  extrémités  de 
la  corde.  Ces  longueurs  sont  comptées  depuis  les  points  de 
contact  jusqu'au  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  ;  car, 
dans  deux  positions  voisines ,  la  droite  mobile  peut  être  con- 
sidérée comme  terminée ,  soit  à  la  courbe ,  soit  aux  tan- 
gentes ;  et  alors  on  rentre  dans  le  problème  précédent. 

YI.  Problème,  Étant  données,  dans  le  même  plan,  deux 
courbes  continues  M  et  N  ;  mener  une  tangente  à  la  courbeN) 
de  manière  qu'elle  intercepte  un  arc  minimum  ou  maximum 
sur  la  courbe  M. 

Solution,  On  mène,  s'il  est  possible,  à  la  courbe  N  une 
tangente  qui  devienne  corde  dans  la  courbe  M,  et  telle  que  le 
point  de  contact  divise  la  corde  en  deux  segments  inversement 
proportionnels  aux  longueurs  des  tangentes  menées  par  les 
extrémités  de  la  corde  à  la  courbe  M  ;  ces  longueurs  sont 
comptées  à  partir  des  extrémités  de  la  corde  jusqu'au  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes.  £n  effet,  dans  une  position 
infiniment  voisine,  la  corde  intercepte  encore  un  arc  de 
même  longueur  {voir  Prob.  précédent)  ;  donc  la  différentielle 
de  Tare  est  nulle,  donc ,  etc. 

Si  la  courbe  M  est  fermée,  il  y  a  deux  arcs  sous-tendus  par 
la  corde  ;  et  nécessairement  Tun  est  un  minimum,  et  l'autre, 
un  maximum;  si  la  courbe  est  ouverte,   alors  la  partie 
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oaverte  est  toujours  an  maximum,  et  par  conséquent  la 
partie  fermée,  un  minimum  f). 

Corollaire  I.  Un  angle  étant  circonscrit  à  une  courbe,  si 
00  partage  la  corde  de  contact  en  deux  segments  additifs , 
inversement  proportionnels  aux  côtés  de  l'angle  ;  de  toutes 
les  cordes  qui  passent  par  le  point  de  division ,  c'est  la  corde 
(le  contact  qui  intercepte  un  arc  minimum. 

Coroll.  IL  M.  Bonnet  a  démontré  (pag.  68)  que,  si  la 
courbe  M  est  une  parabole  ,  et  la  courbe  N  sa  développée  ; 
le  point  de  contact  sur  N ,  le  même  que  le  centre  de  cour- 
bure, divise  la  normale  en  deux  segments,  dont  l'un,  le 
rayon  de  courbure ,  est  représenté  par  2 ,  et  Tautre  seg- 
ment par  i  f  donc  les  tangentes  menées  par  les  extrémités 
de  la  corde,  sont  dans  le  même  rapport. 

Coroll.  III.  Dans  les  coniques,  la  corde  qui  passe  par  un 
point  donné  et  intercepte  un  arc  minimum ,  n'est  jamais  la 
corde  conjuguée  an  diamètre  qui  passe  par  ce  point;  à  moins 
que  le  point  ne  se  trouve  sur  un  axe  principal. 

VII.  Soit        <p  (tf,  b)  =  nab  -hpb  +  qa— r  =  0  (<2)  ; 
ay-^bx  =  ab  (1)  ^  Dfcy  =  na  +  p 
Da<p  =  /i6  +  ^  ; 
l'équation  (5)  devient  a{n;y  +  q)  —  b{nx  +/?)  =qx  — /y^  ; 
éliminant  ab ,  entre  (1)  et  (2) ,  on  obtient 

a(nx  +  q)'h  b[nx  +p)  =  r  ; 
de  ces  deux  équations  l'on  tire 

^_  r-hqx-^py     ^^r+py  —  qx 

Substituant  ces  valeurs,  dans  l'équation  (1),  on  obtient,  toute 
rédaction  faite, 

(qx  — py)^  —  \nrxy  —  2pry  —  2rqx  4-  r'  =  0. 
Cette  équation  est  celle  d'une  hyperbole,  touchant  l'axe  des 

r  r 

y  au  points  =  —  ;  et  l'axe  des  x  au  point  x=  —, 
P  <l 

0  Si  les  deux  courbes  ont  une  tangente  commune ,  elle  résout  le  problème. 
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VIII.  On  a  y(^n  +/?)  —  a:<6n+  q)  =  bp  -^  aq 

any  +  bnx  =:r-^aq  —  bp; 

j.  '  1»      jxj  .*  a(r—bp)  b(r—aq)  , 

d ou  Ion  déduit  x  = r^  ;  r  =  -^ r^  ;  coordon- 

r-^-abn  r+abn 

nées  du  point  de  contact  sur  la  droite  mobile. 

lX.Sip=q = 0,  l'équation  de  la  courbe  dévient  ^jr  t=r  Zl  ; 

a     b 
et  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont  ^  »  ^  ;  donc  il 

est  alors  au  milieu  delà  droite  interceptée;  prqiriété  trés- 
connue  de  Thyperbole  entre  ses  asymptotes,  et  ab  est  pro- 
portionnel à  l'aire  du  triang^le  formé  par  la  droite  mobile  et 
les  droites  fixes  (*)• 

X.  Problème.  Sur  une  courbe  continue  on  prend  des  seg* 
ments  d'aires  équivalentes  ;  trouver  sur  chaque  corde  le 
point  de  contact ,  avec  l'enveloppe  de  cette  corde.  * 

Solution.  Le  point  de  contact  est  au  milieu  delà  corde. 
Même  raisonnement  que  pour  le  problème  Y. 

XL  Problème.  Etant  données  deux  courbes,  désignées  par 
M  et  N ,  mener  une  tangente  à  la  courbe  N ,  telle  qu'elle 
intercepte,  dans  la  courbe  M,  un  segment  d^une  aire  mi- 
nima  ou  maxima. 

Solution.  On  mène  la  tangente  de  manière  que  le  point 
de  contact  soit  au  milieu  de  la  corde  qu'elle  forme  dans  la 
courbe  M. 

Corollaire,  I.  Ainsi  de  toutes  les  cordes  qui  passent  par 
un  point  fixe,  celle  qui  a  son  milieu  en  ce  point,  retranche 
le  segment  de  moindre  aire. 

Corollaire  IL  Les  théorèmes  énoncés  pag.  65  et  66,  appar- 
tiennent à  toutes  les  lignes  planes  continues,  il  su£Bt  de 
prendre  pour  N  la  développée  de  M. 

XII.  <f(a,b)=a'  +  b^  +  mab—r  =  0,  (Voir  p.  265, 
du  tome  I.) 

(*)  Apollonius,  lib.  lU,  prop,  XLIll. 
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XIII.  Problème,  Une  corde  de  longueur  constante  étant 
ioscrite  dans  une  courbe,  trouver  le  point  où  la  corde  touche 
renyeloppe. 

Solution.  Ayant  mené  par  l'extrémité  de  la  corde  deux 
normales  à  la  courbe ,  la  projection  du  point  dlntersection 
des  deux  normales  sur  la  corde,  est  le  point  de  contact  cher- 
ché, (f'oir  t.  II,  p.  289.) 

Ob$ervaiion.  Dans  une  ellipse ,  Tenveloppe  est  une  ligne 
du  quatrième  degré.  {j4fmale$  de  Gerjfmme,) 

Xiy.  Problème.  Étant  données  deux  courbes  M  et  N  dans 
un  même  plan  ;  mener  une  tangente  à  la  courbe  N,  de  manière 
que  la  corde  interceptée  dans  la  courbe  M  soit  un  maximum 
ou  un  minimum. 

SoltUion.  Il  faut  que  la  normale  à  la  courbe  N,  menée 
par  le  point  de  contact  et  les  deux  normales  à  la  courbe  M 
passant  par  les  extrémités  de  la  corde ,  se  rencontrent  en 
un  même  point. 

Coroll.  1.  De  toutes  les  cordes  qui  passent  par  un  point 
donné  y  la  corde  maxima  ou  minima  est  celle  où  la  perpen- 
diculaire à  la  corde  passant  par  ce  point ,  et  les  deux  nor- 
males menées  par  les  extrémités  de  la  corde ,  convergent 
Ycrs  le  même  point. 

Coroll.  II.  Si  la  corde  est  elle-même  normale  en  une  de 
ses  extrémités ,  il  faut  aussi  qu'elle  soit  normale  par  l'autre 
extrémité  ;  alors  elle  est  une  corde  maxima  ou  minima. 

Si  le  point  donné  est  sur  la  courbe ,  il  faudra  de  ce  point 
mener  une  normale ,  à  une  autre  partie  de  la  courbe. 

Observation.  Il  est  inutile  d'avertir  que  chaque  question 
peut  admettre  plusieurs  solutions^  et  qu'il  y  a  lieu  à  des 
maxima  maocimorum ,  etc. 

Toutes  ces  questions  ont  été  résolues  à  l'aide  du  calcul 
diffcrenticl ,  par  M.  Magnus.  {P^.  Gcrgonne,  t.  XVI,  p.  80.) 

Os  diverses  solutions  ne  se  rapportent  qu'aux  points  où 
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la  courbe  a  son  cours  ordinaire,  et  sont  susceptibles  de  mo- 
difications dans  les  points  dits  singuliers. 

XY.  Toutes  les  fois  qu'on  a 

ff{a^b)  =  ^ab*  +  ^kbo"  —  Ib^  +  2nab  —  /'ût*  —  m  =  0 , 

Tenveloppe  de  la  droite  ax-^  by  =  ab  est  une  conique 
{voir  tom.  II ,  p.  110^  corol.  2)  ;  il  suffit  de  remplacer ^  et  c 

f    ^     f      k    k     l      n     t 
par  — ^et— "^î  —,  —|  —,  —,  —,  sont  cmq  rapports 
^  b  a     m    m     m    m    m  i      rr 

donnés;  les  identitésitom.  I,  p.  490)  font  connaître  lés  cinq 

B     C     D    E     F 
rapports  T»  T  >  T  »  T»  V'  ®'  l'espèce  delà  courbe  dépend 

du  signe  de  l'expression  suivante  : 

^nkk  +  r^Jtlk^-^-tk'       re  —  IV 


m 

Tra. 


THÉORÈMES 

DE  DESCARTES,  DE   ROLLE,   DE  BUDAN  ET   FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduits  d'un  seul  principe. 


M.  Tabbé  Moigno,  savant  disciple,  lumineux  interprète 
de  M.  Cauchy ,  dans  un  mémoire  inséré  au  Journal  de  Liou- 
ville  (*),  établit,  d'après  l'illustre  géomètre  (**),  un  théo- 
rème fondamental  d'où  découlent  tous  ceux  que  nous  venons 
de  dénommer.  Nous  allons  essayer  d'approprier  cet  excellent 
travail  à  notre  recueil. 

1.  Définition  I.  La  racine  d'un  polynôme  entier  est  une 


C)  Tome  V,  page  75,  1840. 

('*)  Journal  de  l'École  polytechnique,  cahier  XXV,  page  176, 1837. 
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expression  ou  un  nombre  qui,  substitués  dans  le  polynôme , 
à  la  place  de  la  variable ,  le  rendent  égal  à  zéro. 

Définition  IL  Deux  termes  ou  deux  résultats  consécu- 
tifs de  même  signe  forment  une  permanence  ;  +  +, ; 

deux  termes  ou  deux  résultats  de  signes  différents  forment 
une  variation  ascendante ,  lorsqu'on  passe  du  négatif  au  po- 
sitif, —  +  i  et  une  variation  descendante ,  en  allant  du  positif 
au  négatif,  -|-  — .  Cette  distinction  entre  les  deux  espèces  de 
yariations  est  de  la  plus  haute  importance  et  sert  de  base  à 
tous  les  raisonnements  qui  vont  suivre. 

2.  Lemmb  li  Dans  une  série  quelconque  de  résultats,  si  on 
représente  par  Â  le  nombre  de  variations  ascendantes»  par 
D  le  nombre  de  variations  descendantes,  on  a 
r  lorsque  les  termes  extr.  forment  une  perman.  A— 0=0. 
T  id.  variât,  ascend.  A — ^D=+l . 

T  id.  var.    descend.  A — D= — 1. 

Démonstration,  N'ayant  égard  qu'aux  signes  des  résultats 
extrêmes,  on  ne  peut  avoir  que  Tun  de  ces  quatre  cas  : 

+ + 

- + 

+ - 

En  quelque  nombre  et  ordre  qu'on  insère  des  signes  entre  les 
extrêmes,  on  parvient  évidemment  à  la  conclusion  énoncée 
dans  le  lemme. 

Observation,  Nous  représenterons  dans  ce  qui  suit  la  dif- 
férence A  —  D  par  la  lettre  •  ;  de  sorte  que  e  ne  peut  avoir 
qu'une  de  ces  trois  valeurs ,  0 ,  et  d=  1 . 

Lbmme  II.  Lorsque  la  substitution  des  valeurs  réelles  a  et 
b  dans  un  polynôme  donnent  des  résultats ,  formant  une  va- 
riation ,  il  y  a  au  moins  une  racine  du  polynôme  comprise 
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entre  ^  et  ^.  La  démonstration  est  dans  'tons  les  traites  élé- 
mentaires. 

Lbmme  III.  Si  dans  Tint^Bryalle  de  a  à  6,  le  polynôme 
<P.(j:)  change  m  toi»  de  signe,  et  le  polynôme  <p(j:)r,  n^  (oiêi 

dans  ce  même  intervalle,  la  fonction  fractionnaire  -— 

passera  au  moins  m  fois  par  zéro  et  n  fois  par  Tinfini  (*). 

Ce  lemme  est  une  conséquence  immédiate  du  lemme  pvé- 
cédent. 

Observation.  La  fonction  peut  passer  par  zéro  et  par  Tin- 
Gni ,  sans  changer  de  signe ,  lorsqu'il  existe  des  racines  mul- 
tiples en  nombre  pair. 

3.  Problémb  1.  Étant  donnée  la  fonction  fractionnaire 

^^V-T) trouver  la  valeur  de  e  (lemmell}dans  rintervaUedeaài». 

Solution.  On  suppose  ^  >  a  ;  et  Ton  fait  croître  a:  par 
degrés  arbitraires  depuis  a  jusqu'à  b.  C'est  une  observation 
que  nous  ne  répéterons  plus  et  qu'il  faut  toujours  sous-en- 
tendre  lorsqu'on  dit  qu'une  ibnction  varie  entre  deux  timlfei 
données. 

©  (a)  fù  (b) 

Comparons  les  signes  de  -ï^^—  et  de  -^rr-- 
<p(a)  <f{b) 

Si  cette  comparaison  donne  une  permanence,  alors  «=^0, 

Id.  variât,  ascend.       fi=+t, 

Id.  variât,  descend.     c= — t. 

Cette  solution  est  fondée  sur  le  lemme  I.  Chez  M«  Gauchy, 

£  est  Yindice  de  la  fonction  fractionnaire. 

4.  Lbmmk  IY.   Soient  deux  fonctions  rédproques  ^r-r» 

^ j  6  a  la  même  valeur  pour  les  deux  fonctions  :  consé- 

quence  évidente  de  la  solution  précédente. 

(*)  On  suppose  que  les  deux  termes  ne  deviennent  pas  nuls  simultanément. 
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5.  Représentons  par  A„  le  nombre  de  variations  ascen- 
dantes que  donne  la  fonction  ^ — ,  dans  Tintervalle  de  a  è 

b ,  en  passant  par  l'infini ,  et  par  A^  le  nombre  de  ces  varia- 
tions ,  en  passant  par  zéro ,  de  sorte  qu'on  a  A  =:  A(«) + A  (o) 
et  de  mémeD  =  D(«o)-fD(o);  donc  A  — D=(A^  — D^)  + 
+  (Ao—  DJ  =  s  ;  faisant  A(co)  —  D(co)  =  £(«>  O  ;  A(o)  — 
—  D(o)  =  E(o) ,  il  vient  E^+  E(o)  =  •. 
On  aura  de  même  pour  la  fonction  réciproque  -^V^* 

F(«)  +  F(o)  =  «;   il  est  évident  qu'on  a  E'(«)  =  E(o)  et 
E'(o)=E(«). 

Donc  E(co)  +  E'(ob)  =  «  \  E(o)  +  E(o)  =  • ,  équations  fonda- 
mentales. Nous  verrons  que  l'on  n'a  besoin  que  de  la  pre- 
mière, et  nous  supprimerons  l'indice  od  ,  mais  qu'il  faudra  too- 
jonrs  sous-entendre  ;  ainsi  la  première  équation  peut  s'écrire 
E  +  E'  =  «.  (1) 

La  quantité  E  est  désignée  sous  lé  nom  d^excès  ;  et  nous 
appellerons  m  Vexcès  total.  L'équation  (1)  peut  s'énoncer 
ainsi  :  L'excès  total  d'une  fonction  fractionnaire  est  égal  à 
Vexeês  de  cette  fonction  ^  {dus  Vexeès  de  la  fonction  réci- 
proque et  sous-entendu  relativement  aux  limites  a  et  b, 

6.  De  l'équation  (1)  on  tire  E=  —  E+s  \  E  serqip(nrtc  à 

—  et  E'  à  —  ;  mais  si  l'on  désigne  par  E"  l'excès  relatif  à 

—  —  ^  oo  a  évidemment  E'=  — F  et  E=E"  +  ii  ou 

9  X 

bien"  E  =  E'  +  .;  (2) 


K  correspond  maintenant  à  — 


<P  X 

7.  Lbmmb  V.  Si,  dans  la  fonction  fractionnaire  -^— ,  le  de- 
gré  du  dénominateur  <p(jr)  étant  inférieur  au  degré  du  numé- 

'  Em  est  Vindice  intégral  de  M.  Gaucby. 
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ratcur,  on  effectue,  autant  que  possible,  la  division  ;  Vexcès 
relatif  au  reste  divisé  par  le  dénominateur  est  égal  à  Vexcèi 
de  la  fonction  fractionnaire. 
Démonstration,  Soit  Q  le  quotient  et  R  le  reste  ;  on  a 

l'identité  ^7— =  Q  H — -—.  Les  deux  fractions  deviennent 

<f[x)  ffix) 

toujours  infinies  ensemble  ;  et  pour  des  valeurs  voisines  de 
celles  qui  les  rendent  infinies ,  ces  deux  fractions  étant  très- 
considérables  sont  supérieures  à  la  valeur  finie  du  quotient 
entier  Q,  et  par  conséquent  sont  de  même  signe  et  produisent 
par  conséquent  des  variations  de  même  espèce. 
8.  Problèmb  II.  Trouver  la  valeur  de  E  pour  la  fonction 

fractionnaire  ^^Vt  »  correspondante  aux  limites  aetb. 

Solution.  Supposons  le  numérateur  d'un  degré  inférieur , 
et  faisons  sur  ces  deux  fonctions  les  opérations  du  plus  grand 
commun  diviseur*  Appelons  Q,  Q,,  Q,»  ....  Qm  ....  Q»— i  les 
quotients  ;  ?,(j:)  ,  <fjia:) ....  «pm  (J?) ...  ?n  (J^)  les  restes  successifs 
pris  en  signe  contraire  ;  ^n  (x)  est  le  dernier  diviseur  qui 
donne  le  quotient  Q(n-i)  sans  reste.  On  a  donc  les  identités 

Disposant  ces  fractions  avec  les  excès  y  relatifs , 


,     -,  Eh  ,  «n  ;  nous  avons  donc  (6) 

?n[x) 

E  =  E.+  ., 
E.=  E.  +  c,, 

En— 2  =  En— 1  -f"  *n— 2 , 
En-i  =  —  En-f-«n— 1. 
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Or,  00  sait  9  par  la  théorie  du  plus  grand  oommuD  divi- 
seur, qaela  dernière  fraction  est  ou  un  noodbre  on  un  poly- 
nôme entier  i  dans  aucun  de  ces  cas,  cette  fraction  no  peui 
passer  par  l'infini.  Donc  E»  =  0  ;  ajoutant  donc  toutes  ces 
équations ,  il  vi^nt 

£  =  «4- •'+*•  + ••••••»-«> 

mais  par  le  problème  (1)  on  sait  trouver  les  valeurs  de 
<)  «o  *s  ••••  :  on  connaît  donc  la  valeur  de  E. 

Pour  fadll ter  ce  calcul ,  examinons  comment  on  parvieni 
à  la  valeur  dec(f)).  Il  faut,  à  cet  effet,  comparer  les  signes 

des  fractions  ^^\  ,  ,  •^],,   j  écrivons  donc  sur  deux  lignes 

les  suites 

tW,  ?.(«),  ?.W,  ••••  ?p(«),  •••.  ?»-i(«),  ?»(«);     (i) 

?W,   ?.W,   ?.(*),    •••.   ^p(*),    .  ••   ?n-i(^),   cpn(^).         (2j 

Quand  à  une  permanence,  ou  à  une  variation  dans  la  suite 
(1)  correspond  respectivement  une  permanence  ou  une  va- 
riation dans  la  suite  (2) ,  le  r  correspondant  est  nul  ;  mais 
quand  à  une  permanence  de  la  suite  (1)  répond  une  varia- 
lion  dans  la  suite  (2) ,  le  £  correspondant  est  +  1  ;  et  dans  le 
cas  inverse,  la  valeur  de  s  est  — 1 .  SoitV le  nombre  des  varia- 
tions et  P  le  nombre  des  permanences  de  la  suite  (1)  ;  supposons 
qu'à  1^  variations  de  cette  suite  répondent  autant  de  variations 
de  la  suite  (2) ,  et  aux  »»'  restant  répondent  des  permanences  ; 
desorteque  V=('+^'.  Partageons  de  même  P  en  deux  parts  : 
p  permanences  auxquelles  répondent  autant  de  permanences 
dans  la  suite  (2) ,  eip'  permanencesi  auxquelles  correspondent 
des  variations  ;  ainsi  E=zt/  ^p\  Soit  V  le  nombre  total  des 
variations  de  la  jsuite  inférieure,  on  a  donc  V'  =  m+/?'; 
donc  V  —  V  =  i''  — /?'  =  E.  Ainsi  E  est  égal  au  nombre  to- 
tal des  variations  de  la  suite  (t),  moins  le  nombre  total  des 
variations  de  la  suite  (2). 

ANK.   DI  IfATBiM.  IIL  1^ 
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Observaiion.  V  Bans  Topération  da  plus  grand  commun 
diyiaear,  on  peut  éviter  les  quotients  numériques  fraction- 
naires en  multipliant  les  dividendes  par  des  nombres  conre- 
nables. 

20  Dès^qn'on  sera  arrivé  à  un  reste  (pp(x) ,  qui  ne  peut  de- 
venir nul  pour  aucune  valeur  comprise  entre  a  et  6 ,  on  peut 

arrêter  l'opération.  En  effet,  alors,  la  fraction  ^^ — -  ne 

peut  devenir  infinie  ;  donc  £p  =:0....  et  E=  f +e,  4- ....  c^^i. 
3""  Si  une  desfonctions  ^(a) ,  par  exemple,  est  nulle,  comme 
on  a  «pp-i(rt)  =  Q(m-i)  «pp(^)  —  ?(irfi)(«) ,  les  deux  fractions 
voisines  ^p^i{a)  et  ^p^i[a)  sont  donc  de  signes  contraires^ 
et  donnent  une  variation ,  à  moins  que  Tune  d'elles  ne  8oi% 
aussi  nulle;  excluons  d'abord  ce  cas-là.  Donc,  un  instant 
avant  que  «p(/i)  s'évanouisse,  ^p-i(a)  et  4>(ih-i)(«)  conser- 
vant leurs  signes,  formaient  aussi  une  variation,  et-quel  que 
fût  alors  le  signe  cpp(a) ,  il  n'y  avait  toujours  qu'une  varia- 
tion :  car,  quelque  signe  qu'on  introduise  entre  une  varia— 
lion ,  il  n'y  a  jamais  qu'une  variation  ;  donc  l'évanouissement 
d'une  fonction  n'influe  pas  sur  le  nombre  des  variations.  Te- 
nons au  cas  où  deux  fonctions  consécutives  s'évanouissent  ^ 
alors  d'après  les  relations  d'identité  entre  les  fonctions  » 
toutes  s'évanouissent ,  et  aussi  la  première  <p  (a).  Si  l'on  ad- 
met donc  que  (p(a)  n'est  pas  nul,  jamais  deux  fractions  con- 
sécutives ne  s'évanouiront  à  la  fois. 

(  La  suite  prochainetnerU.  ) 

QUESTION.  ^ 

83.  Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe  et  toudiant 
constamment  une  conique  fixe  de  même  foyer,  le  sommet 
de  la  parabole  variable  décrit  une  concboïdc  ayant  pour  di- 
rectrice une  circonférence  sur  laquelle  se  trouve  le  pôle. 
(Limaçon  de  Pascal.)  (Chasles.) 


: 
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PHYSIQUE— QUESTIONS  D  EXAMEN. 

(École  normale). 

Imdu  refroidissement.  —  Loi  de  Newton,  —  Loi  de  Dulong 
et  Petit  {dans  le  vide). 

VAm  M.  SAHUQUÉ  (AD.), 

professeur  de  physique.     ' 


1 .  Tous  les  coq>s  rayonnent  de  la  cbalear .  Si  un  corps  se 
Uroa? e  placé  dans  une  enceinte ,  il  enverra  de  la  chaleur  aux 
ooffpft  eBTiroMiants ,  en  môme  lemps  qu'il  en  recevra  d'eux  ; 
et  suivant  que  sa  température  sera  égale ^  supérieure  ou  in- 
férieure à  celle  de  l'enceinte  ,  elle  restera  constante ,  s'a- 
baissera ou  s'^vera  d'un  certain  nombre  de  degrés. 

â.  Si  Ton  suppose  la  température  du  corps  supérieure  à 
<^elle  de  l'enceinte ,  son  refroidissement  pourra  être  suffi- 
représenté  par  la  loi  de  Newton,  si  1  excès  ne  dé- 
20  degrés.  Dans  le  cas  contraire,  on  est  obligé 
^^employer  b  loi  découv^te  par  Dulong  et  Petit. 

Lorsqu'on  se  sert  de  la  loi  de  Newton ,  en  appelant  A 

^^excès  de  température  au  commencement  de  l'observation ,  B 

^e  marne  excès  au  bout  d'un  temps  t  -.  on  a  B  =  Am^;  m  re* 

tirésente  un  certain  coefficient  qu'il  faut  déterminer,  par 

^îxpérienoe ,  pour  chaque  corps  qui  se  refroidit. 

La  détermination  de  ce  coefficient ,  et  le  calcul  du  refroi- 
tteeneirt ,  dès  qu'il  est  déterminé ,  ne  présentent  aucune 
difficulté. 

Lorsque  la  température  du  corps  au-dessus  de  l'enceinte 
est  telle  qu'il  faille  avoir  recours  à  la  loi  de  Dolong  et  Petit , 
on  se  trouve  égakmenl  avoir  à  déterminer  un  coefficient  m 
qui  ne  présente  pas  plus  de  difficulté  sous  le  rapport  de  l'ex- 
périence ,  mais  dont  le  calcul  est  un  peu  plus  compliqué. 
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Je  me  propose  de  donner,  à  la  Gn  de  celte  note,  la  formule 
qui  peut  servir  à  le  trouver  ,*  formule  qui  exprime  aussi 
l'abaissement  de  température  d'un  corps  au  bout  d'un  temps 
quelconque ,  en  suivant  la  loi  du  refroidissement  dans  le  vide 
de  Dulong  et  Petit. 

3.  Imaginons  maintenant  que  le  corps  étant  à  une  certaine 
température  »  on  vienne  à  réchauBer.  Il  est  évident  qu'il 
perdra  alors  plus  de  chaleur  quil  n'en  recevra  des  parois 
qui  l'environnent ,  et  que  par  conséquent  sa  température 
s'élèvera  moins  que  s'il  avait  été  mis  à  l'abri  tant  de  son 
rayonnement  propre  que  de  celui  de  l'enceinte.  Nous  nous 
proposons  de  rechercher  quelle  température  il  aurait  atteint ,  ' 
s'il  avait  été  placé  dans  la  dernière  condition  que  nous  ^ 
d'indiquer. 

Le  problème  à  résoudre  peut  donc  s'énoncer  de  la 
nière  suivante  : 

Un  corps  placé  dans  une  enceinte ,  dont  la  température 
reste  constante  ,  s'échauffe.  On  demande  à  quelle  tempéra- 
ture ce  corps  serait  parvenu ,  s'il  n'avait  pas  perdu  de  cha- 
leur par  voie  de  rayonnement.  On  suppose  :  1*  La  lof  de 
Newton  applicable-,  2*  le  refroidissement  se  faisant  dam  le 
vide  suivant  la  loi  de  Dulong  et  Petit. 

4.  Applkalion  de  la  loi  de  Newton  (*).  —  Si  on  appelle  T 
l'excès  de  la  première  température  observée  sur  ceUe  do 
l'enceinte;  T  l'excès  de  la  deuxième  température;  K  le  nom- 
bre d'unités  de  temps,  de  minutes  par  exemple,  que  le 
corps  emploie  pour  monter  de  T  à  T;  il  est  dair  que 
T' — T  exprimera  le  nombre  de  degrés  dont  il  se  sera  élevé 
pendant  le  temps  K. 

Or,  on  peut  supposer  sans  erreur  sensible  ,  si  K  est  asscf 
petit ,  que  la  température  crott  de  quantités  constantes  ;  et 

(')  Nculoni  Opuscula.  II,  423. 
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T T 

alors  — = —  rcpréscDtc  raccroisscmcnt  ()Our  chaque  mi- 
K. 

oute. 

On  peat  égalemcut  supposer  qu'elle  passe  brusquement 
d'un  excès  à  un  autre  au  commencement  de  chaque  minute , 
et  par  suite  qu'elle  demeure  invariable  dans  toute  la  durée 
de  cette  même  minute. 

Gda  posé  :  en  représentant  par  -  la  fractîoa  de  Texcës  de 

température  dont  le  corps  s'abaisse  dans  chaque  minute  ; 

-=sl  —  m   [en  eSet,  pour  i'  on  a  B=:A#7t  (â) ,  mais  le 

n 

1 
refkddissement  dans  une  minute ,  représenté  par  -.A  est 

A—  B = (1 —  m)  A];  les  pertes  successives  seront  : 

...  î(T^.«-"f-'^'). 

U  perte  totale  Q  sera  la  somme  de  toutes  ces  quantités , 
formant  une  progression  arithmétique  dont   le  premier 

T— T 

tenne  est  T,  la  raison  ,  et  le  nombre  de  termes  K. 

r>      V^    (K— 1)(T'— T)\  K 
Cette  somme  sera  donc  :  Q  =  -(  2T+^ i^ -'  j  ~  ; 

. .     ^      1    2KT+(K-1)(r— T)   • 
ou  bien  Q  =  -  . 5 — ^ -; 

et  en  réduisant  Q  =  -  .  ^ — ' — . 

Cette  dernière  formule  est  très-simple  à  calculer. 
Pour  une  seconde  observation  on  aurait 

1  (K+f)y+(K-i)-r 

^        »*  2 
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Et  en  faisant,  snivant  le  nombre  d'obs^vations,  Q-fQ^-fQ"-f . .. 
Qm=C,  la  température  finale  x  cherchée  serait  x=  Â+C, 
si  A  désigne  la  température  finale  observée. 

5<^  ^application  de  la  loi  de  Dulong  et  Petit.  —  Refroidis- 
sement dans  te  vide.  —  Ces  deux  habiles  physiciens  ont 
exprimé  leur  loi  par  la  vitesse  du  refroidissement ,  c'est- 
à-dire  par  le  nombre  ou  la  fraction  de  degrés  dont  la  tempé- 
rature s'abaisse  pendant  le  temps  choisi  pour  unité.  Pour 
nous  iVnité  de  temps  sera  représentée  par  la  minute. 
En  appelant  m ,  le  coefficient  à  déterminer  par  expérience; 
a  ,  la  raison  de  la  progression  géométrique  que 
suit  la  vitesse  du  refroidissetnent  quand  la  température  de 
l'enceinte  crott  en  progression  arithmétique  ;  la  valeur  de  a 
a  été  trouvée  égale  à  1,0077  pour  tous  les  corps  ; 
6,  la  température  de  Tenceinte  ; 
/,  Tcxcès  de  température  du  corps  sur  renceînte^ 
Texpression  p  de  la  vitesse  du  refroidissement  est 
P  =  mae  (a'— !)(*). 

Je  représente ,  comme  précédemment ,  par  T  et  T'  deux 
excès  consécutifs  observés  ;  par  K  le  nombre  de  minutes 
nécessaires  au  corps  pour  monter  de  T  en  T'.  Pour  abréger 

je  fais  =  k. 

Je  suppose  encore ,  comme  tout  à  Theure  ,  que  la  tempé-^ 
rature  crott  brusquement  de  quantités  constantes. 

On  a  alors  les  deux  séries  suivantes  : 
Minutes  suceetêives.  Pertes  pendant  chaque  minute, 

1     /naô(aT  — 1). 

2 /?ia«(aT+*— .1). 

3     ma»  (aT+2*  —  1). 

k /na«(<ïT+(K-i)A-.i). 

(*)  Annales  de  Chimie^  VII,  p.  252. 1818. 
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La  perte  totale  Q  lera  la  somme  de  ces  quantités ,  c'est- 
à-dire    Q  =  wa«{aT(l4-a*4-a«* +.....  a(K-i)*)~K}. 

Ma»  1,  a^  a^..-.â^K-<)^ forment jOMprogresaloQféo- 
nètriqne  cfoisiaflite,  dont  k  premier  teraM  ««si  1  et  la  rai* 

Par  conséquent  Q  =  ma^  (  — j-— K  j. 

Reoiplaçant  A  par  sa  tateor,  il  Tient  x    ■ 


cl  réduisant ,  Q  =  ma^  / — ^^-^ K  \ . 

Cette  dernière  formule  se  calcule  encore  assez  simplement 
Poor  une  seconde  observation  on  aurait  : 


Va   it  _i         / 


Par  conséquent  en  raisonnant  comme  plus  haut  on  trouve- 
rait pour  température  finale  x  =  A + G. 

6.  Il  me  reste  maintenant  à  indiquer  comment  on  peut  dé- 
terminer le  coefficient  m  pour  un  corps  donné. 

Appelons  A,  Texcès  de  température  du  corps  sur  Tenceintc 
au  commencement  de  l'expérience  ;  B,  oe  môme  eicès  au  bout 
d'an  temps  K;  P,  le  refroidissement  pendant  le  temps  K. 
Nous  aurons  évidemment  A  —  B  s  P. 

Tout  se  réduit  donc  à  observer  deux  températures.  >  et  à 
calculer  la  valeur  de  P  en  fonction  de  la  vitesse  du  refroi- 
dissement. Les  températures  A  et  B  doivent  être  asseï  rap- 
prochées ;  et  il  sera  bon  de  faire  plasieiirs  observations. 

Or,  en  raisonnant  toujours  de  la  même  manière  ,  on  voit 
que  Ton  aura  pour  pertes  successives  : 


....  /na^faMK-Oà—t). 

c'est-à-dire  des  pertes  de  oiéme  forme  qoe  les  précédentes. 
Lear  sdmfne  P  sera  donc  aussi  de  même  forme  :  la  seule  dif-* 
férence  consiste  en  ce  que  la  progression  géométrique  est 
décroissante,  h  étant  négatif. 

Par  conséquent ,  l'abaissement  de  température  d'un  corps 
qui  se  refroidit  pendant  un  temps  K  dans  une  enceinte  vide 
entretenue  à  une  température  constante ,  est  représenté  par 
la  formule: 

ou  bien ,  en  substituant  et  réduisant  : 


Vl— a 


B-A 
K 


')• 


Or,  A— B  =  P;  il  suit  de  là 


A-B=-'«"' 


B>A 
1— .«K 


d'où  Ton  tire 


(A-^B)(f-^aK  ) 


7.  Un  mot  seulement  pour  le  cas  où  le  refroidissement  s'o- 
pérerait dans  un  gaz,  dans  l'air  par  exemple. 

On  sait  que  la  ritesse  du  refroidissement  est  alors  la 
somme  de  la  vitesse  dii  refroidissement  dans  le  vide ,  et  de 
celle  dde  au  contact  seul  du  gaz. 

La  vitesse  du  refroidissement  due  au  gaz  seul  étant  repré- 
sentée par  la  formule  u  =  7i/i'<\  dans  laquelle  n  est  un  coef- 
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fidenl  Tariable,/!  exprime  la  force  élastique  de  Tair,  t  Texcès 
de  température  du  corps,  cs0,45  pour  Tair,  6  =  1,233 
pour  tons  les  corps  et  pour  tous  les  gaz ,  la  vitesse  totale  du 
refroidissement  dans  un  gaz  sera  : 

Par  une  série  de  raisonnements  analogues  aux  précédents, 
OD  arrive  pour  exprimer  la  perte  de  chaleur,  pendant  un 
temps  K ,  à  la  formule  : 

....(t+<k— D^yj. 

Or  cette  formule  ne  peut  plus  être  considérée  comme 
simple^  parce  qu'il  faut  calculer  séparément  chacnn  des 
termes  de  la  seconde  partie  et  en  faire  la  somme ,  ce  qui 
devient,  si  non  difficile,  du  moins  très-long.  Par  cette 
raison  ,  voulant  rester  dans  les  limites  que  je  me  suis  im-^ 
posées,  je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

En  diercbant  à  appliquer  les  lois  du  refroidissement ,  je 
D'ai  trouvé  dans  aucun  ouvrage,  des  méthodes  simples  et 
faciles.  J*ai  cru  devoir  publier  celles-ci,  parce  qu'elles 
m'ont  paru  susceptibles  de  rendre  quelque  service  aux 
jeunes  physiciens  qui  voudraient  tenter  de  nouvelles  re- 
cherdies. 

QUESTION  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

proposée  au  concours  de  l'École  normale,  (p.  393, 1. 1.  ) 

PAR    M.  KARCrOU  (J.) , 
.    Élève  au  collège  de  Besançon. 

Je  prends  pour  axe  des  jo  le  grand  axe  de  rdlipse ,  et  pour 
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axe  des  ^  la  tangeatc  aa  sommet  (fig.  18);  Véquation  ée 
relHpse  est  de  la  forme 

JLt 

y  =  — ,  (2fla:-x*)î 
a 

combinant  l'équation  de  la  droite  AD,  ^=^x,  avec  Té- 
qualion  de  l'dlipse ,  j*ai  pour  rabsciste  du  point  C 

AD      m        ..      AP      m     , ,  .         ^         -        .  - 
or,  on  a  -7-^=- ,  ou  bien  t7\  «=»-  »  désignant  par  tr^y)  les 
AL       n  Ay       n 

coordonnées  du  point  D,  cette  relation  devient 

2ab*       ^n*  dou  -^-^(^.^^^Y 
_     2aV'mS 

connaissant  les  coordonnées  des  points  C,  D,  l'équation  de 
FDest 

2ab*mS 


•^       •2ab'm—an(a'ê'+b') 
et  celle  de  GB  est 


r=-î^{-*--2«)         (2). 
a  o 

Eliminant  9  entre  les  équations  (1)  et  (2) ,  on  aura  Téqualion 
du  lieu  cherché. 

De  (2) ,  je  tire  ^= ~ -,  portant  cette  valeur  de  S 

ary 

dans  Téquation  (1) ,  il  vient 

2afr^ifi(2a— j:)(a:  — g) 

^= f> 
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rédaisant  et  ordonnant ,  il  Tient 

a*(2am  —  an)^  +  h\^m,  —  an)x*  4- 
+ 2flï6'(2«/» — 2am  —  m(i)x  +  4a*6*a(m  —  n) = 0 , 

équation  du  second  degré  qui  représente  une  ellipse ,  si  la 
courbe  primitive  est  une  ellipse,  et  une  hyperbole  dans  le 
cas  de  l'hyperbole  ;  elle  a  son  centre  sur  Taxe  des  x  et  elle 
passe  au  point  B. 
Si  m  =  it ,  on  retombe  sur  l'équation  de  l'ellipse  primitive 

a 

Pour  passer  au  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parabole , 
comme  aei  b  deviennent  infinis  en  même  temps,  on  ne  voit 
pas  immédiatement  ce  que  devient  Téquation  du  lieu,  alors 
on  remplace  b  en  fonction  de  a  et  de  a  ;  en  s'appuyant  sur 
la  distance  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer,  on  trouve 
6'=:2âa — a';  lequation  du  lieu  devient 

a\2am — an)  y"  4-  (2aa — a*)  (2^ /»  —  an)  j:'  + 
+2a(2rta — a')  («(2/1— m) — ^2am)  j:+4a'a(2aa— a*}(m— /i)  =0  ; 

faisant  a  infini  dans  cette  équation ,  elle  devient 
my^ — ^^mx-^-Ko^im  —  n)«=0, 
/  a(/»— /i)\ 

oar'  =  »«(x —y 

équation  d'une  parabole.  Si  /»=:/i,  on  trouve  l'équation  de 
la  parabole  primitive  j^^  =  4(xx. 

Ainsi  on  voit  que  pour  le  cas  de  la  parabole ,  au  lieu  de 
tirer  la  droite  BC ,  il  faut ,  par  le  point  C  »  mener  une  paral- 
lèle à  l'axe  focal. 

RECTIFICATION. 

Le  théorème  80  (p.  40)  est  de  M.  Quetelet.  (N<mveaux 
mémoires  de  r Académie  de  Bruxelles,  III.) 
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THÉORIE  ÉLÉMEJNTAIRE  DES  NOMBRES, 

IVaprés  Euler,  Legendre.  MM.  Gauss  et  Gauohy. 

1.  Pour  donner  plos  d'ensemble  à  cette  explMtion,  nous 
croyons  utile  de  remonter  aux  notions  et  aux  propositions 
primitives.  Dans  tout  ce  qui  suit  y  on  emploie  les  lettres  pour 
représenter  des  nombres  entiers  positifs;  observation  essen- 
tielle qu'il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue. 

2.  L'unité  y  c'est  l'idée  abstraite  d'un  objet  quelconque 
considéré  comme  existant  seul. 

3.  Compter  y  c'est  ajouter  l'unité  successivement  à  elle- 
même  et  donner  un  nom  à  cette  agrégation  ;  le  nombre  est 
cette  agrégation  d'unités.  L'équation  suivante  contient  la 
définition  du  nombre  : 

a.l  =  l.a  (i) 

Il  n'existe  pas  de  dernier  nombre. 

4.  La  numércUion  parlée  est  un  système  limité  de  signes 
vocaux  (mots)  au  moyen  desquels  on  peut  nommer  tous 
les  nombres  dont  peuvent  avoir  besoin  les  sciences ,  les  arts 
et  diverses  professions  sociales. 

5.  La  numération  écrite  est  un  système  limité  de  signes 
graphiques  (chiffres)  au  moyen  desquels  on  peut  représenter 
tous  les  nombres.  ^ 

6.  La  série  des  nombres  naturels  est  la  suite  des  nombres 

0,  1,2,3 00.  Il  faut  se  représenter  cette  suite  comme 

écrite  sur  une  demi-circonférence  de  rayon  infini ,  de  sorte 
que +00  est  diamétralement  opposé  à  zéro;  et  sur  l'autre 
demi-circonférence ,  aussi  à  partir  de.  zéro,  on  écrit  la  suite 
naturelle  des  nombres  négatifs  0,  —1,  —2 — oo,  de  sorte 
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que  +0  et  — 0,  +  »  cl  —  oo  se  confondent.  C'est  une  observa- 
tion essentielle  dont  Toubli  entraîne  à  d'étranges  hérésies  0. 

7.  La  série  des  nombres  naturels  donne  lieu  à  deux  opé- 
rations principales  ;  V  compter  en  avant ^  en  allant  vers  +  oo, 
c'est  ï addition^  2*  compter  en  arrière,  en  allant  vers  —  oo , 
c'est  la  soustraction.  Quel  est  le  septième  nombre  après  13? 
Réponse:  26.  Quel  est  le  treizième  nombre  après  7  ?  Ré- 
ponse :  20  ;  et  le  résultat  s'écrit  :  1 3 + 7  =  7+1 3 ,  et  en  géné- 
ral a+b^b-i-a  (2).  Quel  est  le  septième  nombre  après  13 
en  allant  vers  —00?  Réponse:  +6,  ou  13 — 7=+6.  Quel  est 
le  vingtième  nombre  après  13  en  marchant  vers  —00  ?  Ré^ 
ponse:  — 7,  ou  iS — 20= — 7.  L'addition  et  la  soustraction 
sont  deux  opérations  inverses  et  peuvent  servir  à  se  cou* 
trùler  mutuellement. 

8.  Problème  1 .  Étant  donné  le  polynôme  <x,-f  «,+«, +. .  .an , 
les  nombres  étant  positifs  ou  négatifs ,  combien  y  a-t-il  de 
manières  d'obtenir  le  résultat?  JNous  donnerons  plus  bas 
une  solution  simple  de  ce  problème  difficile  (p.  208). 

9.  Lorsque  dans  V addition  de  plusieurs  nombres  tous  les 
nombres  sont  égaux ,  l'opération  prend  le  nom  de  multipli-- 
caiion  et  le  résultat  se  nomme  produit. 

Théorème  i,  ab=iba  (3).  Démonstration.  On  a  a.i=i.a^ 
donc  a.i+a.\=ii.a+i.a,  ona[i+i)={i  +  i)a,  et  en  conti- 
nuant,  on  parvient  à  ab=ba.  On  peut  aussi  imaginer  a  rangées 
de  ^  carrés  chacune;  le  nombre  total  de  carrés  sera  représenté 
par  ab  et  par  ba.  Le  même  genre  de  raisonnement  sert  à  dé- 
montrer que  les  six  permutations  de  abc  donnent  le  même 

produit  :  on  imagine  un  assemblage  de  cubes  égaux  rangés 

^      • 

n  II  est  utile  aussi  de  remarquer  que  ok  — 1  et  0  se  confondent  ainsi  que 
o»K^  et  «».  Pour  les  distinguer,  dans  Palgèbre  appliquée,  il  faut  examiner 
l'état  de  ces  quantités  un  instant  arant  et  après  qu'elles  s'annulent  ou  de-' 
viennent  infinies.  Cet  examen  est  devenu  Tobjet  d'un  genre  d'opérations  que 
M.Caucby  désigne  sous  le  nom  de  calcul  des  résidus  et  pour  lequel  il  a  imaginé 
un  algorithme  spécial.  Il  faut  aussi  toujours  se  rappeler  que  0  et  œ  sont  des 
expressions  réciproques. 
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en  forme  de  parallélipipède  C)^  on  en  compte  nn  nombre  a 
dans  le  si^ns  de  la  longueur,  un  nombre  b  dans  le  sens  de  la 
largeur,  et  un  nombre  c  dans  le  sens  de  la  bauteur  ;  il  y  aora 
six  manières,  correspondant  aux  six  permutations,  de  trou- 
ver le  nombre  total  des  cubes,  qui  est  toujours  le  même. 
(Legendre,  Théorie  des  nombres ,  Introduction ,  $  2.) 

10.  Théorème  2.  Dans  quelque  ordre  qu'on  eOectue  les 
multiplications  de  n  facteurs ,  on  parvient  toujours  au  méoie 
produite 

Démonstration,  Supposons  que  le  théorème  soit  vrai  pour 
un  nombre  de  facteurs  moindre  que  n  ;  de  quelque  manière 
qu'on  s'y  prenne,  l'opération  se  termine  toujours  par  la 
multiplication  de  deux  facteurs,  qui  sont  généralement  eux- 
mêmes  produits  de  facteurs  simples.  Soient,  pour  un  de  ces 
modes  d'opérer ,  Pr  et  P<  deux  de  ces  derniers  facteurs  oom< 
posés ,  les  indices  r  et  ^  indiquent  le  nombre  de  facteurs 
simples  qui  entrent  respectivement  dans  ces  facteurs  multi- 
ples; on  a  évidemment  r  +  s=n.  Soient  Pr"  et  Pi'  les  deux 
derniers  facteurs  correspondant  à  un  autre  mode  d'opérer, 
on  a  encore  r'-f  5'=n;  Pr  a  nécessairement  un  certain  nom- 
bre de  facteurs  simples  en  commun  avec  Pr"  ou  avec  Pi'  ^  ad- 
mettons le  premier  cas  et  désignons  par  Pi  le  produit  des  / 
facteurs  communs  :  r  étant  plus  petit  que  n,  on  peut  multi- 
plier d'abord  entre  eux  ces  facteurs  communs,  on  a  donc 

Pr  =P/     Pr-<î  Pr'=P«  •  Pf^-i; 
donc  Pr     P,  =P(  .Pr-<     P* 

Pr^P/zrrPi  .  Pr'- e  •  P/ i 

or  Pr~i .  P«  =  Pr'-r .  Pj' ,  cA*  cea  deux  produits  renferonent 
les  mêmes  facteurs  simples  et  en  nombre  moindre  que  n  ;  de 
quelque  manière  qu'on  efiEsctue  te  produit,  il  ddt  donc,  diaprés 
la  supposition,  rester  le  même  ;  donc  aussi  Pr  .P«  =Pr'  «P/. 

•/)  II  serait  plus  conforme  à  l'étymologie  d'écrire  parallélépipède. 
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Or  le  théorème  est  vrai  ponr  trois  facteurs,  il  subsiste  donc 
aussi  pomr  quatre  facteurs,  etc. 

1 1.  Problème  â.  Be  combieii  de  manières  ^ut-on  effectuer 
le  produit  de  n  facteurs  inégaux? 

SokUion.  Désignons  par  ie  symbole  P»  ce  nombre  de  ma- 
nières; et  par  Pf»+i  œ  nombre  lorsqu'il  survient  uu  nouveau 
facteur  R,  et  que  Ton  a  n+1  facteurs;  cherchons  la  rela- 
tion efitre  Pn+t  et  P».  De  quelque  manière  qu'on  s'j  prenne 
pour  effectuer  P»,  il  faudra  toujours  exécuter /i  —  1  multi- 
plications. Ceci  est  évident  lorsqu'on  multiplie  le  premier  fac- 
teur par  le  second  ;  ce  premier  produit  par  le  troisième  fac- 
teur ;  ce  second  produit  par  le  quatrième  facteur,  et  ainsi 
de  suite  :  il  en  est  encore  de  même  lorsqu'on  exécute  par 
groupes.  Exemples  :  soit  n~12,  il  faut  onze  multiplications , 
par  le  mode  successif;  et  si  on  décompose  en  trois  groupes  de 
troi»,  quatre  et  cinq  faéteurs ,  le  premier  groupe  nécessite 
dcDX  multiplications ,  le  second  en  exige  trois  et  le  troisième 
qoatre  ;  à  quoi  il  faut  ajouter  deux  multiplications  pour  les 
trois  groupes  ;  ainsi,  en  tout,  encore  onze;  et  le  même  rai- 
sonnement s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

Cela  posé,  soient  d'abord  deux  facteurs  a,  6,  on  a  évidem- 
ment P.  ==  2,  savoir  :  ab^  ba;  prenons  un  troisième  facteur  c; 
on  peut  le  combiner  comme  multiplicateur,  ou  multiplicande 
avccâfr,  entièrement  effectué,  ce  qui  donne  deux  manières , 
cab ,  abc;  ou  bien  encore  faire  intervenir  c  pendant  la  mul- 
tiplication ;  ainsi  y  acXb,caxb^  a  X  bc  ^  aXcb  ^  ce  qui 
donne  quafrn  manières  ,  en  tout  six  manières  ;  raisonnant 
de  même  sur  ba  ^  on  voit  que  Ton  a  ?,=  12= 2. 6  ;  prenons 
un  quatrième  facteur  d,  et  combinons-le  avecle  produit  abc  ; 
d'abord  entièrement  effectué  ,  on  obtient  deux  manières 
iiabc  ,  abcd  ;  ensuite  pendant  l'opération ,  abc  exige  deux 
multiplications  ;  en  introduisant  d  pendant  la  première , 
celle  de  a  par  6c,  on  obtient  quatre  manières  •  ad,  bc^  da,  bc, 
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a.  dbc,  a.  bdc,  et  autant  pendant  la  seconde  maltiplication , 
celle  de  ab^v  c-,  en  tout  dix  manières.  On  en  dit  autant  d'an 
produit  quelconque  ,  d'où  P4=l20=â.  6. 10;  on  trouyerait 
de  méme.Ps=:2. 6. 10. 14  ;  et  ainsi  de  suite. 

En  général ,  soit  M  une  des  manières  employées  pour 
obtenir  le  produit  de  n  facteurs.  Le  nouveau  facteur  K 
peut  se  combiner,  multiplicande  ou  multiplicateur  avec  M , 
ce  qui  donne  deux  manières  ;  si  on  l'introduit  pendant  l'exé- 
cution ,  il  y  a  n —  1  multiplications  dont  chacune  d<»mc 
quatre  manières ,  et  en  tout  ^\n  —  l)+2=4n  — 2;  ce  qu'on 
dit  pour  M  peut  s'appliquer  à  toute  autre  manière  d'obtenir 
le  produit  de  n  facteurs;  donc 

p«+,  =  (4«— 2)Pn   ou  bien    P*  =  (4«- 6)P,i-i. 
Faisant  successivement  n=s2,39  4,  ....  n,  et  considérant 
que  P,  =s  1 ,  on  a 

P,  =  2;     P,=  2.6;     P^=2.6.10;     Pe=2  6.10.U; 
P.  =  2.6.10.14.18; 

et  P,i+i=2.6.10.  ..  (4«— 6)=2M.3.5  ....2n— 3=^-^^^^; 

\n — 2j 

les  crochets  désignent  un  produit  continuel. 

Observation.  Cette  ingénieuse  solution  est  duc  à  M.  Ro- 
drigues  (Olinde).  La  formule  avait  été  trouvée,  auparavant 
par  M.  Catalan  (£.) ,  à  l'aide  de  considérations  combina- 
toires.  (Journal  de  Liouville  ,  t.  III ,  p.  515  et  549.  1838.) 

12.  Problème  3.  De  combien  de  manières  peut-on  effectuer 
un  produit  de  n  facteurs  ,  lorsqu'il  y  a  des  facteurs  ^aux  ? 

SohUion.  Soit  a«6to ....  ^  et  «  +  (3  +  7  >•••==  'ï  on  aura 

2.6.10 4/1—6 

*"~  (1.2.3.. .a)(1.2.3...p)(1.2,3..,v)...  ' 

Cette  formule,  déduite  de  la  théorie  combinatoire  est 
aussi  de  M.  Catalan.  (Journal  de  Liouville,  t.  YI,  p.  74. 1841.) 

Observation.  Ces  solutions  conviennent  aussi  au  pro<- 
blèroe  1  (8).  (  La  suite  prochainement.) 
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THÉORÈMES 

DE  DESCARTES,  DE   ROLLE,   DE  BUDAN   ET   FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduits  (Vun  seul  principe. 
(Saite,  y.  p.  188.) 


9.  Problème  3.  Étant  donnée  la  fonclion  entière  fix) , 
trouyer  une  autre  fonction  entière  ^^(J:) ,  telle  que,  pour  la 

fonction  fractionnaire  -— { ,  D^  (5)  soit  nulle  entre  les  limi- 

tes  quelconques  a  et  b. 

Solution.  Soit  /  une  racine  réelle  de  <p(a*} ,  et  supposons , 
pour  plus  de  généralité ,  que  cette  racine  soit  multiple  du 
degré  m ,  de  sorte  que  Ton  a  (f{jc)  =  (x  —  /)*P ,  où  P  est  une 
fonction  entière  de  {x)  ;  faisant  j:=:/-f  A ,  la  fonction  frac- 
tionnaire devient  -j^ — ^^^^-4 — ....  [m]  est  le  produit  conti- 

[m] 
nuel  et  ^^(t)  est  la  dérivée  de  Tordre  m  ;  car,  d'après  la  pro- 
priété connue  des  racines  multiples ,  les  fonctions  dérivées 
VA  précèdent  y**  sont  nulles.  Cette  fraction  peut  s'écrire 
coQune   produit   de    deux   facteurs,    de   cette    manière 

1         Ul+h) 

g»r^        — 5  pour  que  cette  fraction  ait  toujours  le 

iQéoiie  signe  que  h^  il  faut  que  le  second  facteur  soit  tou- 
jours positif ,  c'est-à-dire  que  le  numérateur  et  le  dénomi- 
lutteur  soient  toujours  de  même  signe  ;  or,  h  étant  infiniment 
P^tit,  le  signe  est  déterminé  dans  chaque  suite  par  le  pre- 
oder  terme.  On  satisfait  donc  de  la  manière  la  plus  simple 
4111.  DE  MâtiuUi.  m  15 
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à  la  condition  de  rendre  le  second  facteur  constamment  po- 
sitif en  écrivant  que  le  premier  terme  du  numérateur  est 
égal  au  premier  terme  du  dénominateur ,  ce  qui  revient  à 
écrire  ^x  =  ^'{x)  ;  car  alors  le  premier  terme  du  numéra- 

im— I 

teur  est r;?"*(Oî   et  la  fraction  prend  la   forme 

Im—i] 

1  m-4-hM       ,  ,«.    .  n^T  ,       .         ,      ^ 

T  ^      1.TVT  >  OU  M  et  N  représentent  des  fonctions  entià^s 

n    1  -|-/ij3l 

de  A  et  de  /.  Ainsi ,  pour  h  infiniment  petit  et  négatif,  c'est- 

«'(/ — h) 
à-dire  pour  ar  =  / — ^,  le  rapport    ,.  ,  -.    est  négatif;  et 

dans  la  même  hypothèse  eix=l'\-h^ce  rapport  est  positif, 
et  pour  A  =  0  le  rapport  est  infiniment  grand  j  donc  il  n'y  » 
point  de  variation  descendante  lorsque  la  fraction  passe  par 
rinfini;  ainsi  D^  =  0;  donc  ^J>(J:)  =  <p'(j:)  donne  la  solution 

k  plus  simple  du  problème. 

ff'(i) 
Observation  1.  9{x)  ayant  des  racines  multiples,   ^-r 

devient  en  apparence  —;  mais  la  valeur  effective  est  infinie. 
06s.  2.  P  étant  une  fonction  entière  de  x^  y  j:-t-P<p(x)  =  ^x 

•IfX  Jx 

donne  aussi  une  solution ,  car  — •  =  F  +^ —  et  le  signe  <ki 

premier  membre  est  le  même  que  celui  de   •—    lorsque 

cette  fraction  passe  par  l'infini  (lemme  5).  En  général,  soit 
f{z)  une  fonction  entière  de  z  ne  renfermant  que  des  termes 
positifs  et  des  exposants  impairs;  remplaçant  z  par  ^'(j:),  on 
obtient  encore  une  fonction  "^(x)  qui  satisfait  au  problème , 
vu  que  cette  fonction  est  toujours  de  même  signe  que  ^{jc), 

10.  Théorème  i.  Le  nombre  des  racines  réelles  distinctes 
d'un  pcdynôme  algébrique  entier  F(j:)  comprises  entre  les 
deux  limites  a  et  6  est  toujours  égal  à  l'excès  £  y  relatif  au 

rapport  jT^^. 
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Démomêration.  Supposons  m  racines  distinctes  comprises 

Fx 
entte  aeib  ;  dans  cet  intervalle ,  le  rapport  —  passe  donc 

m  fois  par  l'infini,  et  pas  davantage j  et  toujours  pour  des 
variations  ascendantes  (problème  3  )  ;  donc  E=.m. 

Théorème  de  M.  Sturm, 

\i.  Problème  4.  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles 
distinctes  de  Véquatioa  F(j:)  =  0  comprises  entre  les  deux 
limites  atXb^  a<ib. 

Solutùm.    On   calcule    les  restes   successifs   —  F,(x) , 

— F,(j:) —  Fr(a:),  que  l'on  obtient  en  cherchant  le 

plus  grand  commun  diviseur  de  F{x)  et  de  sa  dérivée  F'{x)  i 
on  écrit  sur  deux  lignes  les  suites 

F{a),  F{a),  F.(a),  F^a) Fr{a), 

F(b),  F(i),  FAb),  FAb) Fr{b), 

ou  seulement  les  signes  de  ces  diverses  quantités  :  autant  la 
seconde  ligne  a  de  variations  de  moins  que  la  première ,  au- 
tant il  y  a  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  b.  Cette 
solution  est  une  conséquence  du  théorème  précédent  et  du 
problème  3. 

Observation.  E  étant  égal  à  m  essentiellCTient  positif,  la 
seconde  suite  ne  peut  jamais  avoir  moins  de  variations  que 

la  première. 

Théorème  de  Rolle. 

12.  TA^oréme  2.  Le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation 
F(a:)=:0,  comprises  entre  les  limites  a  et  6,  ne  peut  jamais 
surpasser  de  plus  d'une  unité  le  nombre  de  racines  réelles 
de  l'équation  dérivée  F\x)  =  0,  comprises  entre  les  mêmes 
limites. 

Démonstration.  Soient  E  et  E'  les  excès  relatifs  aux  fonc- 

tions  réciproques  -77—  et  =7—, ,  on  a  E  4-  E'  =  «  (5)  ^  or  soit 
^    ^         Fx       F(j:) 


—  212  — 

encore  m  le  nombre  des  racines  réelles  distinctes  de  F(j:)  =^0, 

comprises  entre  a  ei  b^  ei  m!  le  nombre  des  racines  de 

Y{x)  =  0   comprises   entre   les    mêmes    limites  ^    donc 

E=w=:  — F  +  fi  (théorème  1).  Si  toutes  les  variations 

Vix) 
relatives  à  -^^r—r  étaient  ascendantes,  on,  ce  qui  revient  an 

môme,  si  toutes  les  variations  relatives  à  — =^  étaient 

¥{x) 

descendantes,  dans  ce  cas  on  aurait  — T!=m\  Ainsi  m!  est 
donc  la  plus  haute  valeur  que  puisse  avoir  — E',  et  -}- 1  est 
la  plus  haute  valeur  de  t  ;  donc  la  valeur  la  plus  élevée  de 
mestm'  +  l,  C.Q.  F.  D. 

Théorèmes  de  Fourier  et  Budan. 

13.  Théorème  3.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion ¥{x)  =  0,  comprises  entre  les  limites  a  et  6,  est  tout  au 
plus  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  de» 
deux  suites 

F(^),  F(a),  F» r{a)  (1) 

F(^^),  FW,  F'(6) r(i)  (2) 

dans  lesquelles  F,  F' F**  représentent  les  dérivées  suc- 
cessives de  ¥(x)  et  n  le  degré  de  l'équation  F(a:)=0. 

Démonstration,  Soient  m,  m',  m" /ii(*)  le  nombre  des 

racines  des  équations  F(j:)  =  0,   F(a:)  =  0,  F"(a:)=0 

F**(x)=0,  comprises  entre  les  limites  a  et  6,  et  f ,  f',  c" 

c^«»)  les  excès  totaux  relatifs  aux  rapports 

FGr)       r'jx)      T'jx)  V\x) 

For'      TXxy      FV) F^'ix)' 

L'équation  étant  du  degré  n,  on  a  m(**)=sO,  c(*)  =  0;  le 
théorème  de  Rolle  donne 

/ij  <  w'  -f-  «  î 
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donc  m <; 8 -f- •'+*''+ t^*»"^);  mais  celte  somme  est 

égale  au  nombre  des  variations  de  la  seconde  suite ,  moins 
edledela  première  ( problème  2)  ;  donc.  ..  C.  Q.  F.  D. 

Théorème  de  Descartes. 

14.  Théorème  4.  Le  nombre  des  racines  positives  de  Té- 
qaation 

Fa:  =  j:*'  +  A,a:*-'4-A,x'^"-4- A^-tJ^+AurrO 

ne  peut  surpasser  le  nombre  de  variations  de  signe  que  pré- 
sente la  suite  des  coefficients  1 ,  A,,  A. An^i,  A». 

Démonstration.  Dans  le  théorème  de  Fourier,  prenons 
sa  =  0,  6  =  00  ;  la  suite  (1)  devient  An,  An-i ,  1.2.3,  An-2  ; 

K.2.3.An~3 [n— i]A,;  [7f].l ,   et  la  suite  (2),  entièrc- 

oient  composée  de  termes  positifs,  n'offre  aucune  variation; 
ilonc,  d'après  le  môme  théorème ,  le  nombre  des  racines 
i^omprises  entre  0  et  od  ne  peut  dépasser  le  nombre  des 

variations  que  présente  la  suite  des  coeflBcients  An,  An~i 

A,,  +  l,etc.,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
W{x)=:0  ne  peut  surpasser  que  d'une  unité  le  nombre  des 
K-acines  positives  de  l'équation  F(jc)  =  0,  lorsque  les  deux 
derniers  termes  de  la  fonction  ¥{x)  forment  une  variation 
de  signe. 

Observation.  Ainsi,  de  l'équation  fondamentale  E -f-F = • , 
on  a  déduit  tous  les  théorèmes  énoncés;  il  reste  encore  celui 
«leM.  Cauchy.  Tm. 

(  La  suite  prochainement,  ) 
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THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  NOMBRES, 

D'après  Euler,  Legendre,  MM.  Gauss  et  Caucby. 
(  Suite,  V.  page  204.  ) 


Division,  diviseurs^  résidus. 

13.  La  division  est  une  opération  par  laquelle  on  trouye 
combien  de  fois  on  peut  soustraire  un  nombre  d'un  autre 
jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  devenu  plus  petit  que  le  nombre 
soustrait.  Le  dividende  est  le  nombre  duquel  on  soustrait  f 
\e  diviseur j  le  nombre  qu'on  soustrait;  le  çuo^îen^ marque 
le  nombre  de  soustractions  à  effectuer  ;  le  résidu  de  deux 
nombres  est  le  reste  de  la  division  du  grand  nombre  par  le 
petit.  Ainsi,  pour  les  deux  nombres  19  et  5, 19  est  le  divi- 
dende, 5  le  diviseur ,  3  le  quotient  et  4  le  résidu. 

Soient  a ,  dividende  ;  p ,  diviseur  ;  q,  quotient  ;  r,  résidu , 
on  a  l'identité  a=^pq  -\-  r. 

Observation,  La  division^  et  la  multiplication  sont  deux 
opérations  inverses  et  peuvent  se  contrôler  mutuellement. 

14.  Lorsque  le  résidu  de  deux  nombres  est  zéro,  le  divi- 
dende est  dit  multiple  du  diviseur ,  et  le  diviseur  est  un  sous- 
multiple  du  dividende.  On  dit  aussi ,  dans  un  sens  restreint, 
qu'un  nombre  est  diviseur  d'un  autre,  lorsque  leur  résidu 
est  nul;  ainsi  5  est  diviseur  de  15,  et  15  est  un  multiple 
de  5.  Zéro  est  divisible  par  un  nombre  quelconque. 

15.  Notation.  Nous  proposons  de  désigner  le  multiple 
quelconque  d'un  nombre  par  un  point  placé  sur  ce  nombre  ; 

ainsi  5,/?  désignent  des  multiples  quelconques  de  5  ou  iep^ 
et  l'équation  a=p  signifie  que  a  est  un  multiple  de  p. 

Observation.  Le  point  est  déjà  employé  pour  désigner  une 
multiplication  quand  il  est  placé  à  côté  du  nombre. 


—  215  — 

£  ^yA  désigne  la  partie  entière  du  quotient  de  a  divisé 

parfriainsiEry)    =2,*   E^^)  =  6. 

16.  Lorsque  le  môme  nombre  divise  d'autres  nombres,  on 
dit  qu'il  est  divimnir  cQmm%m  à  ces  deux  nombres;  ainsi  3 
est  diviseur  commun  à  15,  21 ,  36. 

Un  est  diviseur  commun  à  tous  les  nombres. 

17.  Un  nombre  premier  est  celui  qui  n'est  divisible  que 
par  lui-même,  7,  il ,  13,  17,  etc.,  sont  des  nombres  pre- 
miers; les  autres  nombres  sont  dits  non  premiers  ou  com- 
posés. 2  est  le  seul  nombre  premier  pair;  1.2.3  sont  trois 
nombres  premiers  consécutifs ,  il  ne  saurait  y  en  avoir  d'au- 
tres aussi  consécutifs. 

18.  Deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  lorsqu'ils 
n'ont  d'autres  diviseurs  communs  que  l'unité;  ainsi  25  et  36 
sont  premiers  entre  eux. 

Corollaire  1 .  Un  est  premier  à  l'égard  de  tous  les  autres 
nombres. 

Corollaire  2.  Un  nombre  promis  est  nécessairement  pre- 
mier avec  tout  nombre  plus  petit  ;  avec  un  nombre  plus 
grand,  il  est  premier  ou  il  en  est  un  sous-multiple. 

19.  Théorème  3.  La  somme  algébrique  de  tant  de  nombres 
qu'on  voudra^  multiples  chacun  du  même  nombre,  est  un 
multiple  de  ce  nombre. 

Ce  théorème  peut  s'écrire  ainsi  :  a=zp^  b  =/J,  c=/?',  etc.; 
ona  a-|-*  +  c+---  .=>». 

20.  Théorème  4.  La  somme  algébrique  de  tant  de  multi- 
ples d'un  même  nombre  qu'on  voudra ,  et  affectés  chacun 
d'un  coeflBcient  entier,  est  un  multiple  de  ce  même  nombre. 

Ce  théorème  peut  s'écrire  ainsi  :  a=/9,  h=p^  ^=^Pi  e^*> 

on  a  aussi  /na-j-/iô-|-rc+ =/?. 
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Corollaire*  Si  as=p,  b=^p^  c=/i...ona  a^Vc^.,.  .^=ip, 
m ,  72 ,  r  étant  des  exposants  entiers  positifs. 

Observation.  Nous  omettons  la  démonstration  trop  facile 
de  ces  théorèmes. 

21.  Théorème  5.  Le  diviseur  commun  à  deux  nombres  est 
aussi  commun  à  leur  résidu. 

Démonstration.  Ce  résidu  est  égal  au  dividende ,  moins  le 
diviseur  multiplié  par  le  quotient  ;  donc (  théorème  4  ) . 

Corollaire.  Le  résidu  de  deux  nombres  premiers  entre 
eux  est  toujours  premier  avec  le  diviseur. 

22.  Théorème  6.  Le  résidu  de  la  somme  algébrique  de  plu- 
sieurs nombres  relativement  à  un  même  diviseur,  est  égal  à  la 
somme  des  résidus. 

Démonstration.  Soit  a  =/?  -^-r,  b  =/i + ^,  c  =/?  -j-  /,  etc.  ; 
p  étant  le  diviseur  et  r,  5,  t  les  résidus,  on  a 

a-f  64-^-f" =rp4-r+5-j-f ; 

donc,  etc. 

Observation.  Si  la  somme  des  résidus  surpasse  le  diviseur 
Pj  on  prend  le  résidu  de  cette  somme. 

23.  Théorème  7.  Le  résidu  d'un  produit  est  égal  au  pro- 
duit des  résidus  des  facteurs. 

Démonstration.  Soient  a,  b^  des  facteurs ,  p  un  diviseur, 

a=zp  +  r^  b+p-i'S^  c=::p  +  t^  on  a  abc =^p  +  rst  .... 

si  rst...  est  plus  grand  que  /?,  on  en  prend  le  résidu. 

Observation.  Les  preuves  dites  par  9  dont  on  se  sert  pour 
contrôler  les  opérations  de  l'arithmétique  sont  fondées  sur 
les  deux  théorèmes  précédents. 

24.  Théorème  8.  Le  produit  de  deux  facteurs  premiers  avec 
un  troisième  est  premier  avec  ce  troisième  nombre. 

Démonstration.  Soient  a^  b  les  deux  facteurs  premiers 
avec/7,  et  admettons ,  s'il  est  possible ,  que  q  soit  un  facteur 
commun  entre  ab  et/>,  de  sorte  qu'on  a  ab  =  q^  p=:q. 
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Supposons  d'abord  p  <  a ,  on  a  donc/? =a  +  r;  le  résidu  r 
est  pins  petit  que  a.   Cette   éqaation   donne   celle-ci   : 

pb=sab  +  br;  pb  et  ab^  par  hypothèse,  ont  le  facteur  com- 
mun q  ;  ce  même  facteur  divise  donc  br.  De  ce  produit,  on  dé- 
duirait semblablement  un  produit  br'  divisible  par  q ,  et  où 
/  <  r;  on  parviendrait  donc  enfin  à  un  produit  1  X  ^,  divi- 
sible par  qipeib  auraient  donc  le  diviseur  commun  q ,  ce 
qui  est  impossible  ;  donc  ab  et  p  n'ont  pas  de  diviseur  com- 
mun. 
2**  Si  a'^p,  on  a  a=:p+ry  où  r  est  plus  petit  que/?  et 

premier  avec/?  ;  ab=^bp+br'^  si  ab  n'est  pas  premier  avec/?, 
alors  6rne  serait  pas  non  plus  premier  avec  p  ;  mais  r  étant 
plus  petit  que  p ,  br  est  nécessairement  premier  avec  p\ 
donc,  etc. 

Ce  théorème  8  est  la  proposition  26  du  septième  livre 
d'Euclide. 

25.  Théorème  9.  Si  tous  les  facteurs  d'un  produit  sont  pre 
miers  avec  le  nombre  /?,  le  produit  sera  premier  aussi  avec 
ce  nombre/?. 

Ce  théorème  est  un  corollaire  du  précédent  ;  propositions 
i%,  17,  18,  19  du  neuvième  livre  d'Euclide. 

Corollaire.  Si  a  est  premier  avec  /?,  a*  est  aussi  premier 
^vec/?  ;  on  en  déduit  qu'il  est  impossible  que  la  racine  d'un 
indice  quelconque  d'un  nombre  entier  soit  un  nombre  frac- 
tionnaire ,  et  de  là  l'existence  des  quantités  irrationnelles. 

26.  Théorème  10.  Un  nombre  composé  ne  peut  se  résoudre 
que  d'une  seule  manière ,  en  facteurs  premiers. 

Démonstration.  Soient  a,  ^,  c,  d les  nombres  pre- 
miers, suivant  l'ordre  de  grandeur,  qui  divisent  le  nombre 
composé  N  ;  ainsi  îi  =  a^  b^cy  d^ :  soit  un  autre  nom- 
Ire  premier  a',  différent  ûea,  b,  c^  d ;  étant  premier 

avec  a ,  6,  c,  £/....  il  sera  premier  avec  N  j  ainsi  N  n'admet 
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pat  d'autres  DondNres  premiers.  Soit  donc  Nos a"^  6^'  e^ , 

et«'>«;  on  aura  h^ t^ =  a'^b^  e^ Mais  cette 

éqnatioo  est  impossible ,  car  le  second  membre  est  divisible 
par  a  et  le  premier  ne  l'est  pas  ;  donc ,  etc. 

'27.  Problème  4.  Combien  un  nombre  composé  a-t-il  de 
divisears ,  et  quelle  est  la  somme  de  ces  diviseurs? 

SoluHon.  Soit  comme  dans  le  théorème  précédent , 


N  =  a«6^ 


Effectuant  le  produit  des  polynômes 

(l  +  a  +  ^i'  +  ....  a){i  +  b  +  b'  +  ....b^)(i  -H  ....c^) .... 

tous  les  termes  de  ce  produit  sont  inégaux  ;  chacun  est  divi- 
seur de  N ,  et  réciproquement  tout  diviseur  de  N  est  né- 
cessairement  un  de  ces  termes  ;  or  le  nombre  de  ces  termes 
est  évidemment  (1  +  a)  (1  +  p)  (1  +  y) ....  ;  tel  est  donc  te 
nombre  des  diviseurs  de  N,  l'unité  comprise,  et  la  somme  d^ 
tous  ces  diviseurs  est  donc  égale  à 

(a  —  i)(b—i){c  —  i).,. 

CoroU.  Soit  N  =  2*  (2*  ^  *—  1),  et  supposons  que  2*+ *  —  ^ 
soitun  nombre  premier  ;  ainsi  a  =  2;  ^  =  2*"*"  — l;p=l^ 
la  somme  de  tous  les  diviseurs  est  donc ,  toute  rédnctioi^ 
faite ,  égale  à  2N  ;  le  nombre  N ,  qui  jouit  de  cette  propriét 
d'être  égale  à  la  somme  de  ses  diviseurs ,  est  dit  un  nombi 
parfait;  ces  nombres  sont  ainsi  dénommés  à  raison  de  leui 
rareté;  voici  les  11  premiers  nombres  : 
Valeurs  de  a. 

0—1 

1—6 

2—28 

4  —  496 

6  —  8128 
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12  —  33  550  336 

16  I  85  898  691  328 

18  I   137  438  691328 

30  I  2  305  843  008  139  952  128 

40  I  2  417  851  639  228  158  837  784  756 

46  I  9  903  520  314  282  971  830  448  816 128. 

Si ,  dans  un  nombre  parfait ,  on  ajoute  ensemble  tons  le» 
dxtttes ,  on  obtient  nn  second  nombre;  si  on  a  fait  de  même 
pour  ce  second  nombre ,  on  obtient  on  troisième  nombre 
qui  est  divisible  par  10.  Observalion  de  Kraft.  (M.  de  Péts  , 
1734 — 35).  Sans  démonstration. 

Enlre  1  et  un  seictillion,  il  n'y  a  que  10  nombres  parfaits. 

Cette  solution  se  trouve  dans  Euclide.  (Prop.  36,  liv.  9.) 

La  suite  prochainement. 
«=^    ■■  ■■  .     i'  ■    ■  — 

NOTE  SUR  L'AIRE  DU  TRIANGLE 

ei  sur  Vaire  du  quadrilatère  inscriptible  en  fonction  des  côtés^ 

La  méthode  mnénumique  pour  retrouver  certaines  aires  oa 
«les  volumes  {voir  1. 1  ^  p.  117,  t.  II,  p.  23 ,  t.  III ,  p.  93) , 
p^it  servir  à  retrouver  l'aire  d'un  triangle  et  du  quadrila- 
tère inscriptible  en  fonction  des  côtés ,  lorsqu'(Mi  sait  que  les 
carrés  de  ces  aires  sont  des  fonctions  entières  de  ces  côtés  ; 
en  effet,  soit  S  l'aire  du  triangle  ayant  a^b  ^  c  pour  côtés  v 
S' est  donc  une  fonction  symétrique  des  côtés ,  du  quatrième 
degré  ;  lorsqu'un  côté  devient  égal  à  la  somme  des  deux 
autres ,  l'aire  est  nulle  ;  donc  S*  renferme  les  trois  facteurs 
a-^-b — c,  a+c— 6,^+c— ^5  le  quatrième  facteur  ne  peut 
donc  être  que  de  la  forme  mia  +  b  -{-c),  m  étant  un  nombre 
constant;  donc S'=/7i(tf+6+c) (a-[-6— c)(a+cr— 6)(^+c— a);: 
lorsque  les  trois  côtés  sont  égaux ,  on  a 
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3  1 

S*  =  --  tf4  =  3/wa*;  donc  m  =  — . 

Observation.  Aycc  deux  côtés  inégaux  et  un  troisième 
côté,  plus  petit  qu'une  quantité  donnée,  il  est  impossible  de 
construire  un  triangle  ;  ainsi  en  faisant  a  =  0 ,  S  devient 
imaginaire;  mais  si  Ton  a  en  même  temps  6  =  c,  alors 
S =0  ;  car,  ayec  deux  côtés  égaux ,  on  peut  toujours  con- 
struire un  triangle,  quelque  petit  que  soit  le  troisième  côté. 

2*  Quadrilatère  inscriptible.  Lorsqu'un  côté  est  égal  à  la 
somme  des  trois  autres ,  Faire  est  nulle  ;  donc 
S"=m(a+ft+c— <i?)(^r+&+cî— c)  {a+c^d—b)  (6+c-|-rf— a); 
les  côtés  devenant  égaux ,  on  a 

S'  =  a*=  16  mtf*  ;  donc  m  =  --. 

Tm. 

NOTE 

SUR  LES  INTERSECTIOMS  SUCCESSIVES  DES  UGNES  DB  CONTACT. 

PAR  M.  B.  DBSBtARBST, 

ancien  élève  de  l'École  polytechnique  (*). 

Deux  courbes  algébriques  étant  données ,  si  des  divers  points 
de  Vune  on  mène  des  tangentes  à  F  autre  ^  déterminer  le  lieu 
géométrique  des  intersections  sticcessives  des  lignes  qui  unis- 
sent  les  points  de  contact. 

Les  équations  des  courbes  étant 

les  tangentes  à  la  première  courbe  sont  représentées  par 
l'équation 

ou 

jrr+xii:—{yr+x'X!)=o. 

n  V^i.  I,  p.  263. 
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i*  jc  ^y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  contact  ; 
2*  Y',  X'  sont  les  polynômes  dérivés  pris  par  rapport  à^  et 
à  j:  ;  on  démontre  que  la  position  sur  la  première  courbe  du 
point  j/y ,  opère  toujours  une  réduction  dans  le  polynôme 

/r+jc'X'. 

Si  nous  nommons  x",y'  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  7(0;^)= 0 ,  et  si  la  tangente  passe  en  ce  point ,  l'équa- 
tion de  la  ligne  des  contacts  sera 

yT+a:"X'  — (yr-H  a:X)  =  0, 
ou  en  posant  y  =/(j:")  , 

(A)  Yy(x'0  +  X'a:"  -  (y  Y'  +  orTC')  =  0  ; 

si  nous  donnons  à  a:"  l'accroissement  h^  Téquation  de  la  nou- 
yelle  ligne  sera 

(B)  YyCo:")  +  Yr(  ^")A  +  Yy(x")  :^  +  etc.,  + 

1  •A 

+  X'x"+X'&—(yY'+J^X')=0  ; 
l'abscisse  da  point  d'intersection  des  deax  lignes  est  donnée 
par  l'éqnation 

Y'f{x")h  +  Yy"(a:")  ^  +  etc., + X'A = 0. 

Si  1""  on  divise  par  ^ ,  et  2"*  on  suppose  à  =  0 ,  l'abscisse  du 
point  d'intersection,  de  deux  lignes  infiniment  rapprochées, 
^ra  donnée  par  l'équation 

Y'/(j/')+X  =  0, 

ainsi  le  lieu  géométrique  des  intersections  successives  des 
lignes  de  contact  sera  obtenu  en  éliminant  af\  y  des  trois 
^nations 

Yy(j/')+ X'  =  0 ,    Yyia/')  +  Xx"— (^'Y'+  a:'X')  =  0 ,' 

y(^y)  =  0, 
«t  l'équation  finale 

^K^',y)=o 

sera  l'équation  du  lieu  géométrique  cherché. 


Première  t^pUcoHon.  Les  deux  courbes  données  sont  des 
sections  coniques,  et  sont»  pour  faciliter  les  calculs ,  rappor- 
tées au  même  sommet  pris  comme  «nigine^  au  même  ne  ; 
leurs  équations  sont 

y  =  mx  +  nx\  y=:px  +  qx^^ 

l'équation  de  la  tangente  à  la  première  courbe  est 

^^y  —  (^+ 2nx')x  —  mx'=  0  5 
la  condition  de  passer  par  un  point  x\y'  de  la  seconde 
courbe  donne 

2yy—{m-^2nx')x"--mx'  =  0,       y'^==px"+qx'"  ; 

ainsi  les  deux  cordes  de  contact  sont  représentées  par  les 
équations 

(C)  ^y'/ix")  —  (/n  +  2nx')x"  —  ma:'  =  0 , 

(D)  2y/(x")-h2yf(x")h+e{c.  —{m  +  2nx')x"^ 

— -  (/w + 2nx')h  —  mx':=z  0  ; 

Tintersection  de  ces  deux  droites  donne,  après  avoir  Indivise 
par  A,  2^  supposé  A=0, 

on  doit  donc  éliminer  x"y"  des  trois  équations 

(E)  py  +  2y^'j/'  — ^'V  +  2/ia/)  =  0, 
2yy'—(m  +  2nx')x"—mx'  =  0,      y— />x"— 5rx'"=0  ; 
des  deux  premières  on  déduit 

_^"— mjcV>|-2nj/)       ,,  _  py(mJt^nx')—^mqyx^ 
{m^^na/f  —  kqy^  '  ^  ""      {tti^^nxy-^kqy^     ' 
ces  valeurs,  subtituées  dans  la  troisième  équation  du  groupe  E, 
donne  Téquation  du  lieu  géométrique  cherché  : 
<M)  mpx\m-\-2nx'y-^(m^qx'^+py)  (m+^nx'y^^mpqx'^OÇ). 
.__— _____^ —  ■  ■>'  I  ■■ 

(*)  Cette  équation  est  le  résultat  qae  Too  obtient  après  la  suppression  du  fae- 
«eur  m+2nx'  :  ce  facteur  est  étranger.  10  il  ne  peut  être  nul  lorsque  la  première 
courbe  donnée  est  une  parabole;  20  si  cette  première  courbe  est  une. ellipse  ea. 
une  hyperbole,  il  représente  une  droite  passant  au  centre  et  parallèle  à  Taxe  des 


EiABdkioDsqoelqiies  cas  pariteuliers. 
r  Si  les  deux  lignes  données  sont  des  paraboles,  on  «i 
71  =  0 ,  ^  =  0 ,  et  le  lien,  géométrique  est 

si  à  la  condition  précédente  on  ajoute  la  condition  p=  —  m , 
le  lieu  géométrique  est 

donc  si  les  deux  paraboles  sont  identiques,  mais  opposées  au 
sommet,  le  lieu  cherché  est  la  seconde  parabole  donnée. 

2*  Si  la  première  courbe  est  une  hyperbole  et  la  seconde 
une  parabole,  on  doit,  dans  l'équation  générale  M,  suppo- 
ser^ =0;  la  nouvelle  équation,  divisée  par  le  facteur 
m+2nx,  donne 

m*         2mn    , 

y  —  — j:  + a:\ 

P  P 

3**  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse ,  la  seconde  une 

parabole,  on  doit,  dans  Féquation  (M) ,  1*"  changer  le  signe 

de  71,  2"  supposer  g'  =  0 ,  on  a 

ni*  2mn 

y  =  —  X jc\ 

p  p 

Noos  pourrions  ainsi  examiner  les  modifications  apportées 
dans  l'équation  M  par  les  divers  assemblages  de  deux  sections 
coniques,  mais  Texamen  des  courbes  à  centre ,  fait  en  pre- 
nant ce  centre  pour  origine,  facilite  le  calcul  et  fait  mieux 
ressortir  quelques-unes  des  particubrités  que  présentent  les 
lieux  géométriques  obtenus. 

Les  d^ix  courbes  primitives  sont 

y+mx*=n,  y-¥px*=q) 


y  ei  on  p«ol  faeilement  démontrer  que  cette  droite  est  le  lieu  géométrique  de» 
interseeiions  snccessiTes  des  cordes  de  contact  lorsque  le  point  de  départ  de» 
^•■feBief  «ft  uii  peint  quelconque  de  Taxe  des  x. 
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si  nous  conservons  les  notations  précédentes,  les  deux  cordes 
de  contact  seront  représentées  par  les  équations 


y 


{/  q  —px'"  +  mjdx"—n  =  0  , 


f  ^if 


La  rencontre  des  deux  cordes  donne,  après  la  division 
par  h  et  la  supposition  ^  ==  0 , 

'^pyx"+mxy=:zO; 

rélimination  doit  donc  avoir  lieu  entre  les  trois  équations 

py^x'^+myx^^O,    yy-^mx"x'^n=0,    y^+Z^J:"'— y=0 , 

l'équation  finale  est 

(N)  qipy  +  m'xy  —  nyy  —  m^n^px'*  =  0. 

l*"  Si  les  courbes  données  sont  des  ellipses,  on  doit  conser- 
ver les  signes  attribués  aux  quantités  /n,  n^p^q-,  on  peut, 
à  cette  première  condition ,  en  ajouter  une  seconde ,  admet- 
tre ,  par  exemple ,  que  la  deuxième  courbe  est  un  cercle  par- 
ticulier,  c'est-à-dire  est  le  lieu  des  rencontres  deux  à  deux 

des  tangentes  normales;  on  a  alors /?=!,  ^  =  -i^ -, 

réquation  N  est  alors,  après  la  suppression  du  facteur 


.»^«.      ^^ 


les  foyers  de  cette  dernière  ellipse  sont  ceux  de  l'ellipse 
donnée. 

2°  Si  les  courbes  données  sont  des  ellipses  ou  des  hyper- 
boles semblables,  le  lieu  géométrique  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  semblable  aux  courbes  données. 

3**  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse ,  la  deuxième  une 
hyperbole,  et  si  les  axes  sont  égaux,  on  doit  1**  changer  les 


—  Co- 
signes de j9  et  de  ^ ;  2^  supposer  pz^m^  q=:n^  Téquation 
([énérale  N  devient 

le  liea  géométriqae  est  donc  l'hyperbole  même  qui  est  le 
point  de  départ  des  tangentes. 

4*  Si  les  conditions  précédentes  sont  renversées,  le  ré- 
sultat est  également  renversé  :  le  lieu  géométrique  est  l'el- 
lipse même  qui  est  le  point  de  .départ  des  tangentes. 

Deuxième  application^  Nous  donnerons  comme  dernière' 
application  l'exemple  de  deux  courbes  appartenant  à  une 
famille  remarquable,  citée  souvent  dans  les  premières  re- 
cherches sur  le  calcul  différentiel  : 

la  tangente  à  la  première  courbe  est 

y^mc{x' — a)"^*j:  — m6+(m  —  i)y-^am€[x' — a)'*~'  =  0; 

les  lignes  de  contact  seront  représentées  par  l'équation 

+im  —  l)y  +  amc{x'  —  a)"*"'  =  0. 
Si  on  fait  osciller  cette  ligne  en  donnant  à  .r''  l'accroisse- 
ment A ,  on  a 

(T)         p+q{x"'-d)^  +  Kq{x^'—d)^'-^h+eic,,  — 
—  mc{x'—  a)'^'x"  ~  mcix'-^aT-'h  --mb-^- 
+  (m  —  ly +amc(j:'—  «)•*"'  =  0  ; 
l'intersection  de  ces  lignes  donne,  après  la  division  par  h^ 
et  la  supposition  à  =  0 , 

Ry(x"— rf)R-i-  iiic(x'— a)"^'=0  ; 
l'élimioation  doit  donc  ayoir  lieu  entre  les  trois  équations 
(V)  Y,y''  —  Vip—mcx''{x'—  aY^'-^dmc^x'—aY""  =  0 , 
f —mciaf —aT^  —  mb  +  (/»—  l)y+ûmc(j:'  —  «)*•-'—  0, 
y''-p'-q(x''—d)^  =  0 
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Les  deax  premières  donnent 

„_^P  —  Rmb+^y  im—i)  +  mc  (aR-^ d)  {x'—àf^ 
^  "  mc{K—i){x'  —  ar^'  ' 

„  __  Iip^mb'\'{m'-i)y-^mc{a  —  d){x'  —  a)'^' 
^  -  R-i  ' 

ces  yalears,  substituées  dans  la  troirième  équation  du  groupe 
(Y) ,  donnent 

^^  R— 1  "^ 

rRp  —  Rmé  4-  ^y{m  —  1  ) + mcHja  —  d)  (x'--  g)*^l^_ 
""    L  iwc(R— l)(jc'— a)"^'  J  ""^ 

On  peut ,  de  ce  cas  général,  déduire  l'exemple  des  deux 
paraboles  données  dans  la  première  application,  on  doit 
alors  supposer 

6  =  0,     a  =  0,    p  =  0,     d=0,     m  =  2,     R  =  2, 
on  a  alors  l'équation  finale 

Si  on  suppose  c  =  — ,  ^  =:  - ,  si  on  change  les  x  en j^,  cl 

vice  versa  y  les  deux  paraboles  sont  ys=mxy  jr^=px, 
c'est--à-dire  sont  celles  qui  ont  été  indiquées  primitivement, 
et  le  lieu  géométrique  donné  par  l'équation  (U)  est ,  comme 
dans  l'exemple  cité , 

y  =  —x. 
p 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  65  (p.  451,  tome  II). 

PA&  M.  HZSPAZi, 

Élève  du  eollége  de  Rouen  (  institation  Lévy  ). 


l""  On  fait  tourner  l'angle  6  de  manière  que  ses  côtés  soient 
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toujours  tangents  à  une  section  conique  ^  quel  est  le  lieu 
décrit  par  un  point  du  plan  de  Tangle? 

2"*  On  fait  tourner  une  section  conique  de  sorte  qu'elle 
touche  constamment  les  deux  côtés  d'un  angle  6  ;  quel  est 
est  le  lieu  décrit  par  un  point  de  la  courbe? 

Indiquer  une  équation  qui  puisse  résoudre  à  la  fois  les 
deux  questions  ;  faire  des  applications  à  des  cas  particuliers. 
(Le  Besgue.) 

Soit  une  ellipse  (/îjr.â4),  rapportée  à  son  centre  età  ses  axes; 
/Aj/  un  angle  0  tangent  à  cette  courbe  ;  M  un  point  tel  que 

MQ=p     AQ  =  a. 
Si  je  puis  trouver  en  fonction  des  données  de  la  question , 
une  relation  telle' que 

je  dis  que  cette  équation  répondra  à  la  question.  En  effet, 
si  on  y  suppose  a  etfS  constantes,  tandis  que  j^,  et  x^  sontya- 
riables ,  elle  représentera  le  lieu  du  point  M  se  mouvant 
en  demeurant  invariablement  attaché  au  plan  de  l'angle  A , 
qui  se  meut  avec  lui.  Si ,  au  contraire,  on  suppose  j^.  et  x, 
constantes ,  a  et  ^  variables ,  on  aura  le  lieu  du  pointa  in- 
variablement attaché  à  la  courbe  qui  se  meut  en  restant  con- 
stamment tangente  aux  côtés  de  l'angle  6. 

Appliquons  ce  procédé. 

Soient  les  équations  des  droites  kx*  et  ky 
(1)  (Ajc')        ^=/wj:+V^âwTF' 


(2)  (A/)        ^==/n'j:+j/flW4-^' 
liées  entre  elles  par  la  relation 

(3)  tango  ou   ^=7——,. 

1  +  mm 

D'après  un  théorème  connu,  la  distance  MQ  d'un  point  M 
à  une  droite  AQ  suivant  un  angle  6 ,  sera 
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(4)  MQ  ou  p  =-i^i -i-- j==  ; 

»/l  +»»*  V/  1+li 
do  même,  AQ  =  MV=  «  donne 


(5)  «=• 


V/T+^Y/i+i' 


et  il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  m  et  ni  entre  les  trois 
équations  (3),  (4),  (5).  Or,  dans  le  cas  général ,  cette  élimi- 
nation est  extrêmement  compliquée,  car  les  deux  équations 
en  m  résultantes ,  sont  toutes  deux  du  quatrième  degré.  Mais 
faisons  application  à  quelques  cas  particuliers. 

1"*  Lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  tournant  tangen- 
tiëllement  à  une  ellipse.  l)ans  ce  cas ,  le  point  M  coïncide 
avec  A ,  et  on  a  a  =  p  =  o. 

Alors  les  équations  deviennent 

1  4"  nim 

0  =  jr.  —  nix,  — \/aW^+  b\ 
if 
Elles  se  réduisent  à 

m} m  -\ ; ;  =  0, 


m''^ni  _^^  .  , 

$  = ;    OU    o(1  +  mm)  =zm  —  m, 

i-^mm' 

Les  deux  premières  rentrant  Tune  dans  l'autre. 

Donc  mm'  est  le  produit  des  racines  de  l'une  d'elles ,  et 
,n  —  ni  est  la  diflérence  de  ces  mêmes  racines.  On  en  tire 

2  v^x,>;-cr, -y)  (^;-tf'). 


Si  .  .      ,        ,.  ^._^. 
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oa        j^/  +  -r;  — a**-^'  = — -— ^ . 

Cette  équation  est  da  quatrième  degré  dans  le  cas  général. 
Si  les  tangentes  deviennent  perpendiculaires  entre  elles  , 
^  =:  00  ;  d'ailleurs  le  numérateur  ne  peut  jamais  deyenir  moA 
pour  aucune  râleur  réelle  de  ^,  et  de  x,  ;  il  est  toujours 
réel,  et  l'équation  devient  alors 

J^,*+^.  =  «'+*% 
ce  que  Ton  savait  déjà. 

2^  Lieu  du  centre  des  ellipses  tangentc^s  à  deux  droites 
faisant  un  angle  0. 

Dans  ce  cas  nous  prenons  les  deux  tangentes  pour  axes, 
et  X,  =:x, = 0  ;  les  équations  deviennent  ainsi 

ou 

d'où 

d'ailleurs 

f/t  = r— . 

Nous  n'essayerons  pas  l'élimination  dans  le  cas  général  •/ 
mais  si  nous  supposons  que  l'angle  des  tangentes  soit  droit , 
alors  ^=  00 ,  et  en  divisant  par  è'  les  deux  termes ,  on  aura 
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m  =-r •; 


p  — -  a  «fc  —  c» 

d'j^lleurs ,  à  cause  de  la  perpendicularité,  on  a  mtn!z=z — i , 

wW  =  1  ; 

(P  — û)(a— a) 

OU  (a*  —  ô')p*  +  (a*  —  6')  a'  =  a*—  *4, 

et  enfin  p'+a*=«'+^*, 

résultat  que  l'on  pouvait  aussi  aisément  prévoir. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  voir  avec  quelle  facilité 
on  peut  déduire  tous  ces  lieux,  si  connus,  des  trois  équations 
que  nous  avons  données.  Dans  le  cas  de  Thyperbole,  on  au- 
rait les  mêmes  résultats,  avec  cette  seule  différence  qu'il 
faudrait  partout  changer  V  en  —  V. 

Ou  peut  faire  le  même  calcul  dans  la  parabole ,  en  partant 
de  l'équation  de  la  tangente 


on  a  alors  les  trois  équations 

P 


m  —  rd  ^  "^^  *     2m 


1  '\'mm! 


:  ^^î^V^n^ 


•^■-'"'^-fe 


i/ï 


+-':\/*+j- 


L'élimination  donne  encore  deux  équations  en  m  dû  qua- 
trième degré. 

Nous  remarquerons  seulement  que  le  lieu  des  sommets 
d'un  angle  constant  tangent  à  la  parabole  est  une  hyperbole  j 
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daof  ce  cas,  ^sarrO,  et  les  équations  deviennent 

y,         p 
ou  /» — "1-^./»  + r-- =  0, 

alors 

Cette  éqaaticn  représente  une  hyperbole  dont  le  centre  est 
situé  sur  Taxe  de  la  parabole  et  ayant  avec  la  parabole  une 
directrice  et  un  foyer  communs;  comme  il  est  facile  de  le 
voir.  Pour  ^=  oo ,  elle  se  réduit  à 

p" + Vx. + 4j:.'= 0 ,       ou      a:,  =  — |, 

comme  on  le  savait  d'ailleurs. 


DEMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE 

D9  la  proposition  de  la  note  (1),  p.  116 ,  t,  III  ^  relative  à  la 
mulHsectionducube. 


FAH  M.  A. 

Professeur  licencié  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 


n  faut  démontrer  qu'on  a  DB^rDH'ttDBrDE  (fig.  33). 

Pour  cela ,  il  n'y  a  qu'à  mener  DL  perpendiculaire  à  GK  ; 
DQ ,  et  HN  perpendiculaires  à  AK ,  et  joindre  HL. 

D'après  cette  construction ,  L  est  milieu  de  CK  ;  d'ailleurs 
H  est  par  construction  milieu  de  GK ,  donc  LH  est  parallèle 
àGC. 
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Ensuite  NH  et  CK  sont  parallèles,  comme  perpendiculairéi 
àAK; 
Donc  dans  le  triangle  DLH ,  OE  est  parallèle  à  LH. 
Et  dans  le  triangle  DLC ,  NO  est  parallèle  à  CL. 
D'après  cela ,  et  à  cause  que  ADH  est  rectangle ,  on  a 

DA*:Dff::AQ:QH::AD:DN::DC:DN::DL:DO::DH:DE; 

donc  DA':Dir::DH:DE, 

et  comme  DA  =  DB, 

DB':DH^::DH:DE; 

multipliant  les  antécédents  par  DB,  les  conséquents  par 
DH,  il  vient 

DB^•DH»::DHxDB:DExDH} 

divisant  les  deux  termes  du  dernier  rapport  par  DH,  on  a 
finalement 

DB3:DH3::DB:DE, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

LIMITES  DU  PÉRIMÈTRE  D'UNE  ELLIPSE, 

ET  RECTIFICATION  D'UNE  CYaOÏDE. 


M.   A. 

Ctève  Interne  du  collège  de  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Vincent  ). 


THÉORÈME. 

Le  périmètre  d'une  ellipse  dont  les  demi-asies  principaux 


sont  aeib  est  toujours  compris  entre  ic(a + b)  et  tz\/  2(a'+^*) . 
Soient  OA=a  (fig,  22)  et  OB=fr  les  demi-axes  princi- 
paux de  Fellipse.  Considérons  deux  points  P  et  P' ayant 
même  abscisse  et  situés,  Fun  sur  le  cercle  circonscrit ,  et 
l'autre  sur  Fellipse;   menons  ensuite  deux  tangentes  qui 
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Tiendront  couper  Taxe  OA  en  un  même  point  0.  Si  «,  a'  re- 
présentent les  angles  PGO^  P'GO,  K  et  K'  Félément  du  cercle 
an  poipt  P  et  cdui  de  l'ellipse  au  point  F,  on  aura 


K_cosa'_^m     /l  +  tang'g 
'     K'"~côri"~\/   1+tang'a' 


a 


tanff  a     a 
ou ,  en  posant  tang' a=m%  et  remarquant  que  - —    t^l-  •  • 


Ainsi,  s\m^m\m" représentent  les  tangentes  de  tous 

les  angles  compris  entre  0*"  et  90^,  n  leur  nombre  et /i  le  pé- 
rimètre de  l'ellipse ,  dont  celui  de  la  branche  AB  n'est  que  la 
quatrième  partie ,  on  pourra  poser ,  en  vertu  de  la  relation 


-^V^V  +  i)'*^ ""''  nombres  j. 

Gomme  à  une  valeur  m  de  la  tangente  en  correspond  une 

autre  -,  les  deux  termes  \  /  •— -; — —  et  \  /  —r-i — -, 
se  trouveront  dans  la  suite  qui  constitue  le  coefficient  de 
^  a ,  et  la  relation  précédente  deviendra  alors,  après  la  sup- 
pression du  facteur  a , 

P_'^  ±_  \(\    /a*  +  b'm*     y    /b'+a'm'X 
+ etc.,  en  nombre- 
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La  quantité  \/  — ; — r'+\/  — ; — T  ramonée  a  la 


-a- 


forme  k  A +\/b  devient 

Pour  i»  =  0,  cette  fonction  atteint  son  minimôm,  qui 
est  (a +6),  et  son  maximum  J/  2(a'+^*)  répond  à  l'hypo- 
thèse m=sl. 

On  aura  donc ,  en  remplaçant  chaque  expression  psp  la 
valeur  minimum  (a  +  &) ,   puis  par  la   valeur  maximum 

j>|(«  +  ^)        ou       i9>ît(a  +  6), 

|<^K2(a'+6')        ou        /i<7rl/2p4^. 

(La  ntî^e  procfca^nemen^) 

ATor^.  Les  deux  limites  de  M.  Peyronny ,  et  d'autres  plus  rap- 
prochées ,  ont  été  données  la  première  fois  par  J.  Bemoulli , 
d'après  une  génération  organique  d'une  courbe  rampant  sur 
une  autre,  moyen  simple  et  d'une  extrême  fécondité  pour 
les  périmètres  des  courbes ,  sur  lesquels  la  géométrie  ordi- 
naire et  celle  des  projections  ne  nous  apprennent  absolument 
rien  ;  nous  en  entretiendrons  nos  lecteurs.  Tm. 


NOTE  SUR  LES  RACINES  CUBIQUES. 
PAR  M.  marr , 

Ancien  professear  dans  les  Collèges  royaax. 

Les  traités  d'arithmétique  contiennent  des  méthodes  pour 
rendre  plus  rapide ,  au  moyen  de  divisions  successives,  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  nombres. 
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L'cKtracUon  de  la  facine  cubîfiie  est  siucepUble  de 
plificaUons  énalogaes ,  et,  comme  la  métliode  à  suivre  pour 
les  effectuer  n'a  encore  été  traitée ,  à  notre  connaissance , 
dans  aucun  ouvrage  élémentaire,  nous  croyons  utile  de 
faire  connaître  et  de  développer  par  quelques  exemples  le 
procédé  qui  suit. 

Nous  ferons  voir  d'abord  comment  doit  être  modifiée , 
pour  la  rendre  plus  facile  et  plus  prompte,  la  méthode  usitée 
pour  la  détermination  successive  des  chiffres  de  la  racine. 
Puis  après,  comment,  par  une  suite  de  divisions,  on  pourra 
jrendre  plus  rapide  encore  la  méthode  indiquée. 
Soit 

Supposons  pour  le  moment  que  la  racine  a+b  soit  entière 
^tqoe  fr  désigne  le  cbifire  des  unités,  de  Tégalité  précédente 
on  déduira  oelle^dt 

N  — a»  =  ^X  {3a(«+ft)+ft'|. 
-^aiscms 

Sa(tf  +  6)  +  6*=P, 
«OU8  aurons 

N  — a»  =  6P. 

Admettons  maintenant  que  {a+b)  ne  soit  qu'une  partie  de 
^^  racine  totale ,  et  que  le  chiffre  suivant  soit  c  ;  de  sorte  que 
l'on  ait 

Alors 

N_a»— 6P, 

^ra  le  reste  au  moyen  duquel  il  faudra  déterminer  c.  Pour 
^la  noiis  savons  qu'il  faudra  diviser  une  partie  convenable 
déco  reste  par  3(a+^r,  et  que  le  quotient  indiquera,  au 
^m  approximativement,  le  chiffre  à  vérifier  c.  Or  le  pro- 
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dait  eonnu  P  est  évidemment  une  partte  de  ce  noareii 
diviseur,  et  leur  différence 

ajoutée  à  P  donnera  le  diviseur  cherché. 
Cette  différence  revient  à 

et  peut  s'écrire  ainsi 

faisons  pour  abréger 

U{a+b)=V, 
et  prenons  la  somme 

P+U, 

pour  diviseur.  Celui-ci  quoique  trop  fort  de  b\  n'en  sera  qai 
plus  utile  dans  la  pratique  ;  parce  que  le  diviseur  exac 
3  (a+6)'  donne  presque  toujours ,  comme  l'indique  la  théorie 
un  quotient  entier  supérieur  au  chiffire  cherché. 

Quelques  applications  numériques  en  familiarisant  ave 
remploi  de  ces  formules ,  vous  en  démontreront  l'utilité. 

Pour  que  l'on  puisse  suivre  commodément  les  calculs ,  e 
en  saisir  l'ensemble  avec  plus  de  facilité ,  nous  écrirons*  ei 
dehors  du  texte,  le  tableau  ou  le  type  de  chaque  opération 
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Premier  exemple. 
Soit  à  troayer  la  racine  cubique  de  12  000  000  000. 


Opération  principale. 

lâOOOOOOOOO 

8 

4000 
P,=  1  324 


1  352  000 
P4=     150544. 


8 


147  648  000 
?,=   15  656  841 


6  736  431 


V 12  000  000  000  =  2289. 


Opérations  partielles. 

23 
50 


P.  =  1389 


60 


P.=  1324 

22 
6 


229 
660 


U.  =  132 
S.=  P.  +  U.=  1456 
228 
660 


13  821 
1374 


13  744 
1368 


P,  =  151  221 


228 
24 

912 
456 

U,  =  5472 


P^  =  150  544 
U,  =  5  472 

S,  =  156  016 


2  289 

6  840 


91641 
18  31  2 
137  34 


P,=  156  56  8*1. 


.  —  238  — 

Le  premier  chiffre  de  la  racine  est  2;  le  reste  correspoa- 
dant  est  4.  Descendant  la  tranche ,  Ton  a  40  à  diTÎser  par  12, 
le  qaotient  est  3 .  Alors  a+&  =  23  ;  mnltipliant  ce  nombre 
par  3^  =  60,  et  ajoutant  9,  l'on  a  pour  première  yalenr 
deP,  le  nombre  1389  qui  multiplié  par  6=3  donne  un 
produit  supérieur  à  4000.  La  soustraction  est  donc  im- 
possible ,  et  le  chiffre  3  est  trop  fort.  Mais  avec  2  la  sous- 
traction peut  s'effectuer,  et  le  reste  correspondant  1352, 
suivi  d'un  zéro,  donnera  le  nouveau  dividende.  U  =  133, 
par  suite  P  +  U  =  1456;  le  quotient  correspondant  est  9. 
Mais  le  produit  bP  ne  peut  se  soustraire  du  reste;  essayonsS, 
la  souâitraction  devient  possible  et  147648  est  le  reste  corres- 
pondant. La  division  de  1476480  par  S^  donne  le  chiffre  9, 
que  l'on  vériCe,  et  Ton  a  enfin  2289  pour  la  racine  cubique 
demandée. 

Deuxième  exemple. 

Soit  à  extraire  avec  4  décimales  la  racine  cubique  de  40. 
L'opération  se  fera ,  diaprés  la  méthode  indiquée ,  conformé* 
ment  au  tableau  ci-joint. 
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Opération  principale. 


40 
27 

3 

13  000 
3  076 

4 

696  000 
347  821 

1 

348  179  000 
34  986  451 

9 

34  301  041  000 
3  507  791  511 

9 

2  730  917  401 

1/^40  =  3.4199 


Opérations  partielles. 

S.  =      27 

34  341 

90  1020 

P,  =  3076  6821 

340  341000 

68  P3  =  347821 


S,  =  3684 

3  419 
10230 
102  651 
683  8 
3419 
P4=34976  451 
34199 
102  570 


2394  011 
17099  5 
68398 
34199 
P,=  35  077  91511 


Emploi  de  la  division  pour  abréger  les  calculs. 

Lorsqu'on  aara  calculé  par  la  méthode  précédente  plus  de 
la  moitié  des  chiffres  de  la  racine  cubique  d'un  nombre,  on 
fourra,  en  s'appuyant  sur  les  mômes  formules,  déterminer 
plus  rapidement  par  la  division  les  chiffres  restants. 

En  effet,  soit  a  un  nombre  àe  n+i  chiffres,  suivi  de  n 
zéros  et  b  un  nombre  de  n  chiffres.  Nommons  N  le  cube  de 
la  somme  a  +  b,lai  racine  aura  2n+i  chiffres,  et  Ton  aura 


N- 


D*après  ce 


Sa* 


,     6'        b^ 

=  ^  +  -  +  TT- 
a       3a 


a>10•^       6<10^ 


—  aw  — 

d'où 

6«<10"",      -<1. 
a 

De  pins ,  puisque  l'on  a 

ii  suit  que 

b^     ^    W  ^      i 


-:  <  riK^    ^«     < 


3a*  ^3.10**  ^3.10*' 

D'où  Ton  voit  que  la  somme 

b^        b^ 
Il  +  305' 

en  général  moindre  que  l'unité ,  n'en  pourrait  différer  en 
plus  que  d'une  quantité  <  . 

Afflicaiion. 

On  détermine  par  la  méthode  précédente  la  partie  2,71 
formée  par  les  trois  premiers  chiffres  de  la  racine  cubique 
de  20. 
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Opération  principale. 


Opérations  partieiles. 


20 

28 

27 

8             2 

60 
1746 

60 

12000 

1669 

1669 

7 

540 

317000 

27 

219511 

1 

2236 

97  489 

1 

271 

810 

2711 

2168 

219511 
813 

220324 

Première  division. 

972      220 

96       44 

97&'89000000 

97099601984 

389  396016 

Deuxième  division. 

38939 
16836 

22103 

1761 

1364 

31 

16 

1720  =  2,71441761. 

Les  deux  chiffres  44  qui  suivent  2,71  s'obtiennent  par  la 
division.  Pour  cela  on  écrira  deux  zéros  à  la  droite  du  reste 
^7489  et  Fou  divisera  le  nombre  résultant  9748900 par  220324. 
Oo  sait  que  dans  une  division  dont  les  deux  termes  sont  de 
grands  nombres,  les  premiers  chiffres  à  la  droite  du  divi- 

ANM.  DKt  Màthémat.  III.  17 
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dende  et  du  dîTisetir  n'ont  qu'une  faible  inOaenee  sur  le» 
chifires  du  quotient.  On  pourra  donc  se  borner  ici  à  diviser 
974  par  220 ,  en  Taisant  usage  de  la  méthode  approximative 
connue,  et  le  quotient  44  donnera  les  deux  chiffires  cherchés 
de  la  racine  dont  la  partie  connue  deviendra  par  conséquent 
27144.  Pour  la  vériGer,  on  retranchera  le  produit  6P  de 
97489000000  et  l'on  aura  le  reste  correspondant  $89398016. 
Écrivant  4  zéros  à  la  droite,  et  divisant  le  nombre  qui  en 
résulte  parla  valeur  correspondante  de  P  +  U,  ou  seule- 
ment 38939  par  22103,  le  quotient  1761  complétera  l'ex- 
traction, et  Ton  aura  ainsi 

^^20  =  2,71441761 , 

à  moins  de  .^^^^^^^^  d'unité  près. 
100000000  ^ 


SOLUTION 

d'un 
PROBLÈME  SUR  LE  BILLARD  CIRCULAIRE. 

(Question  d'examen.  ) 


On  donne  un  cercle  et  deux  points  intérieurs  A,  B  (fig.  25)  ; 
ces  points  étant  considérés  comme  des  billes  infiniment  petites , 
et  la  circonférence  comme  une  ligne  matérielle  parfaitement 
élastique  :  on  propose  de  déterminer  sur  la  circonférence  un 
point  D  tel  que  la  bille  A ,  dirigée  vers  le  point  D ,  revienne 
au  point  B ,  après  s'être  réfléchie  sur  la  drconférenee. 

1.  Supposez  le  problème  résolu ,  et  menez  les  cordes  DAF, 
DBE,  et  les  tangentes  HDG,  FH,  E&.  Les  an{^  FIffl, 
EDG  seront  égaux  ;  donc ,  les  cordes  DAF,  DBE ,  awront  la 
même  longueur ,  et  par  conséquent  le  triangle  DHF  sera 


égal  an  triangle  DGE.  D'ailleurs,  les  points  H,  G,  appar- 
tiennent aux  polaires  OX,  OY  des  points  donnés  A^B: 
ainrif  la  question  se  ramène  à  inscrire  dans  l'angle  donné 
YOX,  ane  droite  HDG  qai  tonche ,  en  son  milieu  D,  une 
drooBférenoe  située  dans  l'intérieur  de  Fangle. 

Pour  mettre  en  équations  ce  dernier  proUème ,  je  dirige 
les  axes  de  coordonnées  suivant  les  c6lés  OX,  OY  de  l'angle 
donné  YOX  9  et  je  prends  pour  inconnues  les  deux  coordon- 
nées j/,  y,  du  point  D ,  milieu  de  HDG.  Le  coefficient  de 

y 
l'inclinaison  de  la  droite  HDG,  sur  l'axe OX,  sera  —  ~j, 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  De  plus ,  on  sait  que  si 

J(Xyy)  =  0  est  l'équation  de  la  courbe  FDE ,  et  X',  Y'  les 

dérivées  de/(x ,  ^) ,  relatives  hxeiy^  dans  lesquelles  les 

variables  x^  y  sont  remplacées  par  x',  y\  le  coefficient  d'in- 

X' 
clinaison  de  la  tangente  HDG  a  aussi  pour  expression  —  :^,  : 

donc  '--7  =  ^1  d'où  Yy  —  XV  =  0.  Par  conséquent,  on 

aura ,  pour  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  x\y\  les 
équations /(x', y)  =  0,  Yy  —  XV  =  0. 

Ainsi ,  quelle  que  soit  la  courbe  FDE  dont  Téquation  est 
/(j:,^)  =  0,  le  point  D  auquel  il  £aut  mener  la  tangente 
HDG  est  situé  sur  la  ligne  Yj^  —  Xx  =  0. 

Dans  la  question  proposée,  la  courbe  FDE  étant  une 
droonférence,  l'équation /(j:,^)  =  0  devient  y  + -îr' + 
2jqyciM  +  ay+bx  +  c=zO.  L'angle  G  est  l'angle  YOX 
queiorment  les  polaires  OX^OY  des  points  A,  B.  Les  coef- 
ficients a  ^  6,  changés  de  signe,  représentent  les  doubles 
des  disUinces  du  point  0,  pôle  de  la  droite  AB,  aux  pieds  des 
pcrpendicnlaires  GL,CI|  abaissées  du  centre  C  sur  les  axes. 
Et  letoeffideni  c  est  le  carré  delà  tangente  menée  du  point  0 
à  la  circonférence.  On  a  d'ailleurs  Y=^4*2j:co9d+a, 
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X=2x+2ycosB+b  f  et  par  suite  Téquation  Yy  ~ Xx  =  0 
devient  ^*  —  2a:'  -f-  a^ —  bx  =  0. 

£lle  représente  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymp* 
tôles  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  polaires  OX,  OY  ;  ou,  ce  qui  revient  au  mémo,  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  que 
forment  les  droites  CA^  GB.  Cette  hyperbole  passe  par  les 
quatre  sommets  du  quadrilatère  OICL ,  elle  a  spn  centre  au 
milieu  de  la  diagonale  IL.  Enûn ,  les  tangentes  à  la  courbe , 
aux  points  L,  I ,  où  elle  coupe  les  polaires  des  points  B,  A , 
sont  parallèles  à  la  droite  BA.  En  effet ,  ces  tangentes  doi- 
vent être  perpendiculaires  à  Thypotènuse  des  triangles  rec- 
tangles OLC^  OIG,  dont  les  côtés  de  Fangle  droit  sont  des 
cordes  de  Thyperbole  équilatère;  et  la  droite  AB  est  aussi 
perpendiculaire  à  CO ,  car  le  point  O  est  le  pôle  de  AB. 

Dans  le  cas  particulier  où  CA  =  CB ,  on  a  :  CI  =  CL  ; 
01  =OLj  a=:b,  et  alors,  l'équation  ^y^—2x*+ax — bx^=:0 
représente  les  deux  diagonales  CO ,  IL  du  quadrilatère  COLL 

Si  l'on  suppose  CA>CB,  on  aura  CI<CL,  Fangle 
ICO  >  Fangle  LCO.  La  bissectrice  de  Fangle  ACB  sera  si- 
tuée dans  F  intérieur  de  Fangle  ICO ,  et  comme  cette  bissec- 
trice est  parallèle  à  Fune  des  asymptotes,  il  faudra  que  les 
deux  points  C ,  I  se  trouvent  sur  une  des  deux  branches  de 
Fhyperbole,  et  les  points  O,  L  seront  situés  sur  Fautre 
branche.  La  première,  qui  passe  par  le  centre  du  cercle, 
coupera  nécessairement  la  circonférence  en  deux  points  D, 
D'.  Et  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  deux  points  satis- 
font à  la  question  proposée.  C'est-à-dire  que  si  Fon  dirige  la 
bille  A  vers  un  de  ces  points ,  par  exemple  au  point  D,  elle 
reviendra  en  B,  après  s'être  réfléchie  sur  la  circonférence. 

Car  le  rayon  CD  étant  moyen  géométrique  entre  CA  et  CI  ; 
les  triangles  CD  A,  CDI  sont  semblables,  et  Fangle  ADG  = 
=  DIC.  De  même,  la  similitude  des  triangles  GDB,  CDL 
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donne  BDG  =:  DLG.  Mais  l'hyperbole  considérée  étant  équi- 
latère,  la  différence  des  angles  DIL,  DLI  est  égale  à  la  dif- 
férence des  angles  CIL,  GLI  (*) ,  on  a  donc  DIG  =  DLG,  et 
par  conséquent  ADG  =  BDG. 

D'après  cela,  on  voit  que  la  question  proposée  admet  au 
moins  deux  solutions. 

2.  Le  nombre  des  solutions  est,  dans  tous  les  cas,  égal  à 
celui  des  points  communs  à  la  circonférence  et  à  Thyperbole. 
Afin  de  déterminer  le  nombre  de  ces  points  par  le  calcul  le 
plus  simple ,  je  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  centre 
G  de  la  circonférence.  Puis  je  dirige  l'axe  des^  suivant  la 
bissectrice  GY  de  l'angle  AGB  des  deux  droites  GA ,  CB ,  me- 
nées du  centre  aux  deux  points  donnés  A ,  B  (/îgr.  26) ,  et  je 
prends ,  pour  axe  des  x  ,  la  bissectrice  de  Tangle  adjacent 
BGA',  en  supposant  toujours  GB  <:;GA.  Enfin,  je  nomme  a , 
€ ,  les  coordonnées  x^  y  ixx  centre  de  Th^perbole ,  situé  au 
milieu  M  de  la  droite  IL ,  qui  unit  les  pieds  I ,  L  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  centre  du  cercle  sur  les  polaires  de» 
points  A,  B  ;  et  r  le  rajon  de  la  circonférence. 

L'équation  de  la  circonférence  sera  ^'  +  Ji'  =  r'',  et  celle 
de  rhypcrbole  :  xy  —  (i.y  —  6^7  =  0.  La  première  donne 

-^ —  == :  et,  en  posant =z,  =  z,  on  eu 

x  +  r  y  x-^rr  y 

2rz  /-(t— s') 

déduit  'y=^' î?  •^^•"T": — ^-  Substituant  les  valeurs 

1  +  z  1 +  z 

i^x\y  dans  ooy  —  a^  —  êjc  =  0 ,  il  vient  : 
2r'z  (1  —  z')      2arz  +  6r(l  —  z') 


(l  +  zY  (l  +  zO 


=  0; 


(*)  La  difTcrence  des  angles  formés  par  le  diamètre  IL  avec  les  cordes  sup* 
plémentaires  menées  à  ses  extrémités,  est  égale  à  l'angle  de  ce  diamètre  et  de  la 
tangenie  menée  par  Tune  de  ses  extrémités. La  tangente  à  l'hyperbole  au  point } 
étant  parallèle  à  AB,  l'angle  dont  il  s'agit  est  précisément  celui  des  deux 
droites  AB,  IL. 
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.       2(r+a)          2(r  — g) 
OU  z* —  z^  H z  —  1  =  0. 

Posons =  A ,  — - — -  =  B,  il  en   résultera 

Téquation  z^4- Az'+Bz  — 1=0,  qui  a  déjà  été  discaCée 
(t.  II,pag.  18-21). 
On  a  démontré  que  si  les  coefficients  A ,  B  de  cette  der- 

(A4"B\—      /A— B\i- 
— —  j'  —  \T — i"^ 

1  <  0 ,  ses  quatre  racines  sont  réelles  et  inégales. 

Deux  de  ces  quatre  racines  réelles  deviennent  égales, 

.«H..(i±i')i-(^)^.=.. 

Deux  des  racines  de  Féquation  sont  imaginaires,  si  Ton  a 

2(r4-a)  2(r a) 

Or ,  les  égalités  A  = — ,  B  = ,  donnent 

4»  4 

A  +  B  a         A  — B  r  „ 

— T— ï=  — g,  et  — ^ — =  —  g-  Par  suite,  on  a  : 

on  en  concluera  que  : 
L'equation  z* — L  z^  H — i  z  _  1  s  0    a   ses 

quatre  racines  réelles  et  inégales ,  lorsque  les  coordonnée» 

V— 
a,  6  du  centre  de  rtiyperbole  satisfont  à  Tinégalité  k  a^-f- 

V/6'<;  V/r\  Deux  des  raciles  réelles  de  cette  équatiou 
deviennent  égales  entre  elles,  lorsque  les  coordonnées  a  fi 

donnent  k  a'  +  V^*  =  Kr*.  Deux  des  racines  sont  imagi- 
naires ,  si  Ton  a  J/?  +  V^>  \/'^\ 
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Dans  le  premier  cas ,  chacune  des  branches  de  l'hyperbole 
coupe  la  circonférence,  et  alors  le  problème  admet  quatre 
solutions,  déterminées  par  les  quatre  points  E,  E',  D,  D', 
communs  aux  deux  courbes. 

Dans  lesecond,labranchederhyperboleEE'qnine  contient 
pas  le  centre  du  cercle ,  devient  tangente  à  la  circonférence. 
Et  enfin,  cette  branche  n'a  aucun  point  de  commun  avec  la 

circonférence  quand  Tinégalité  ko*  +  ^^^  >  ^^  a  lfe»> 

La  condition  k^4-  ^^^  <  ^^'^  montre  dans  quelle  par- 
tie du  plan  du  cercle  doit  se  trouver  le  milieu  M  de  la  droite 
IL,  pour  qu'il  soit  possible  de  déterminer  sur  la  circonfé> 
rence  quatre  points  £^  E',  D,  D'  satisfaisant  à  la  question 
proposée.  En  effet,  construisez  la  courbe  PQRS  (/!</.  26) , 

dont  l'équation  est  Vx^+yy  =  yr^.   SI   la   coodilion 

!/?+  J/ê'  <  kT^  est  remplie,  le  point  M  devra  être  situé 
dans  l'intérieur  de  la  partie  du  cercle  terminée  par  cette 
courbe.  C'est  le  cas  particulier  où  le  problème  admet  quatre 
solutions.  Lorsque  le  point  M  est  sur  la  courbe ,  le  nombre 
des  solutions  se  réduit  à  trois  ;  et  il  y  en  a  seulement  deux , 
si  ce  point  est  extérieur  à  la  partie  du  cercle  terminée  par  la 
courbe.  On  conçoit ,  d'après  cela,  que  le  nombre  des  solu- 
tions est  égal  à  celui  des  tangentes  que  Ton  peut  mener  par 
le  point  M  à  la  courbe  PQRS.  C'est  d'ailleurs  ce  qui  résul- 
tera des  considérations  suivantes. 

Je  prolonge  la  droite  CIM ,  d'une  longueur  MN  =  CM  ;  le 
point  N  sera  sur  l'hyperbole.  Je  joins  le  point  N  à  un  des 
points,  E',  communs  à  l'hyperbole  et  à  la  circonférence ,  par 
la  droite  NF,  dont  le  prolongement  coupe  les  asymptotes 
aux  points  O,  0',  et  les  axes  des  coordonnées  en  H,  G.  Je 
mène  encore  le  rayon  CE',  et  la  droite  MF  parallèle  à  CF.  Le 
point  F  sera  le  milieu  de  la  corde  NE',  puisque  M  est  le  mi- 
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lien  de  CN.  De  plus ,  NO  =  E'(y ,  coinme  parties  d'nne  sécante 
à  l'hyperbole ,  œmprises  entre  la  courbe  et  ses  asymptotes  ; 
donc ,  le  point  F  est  au  milieu  de  la  droite  00'.  D'où  je  con- 
clus ,  à  cause  du  parallélisme  des  droites  CE,  MF,  que  E'  est 
aussi  le  milieu  de  Fhypoténuse  HG  du  triangle  rectangle 
HCG.  Et,  par  suite ,  HG  =  2GS'.  Ce  qui  montre  d'abord 
qu'on  obtiendra  les  points  cherchés  £',  E ,  D^,  D ,  en  menant 
par  le  point  N ,  donné  dans  l'intérieur  de  Tangle  droit  YGX , 
des  droites  telles  qne  leurs  parties ,  comprises  entre  les  côtés 
de  l'angle  prolongés ,  soient  ^ales  au  diamètre  du  cercle ,  et 
en  prenant  les  milieux  de  ces  droites. 

Cela  posé ,  si  Ton  conduit  par  le  point  M ,  milieu  de  GN , 
une  parallèle  à  HG ,  terminée  à  la  rencontre  des  axes  OX , 
OY,  elle  sera  égale  à  la  moitié  de  HG  ,  c'est-à-dire  au  rayon 
r  de  la  circonférence.  Or,  toute  droite  égale  à  r,  et  inscrite 
dans  les  angles  formés  par  les  axes ,  est  tangente  à  la  courbe 

PQRS  dont  l'équation  est  K?  +  ^^=  ^^  (t.  I,  p.  265). 
Donc,  à  chacun  des  points  E,E',  D,D',  correspond  une 
tangente  à  la  courbe  PQRS ,  menée  par  le  point  IM  ,  et  réci- 
proquement. C'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

3.  Lorsque  CA.=CB  {fig,  27),  on  aCI=CL  ;  le  triangle  CIL 

étant  isocèle,  la  bissectrice  CY  de  l'angle  ICL  passe  par  le 

milieu  M  de  la  base  IL  du  triangle,  et  «  =  0.  L*équat!on 

2(r+a)           2(r  —  a) 
z*  H — —- —  2^  H —  z —  1  ==  0  est  alors  une  équation 

o  o 

2r  2r 

réciproque  z* z^  +  —  z  —  1  =  0  5  et  il  est  facile  de  la 

résoudre ,  et  d'obtenir  les  coordonnées  des  points  cherchés , 

,     .  2rz  ''(1  —  z')  ,T  . 

au  moyen  des  relatîons  j"  =  -  — ;  ,   ^  =  —. ^-.Mais, 

1 +  z  1  +^ 

dan«  ce-cas  particulier,  l'équ'itîon  jr^'-— cy-  — 6^=0  devient 
jLy — gjr  r=o  j  elle  représente  les  deux  droites  x =0 ,  ^'  =  6. 
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La  première  est  la  bissectrice  de  Fangle  ACB ,  la  seconde  est 
la  droite  IL.  La  droite  x:=0  coupe  toujours  la  circonfé- 
rcDce  en  deux  points  D ,  D'  {fig.  27; ,  qui  satisfont  évidem- 
ment à  la  question  proposée.  Si  la  distance  CM  ou  6  est 
moindre  que  le  rayon  du  cercle ,  la  droite  IL  rencontrera  la 
circonférence  en  deux  points  E ,  £',  qui  conviendront  aussi  à 
la  question.  (Test  ce  que  l'on  peut  vérifier  en  conduisant  les 
droites  £A ,  £G ,  EB.  Car  le  rayon  EC  étant  moyen  géomé- 
trique entre  CA  et  CI ,  les  triangles  EGA ,  IGE  seront  sem- 
blables ;  donc  9  l'angle  AEG  =  l'angle  GIL.  De  même ,  la  si- 
militude des  triangles  GEB ,  GEL  donne  BEG  =  GLL  Mais 
les  angles  GIL,  GLI  sont  égaux,  puisque  GL  =  GI.  Par 
conséquent  AEG  =  BEG.  On  prouverait,  de  même,  que 
AE'G  =  BEG. 

4.  Si  les  points  donnés  A ,  B ,  sont  en  ligne  droite  avec  le 
centre  G  du  cercle  (fig.  28)  :  la  droite  IL  coïncidera  avec 
l'axe  GX;  l'ordonnée  €  du  milieu  M  de  IL  sera  nulle.  Alors 
l'équation  jcjy  —  ay  —  6.r  =  0  se  réduit  kx^  —  a^  =  0  ;  elle 
t*€présenle  les  deux  droites  ^  =  0 ,  jt  ==  a.  La  première  ren- 
contre la  circonférence  aux  points  D ,  D',  qui  répondent  à  la 
question  proposée.  La  droite  j:  =  «  rencontrera  la  circonfé- 
t*ence  en  deux  points  E ,  E',  lorsqu'on  aura  a  <  r.  Et  ces 
deux  points  satisferont  encore  au  problème.  Pour  le  vérifier, 
je  mènerai  la  tangente  HEG ,  qui  coupe  aux  points  H ,  G  les 
polaires  IH,  LG  de  A,  B.   On  aura  HE  =  EG,  puisque 
I]VI=ML.  D'ailleurs ,  la  corde  des  contacts  EK  des  tangentes 
HE ,  HK  passe  par  le  point  A ,  et  celle  des  tangentes  GE  ,  GF 
contient  le  point  B.  Les  triangles  isocèles  REH,  FGE  étant 
égaux  ,  on  aura  l'angle  HEK  =  FEG.  C'est  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

G. 


250 


DE  QUELQUES 

PROPOSITIONS  SDR  LES  NOMBRES. 


Professeur  à  l'École  navale. 

Le  carré  d'un  nombre  entier  quelconque  n  est  égal  à  la 
somme  de  tous  les  nombres  impairs  depuis  Funité  jusqu'au 
double  de  ce  nombre  diminué  d'une  unité. 

C'est-à-dire  :    /i'  =  1  +  3  +  5  + ....  +  (2n  —  1). 

Il  est  d'abord  évident  que  la  proposition  est  vraie  pour  1 , 
pour  2  dont  le  carré  4  est  égal  à  1  +  3 ,  pour  3  dont  le  carré 
9  est  égal  à  1  -f  3  +  ^  ?  et  il  est  facile  de  prouver  que  si  la  loi 
est  vraie  pour  le  nombre  n ,  elle  est  encore  vraie  pour  /i + 1 , 
car  si 

l  +  3  +  6  +  ....+(27i-l)  =  n% 

on  obtient  aisément  : 

l-+-3  +  5+....  +  (27i— l)  +  {2n+1)  =  (/i'+2/i+i)=(/i  +  ir. 
Donc  la  suite  des  nombres  impairs  représente  un  carré  quel- 
conque, et  en  prenant  un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  1+3+5+  ....  +(2/1+1)+  etc.,  on  a  nécessairement 
un  carré.  On  voit  aussi  que  les  carrés  sont  alternativement 
pairs  et  impairs  ;  ce  qui ,  au  reste ,  est  évident  à  priori. 

Si  on  considère  la  série  qui  représente  les  cubes  de  tou& 
les  nombres  entiers  :  1  +  7  +  19  +  37  +  61  +  91  +  etc.,  oa 
voit  aussi  que  tous  les  termes  de  cette  série  sont  des  nombres 
impairs  \  et  même  tous  ceux  que  j'ai  écrits,  et  bien  d'autres 
encore,  sont  des  nombres  premiers  absolus;  ce  qui  ferai I 
croire  que  la  formule  3w'  +  3/i  + 1  ne  représente  que  des 
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nombres  premiers,  si  on  ne  sarait  qu'il  n'existe  aucune  for- 
nrale  algébrique  propre  à  n'exprimer  que  des  nombres  pre- 
miers. (  Legendre ,  Théorie  des  nombres.  ) 

Mais  si  la  formule  3n*  -1-  3ii  + 1  ne  contient  pas  seulement 
des  nombres  premiers  ^  elle  en  contient  un  si  grand  nombre 
qu'on  peut  les  ranger  à  côté  de  ces  formules  remarquables 
citées  par  Ëuler ,  Legendre,  etc. 

Il  est  aisé  de  Toîr  que  S/i'  -^-Zn+i  représente  toujours 
m  nombre  impair  ;  mais  à  priori  on  Toit  que  les  nombres 
entiers  étant  alteroatiTement  pairs  et  impairs,  il  en  sera  de 
même  de  leurs  puissances  d'un  ordre  quelconque  y  et  que  par 
conséquent  la  diflTérence  entre  deux  puissances  n«  consécu- 
votives  est  toujours  un  nombre  impair  ;  de  sorte  que 

st  toujours  un  nombre  impair. 

On  peut  se  demander  si  3n*  -j-  3n  -{-  i  ^^  P^iit  pas  être  un 
Birré  parfait?  ce  qui  revient  à  dire  :  L'équation  indéterminée 
-x^+Sx+i  =r^»  est-elle  susceptible  de  donner  pour  x  et^ 
^8  valeurs  rationnelles  ? 

On  peut  appliquer  à  la  recherche  des  solutions  rationnelles 
^ cette  équation  un  procédé  qui  convient  à  tous  les  cas,  et 
Xi'en  conséquence  je  vais  développer  sur  Téquation  générale. 

Soit  :  ojc*  +  bjcx  +  cr*+  dx  +  ejr  +/=  0  dont  il  s'agit 
l«  trouver  les  solutions  rationnelles  pour  a:  et  pour  y. 

Résolvons  l'équation  par  rapport  à  x.  On  a 

Pour  que  les  valeurs  de  a:  et  de  ^  soient  rationnelles ,  il 
fantelil  sufBt  qu'il  existe  des  yaleurs  rationnelles  de^  qui 
Tendent  la  quantité  sous  le  radical  un  carré  parfait. 
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Proposons-nous  donc  de  troarer  des  valeurs  dey  qui  ren- 
dent 1^'  +py +q  un  carré  parfait. 

Egalons  ny+pjr-^qkOy  et  supposons  d*abord  que  les 
valeurs  de^  tirées  de  cette  équation  soient  réelles  et  égales 
à  p  et  {i\  On  aura 

on  pourrait  trouver  tout  de  suite  une  solution  en  égalant  les 
deux  facteurs  sous  le  radical  -,  mais  remarquons  que ,  sans 
changer  Féquation ,  on  peut  multiplier  Fun  de  ces  facteurs 
par  une  quantité  arbitraire ,  pourvu  qu'on  divise  l'autre  par 
la  même  quantité.  On  a  ainsi 


V 


f 

et  si  nous  posons  : 

ii^  — «p 


(«^-«P)(/^_/-^0; 


=fy-n\ 


f 

nom  obtiendrous  des  valeurs  de^  fondions  de/,  et  qui  sa. — 
tisferont  à  la  question  toutes  les  fois  que/ sera  rationnel. 
De  l'équation  précédente  on  tire  : 

substituant  cette  valeur  de  y  sous  le  radical ,  on  a 

Vny-^py^q  =f{y—  ^)  \ 
et  I  par  suite  ^ 

2a  2a 

Donc,  pour  toute  valeur  rationnelle  de/,  on  a  une  valeaï" 
rationnelle  pour  y  et  deux  valeurs  rationnelles  pour  x. 

Mais  il  pourrait  se  faire  que  p  et  p'  fussent  imaginaire?»  r 
alors  il  faudrait  modifier  notre  méthode. 
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Il  pourrait  se  faire  aussi  que  3  et  |3'  fussent  irrationnels  -, 
ces  deux  cas  se  présentent  à  la  fois  pour  Féquation  3a:* + 
3j:4-l=r'>  car  si  on  égale  3j:'  +  3ar  +  l  à  0,  on  tire 

Voici  comment  on  peut  opérer  dans  ce  cas  : 

On  suppose/ de  la  forme  a  +  bv —  1.  Alors  évidemment 
la  valeur  générale  de  y  devient  en  partie  réelle ,  en  partie 
imaginaire  ;  mais  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  con- 
tient b ,  on  pourra  donc  profltcr  de  Findétermination  de  b 

pour  égaler  à  0  le  coefficient  de  V  —  1  ;  ensuite  on  disposera 
de  a  de  manière  à  rendre  le  radical  un  carré  parfait.  Et  il 
est  clair  que  y  ayant  une  valeur  réelle,  x  aura  aussi  une 
valeur  réelle  ;  car  le  produit 

(^_a--p|/~F)(^-a  +  pV/~F) 

ôst  toujours  réel  quand  y  est  réel. 

testerait  à  séparer  les  valeurs  entières  de  x  et  dey  :  ce 
procédé  est  en  général  insuffisant  \  mais  il  peut  servir,  dans 
(Certains  cas,  à  trouver  un  grand  nombre  de  valeurs  ration- 
nelles; et  comme  il  est  infiniment  plus  simple  que  le  procédé 
indiqué  par  Legendre,  dans  sa  Théorie  des  nombres,  il  sera 
P^Qt-étre  utile  que  j'y  revienne  dans  un  prochain  article. 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


^ogramme  développé  d'un  cours  d'arithmétique  élémentaire 
^enfermant ,  oulre  les  questions  nécessaires  à  tout  examen , 
des  tableaux  comparatifs  des  anciennes  et  nouvelles  mesures 
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€i  du  emkul  des  iniériU  (première  partie);  par  L.  Cas- 
Tsuun,  professeur  de  mathânatiquea  C"). 

Le  programme  que  nous  annonçons  ne  c«insiste  pas  miî- 
qnement  en  une  table  des  matières  traitées  dans  la  plupart 
des  ouvrages;  c'est  un  exposé  méthodique,  une  analyse  rai- 
sonnée  des  prindpales  questions  dont  l'ensemble  forme  un 
cours  d'arithmétique  élémentaire.  L'auteur  a  su  faire  entrer 
dans  l'énoncé  même  des  questions  proposées  une  indication 
sufiBsante  du  moyen  de  les  résoudre;  en  rapprochant  les 
principes  par  tous  les  points  qui  leur  sont  communs,  il  a  fa- 
cilement établi  leur  liaison,  et  mis  en  éyidence  les  avantages 
qui  résultent  d'une  théorie  bien  faite. 

Ce  programme  est  destiné  à  des  commençants.  Il  se  com- 
pose de  six  chapitres  subdivisés  en  leçons,  dont  l'étendue  a 
toujours  été  proportionnée  à  la  difficulté  du  sujet  qu'on  y 
traite;  plusieurs  des  leçons  se  terminent  par  des  applications 
numériques  très-bien  choisies  pour  donner  une  idée  précise 
des  simplifications  dont  les  règles  générales  sont  parfois 
susceptibles. 

Le  programme  de  M.  Castelnau  sera  très-utile  aux  âèves 
de  première  année,  il  convient  parfaitement  à  renseignement 
des  écoles  primaires. 


ANNONCES. 


1 .  Traité  darithmétiqti^e  à  Vusage  des  élèves  qui  se  destinent  d 
r école  militaire ,  d  V école  des  mines  ^  au  génie  civU  et  d  la 


(*)  Se  trouve  chez  A.  Âllouard,  libraire-commissionnaire.  Pari^,  quai  Vol- 
Uire,3i.  Prix,ifr. 
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marine;  par  G.  Becr,  professeur  de  mathématiqaes  supé- 
rieures au  collège  royal  d'Ara  (*) . 

Le  gouyernement  belge  a  souscrit  pour  80  exemplaires  à 
cet  ouvrage.  Nous  en  rendrons  compte  dans  un  de  nos  pro- 
chains numéros. 

3.  Leçons  de  géométrie ,  suivies  de  notions  élémentaires  de 
géométrie  descriptive  ;  par  L.-P.  Cirodde  ,  professeur  de 
mathématiques  au  collée  royal  de  Henri  lY  ;  ouvrage  au- 
torisé par  le  conseil  royal  de  Tinstruction  publique , 
deuxième  édition;  Paris,  chez  Hachette,  libraire,  rue 
Pierre-Sarrazin ,  là;  18&>4.  (On  en  rendra  compte.) 

3. La  deuxième  édiiioniesÉlémmtsdegéomélriedeM.Lion- 
net ,  professeur  au  collège  Louia*te-Grand ,  vient ,  sur  le 
rapport  de  M.  Sturm ,  et  sur  la  proposition  de  M.  Poinsot , 
d'être  adoptée  par  le  conseil  royal  de  l'instruction  publique, 
pour  Tusage  des  collèges  ;  chez  Dèzobry,  libraire ,  rue  des 
Maçons-Sorbonne ,  1.  (Voir,  t.  I,  p.  431.) 

4.  Éléments  d*  Algèbre  ,  par  M.  Bourdon  ^  inspecteur  général 
de  l'Université;  9*  édition.  1  vol.  in-8%  I8i3.  —  Chez 
Bachelier  j  libraire ,  quai  des  Augustins,  55. 

5.  Cours  de  Géométrie  élémentaire,  parM.  jà.J.  H.  F'incenty 
professeur  au  collège  royal  Saint-Louis;  revu  conjointe* 
ment  par  l'auteur  et  par  M.  Bourdon,  inspecteur  général 
de  l'Université;  5«  édition.  1  vol.  in-S^'avec  planches,  1844. 
(Ouvrage  adopté  par  FUniversilè.  )  —  Chez  Bachelier^  li- 
braire ,  quai  des  Augustins^  55. 


(*)  2  vol.  in-8.  Se  trouve  à  Paris  ^  chez  Bachelier,  imprimeur-libraire,  quai 
des  Grands- Augustins ,  55.  Prix ,  5  fr. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


QUESTION    84. 

On  a  mis  dans  une  arne  20  billets  numérotés  1,2,.... 
20.  Sur  ce  nombre,  il  y  a  5  bons  billets  et  15  manyais. 
20  personnes  doivent  puiser  successivement  dans  Turne  et 
prendre  un  des  billets.  La  chance  de  prendre  un  bon  billet 
est-elle  la  même  pour  toutes  ces  personnes?  (  Fodot.  ) 

QUESTION  85. 

On  a  un  jeu  complet  de  52  cartes  ;  on  les  jette  successive* 
ment  sur  une  table ,  en  les  retournant  et  prononçant  à  me- 
sure, 1,2,  3, ....13,  et  recommençant.  Quelle  est  la  pro- 
habilité  de  rencontrer  juste?  Uas  compte  pour  1 ,  \e  valet 
pour  11 ,  la  dame  pour  12,  et  le  rot  pour  13.  { Fodot.  ) 

QUESTION    86. 

Inscrire ,  dans  un  triangle  donné ,  une  ellipse  dont  la  sur- 
face soit  égale  à  celle  d'un  cercle  donné. 

En  discutant  cette  question ,  on  déterminera ,  comme  cas 
particulier,  Fellipse  inscrite  dont  la  surface  est  un  maximum. 
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STATIQUE  APPLIQUÉE  AU  MAGNÉTISME 

{École  normale). 

Note  sur  la  manière  de  corriger  le  défaut  de  centrage  des 
boussoles  dHnclinaison, 

PAR  M.  ^nZUB  BAAT , 

Profeâseur  au  collège  de  Gbarlemagne. 


On  sait  qu'il  est  presque  impossible  de  construire  une  ai- 
guille dinclinaison  de  manière  que  Taxe  autour  duquel  elle 
est  mobile  passe  exactement  par  le  centre  de  graTité  de  cette 
aiguille.  Pour  constater  ce  défau4  de  centrage ,  on  fait  coïnci- 
^ler  le  plan  de  rotation  avec  le  méridien  magnétique,  et  Ton 
observe  Tangle  a  que  l'aiguille  eu  équilibre  fait  avec  l'hori- 
<»>ntale  menée  dans  ce  plan  ;  puis  on  change  le  sens  de  Tai- 
MiantationdeTaiguille,  et  Ton  reconnaît  que  dans  le  même 
méridien  elle  fait  avec  l'horizontale  un  angle  af,  qui,  dans 
les  appareils  les  plus  précis ,  difiere  peu  du  premier  angle  a , 
mais  qui  ne  lui  est  jamais  égal.  On  a  coutume  de  prendre 

a-\*a! 
pour  mesure  de  Finelinaison  la  moyenne  — - — .  Je  me  pro- 

pose  ici  d'apprécier  cette  correction ,  et  en  outre  de  la  mo- 
difier dans  les  cas  où  elle  serait  insuffisante.  Pour  cela ,  je 
n'aurai  qu'à  résoudre  et  à  discuter  un  problème  fort  simple 
de  statique ,  dont  voici  l'énoncé. 

Une  aiguille  aimantée,  que  Ton  suppose  réduite  à  son 

axe,  étant  suspendue  par  un  de  ses  points  F  voisin  de 

son  centre  de  gravité  G,  a  fait  avec  l'horizontale  un  angle  a 

dans  le  méridien  magnéliqne.  La  même  aiguille  suspendue 

Àim.  D«  Mathéx  Uh  18 
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par  le  môme  point  F,  mais  aimautée  inégalement  et  en  sens 
contraire,  a  fait  avec  Fhorizontale  un  angle  d  dans  ce  méri< 
dien.  On  demande  Tinclinaison  vraie  de  raigaille,  c'est-à- 
dire  Tangle  i  qu'elle  ferait  avec  Thorizontale  dans  le  même 
méridien ,  si  elle  était  suspendue  par  son  centre  de  grayité. 
On  admet  que  dans  les  deux  cas  la  distribution  du  magné- 
tisme libre  soit  la  même  suivant  la  longueur  de  Taiguille.  De 
plus ,  lorsqu'on  la  suspendait  horizontalement  C^)  sous  Tio- 
fluence  seule  du  globe,  et  qu'on  l'écartait  de  sa  direction 
d'équilibre,  elle  exécutait  en  une  minute  n  oscillations  dans 
le  premier  cas,  et  ri  dans  le  second. 

Solution,  Plaçons  l'observateur  à  Paris  ou  en  on  point 
quelconque  de  notre  hémisphère  magnétique.  Soii  a^a\  ce 
qui  revient  à  supposer  que  dans  le  premier  état  magnétique 
de  l'aiguille  son  centre  G  soit  situé  sur  sa  partie  ausiraky 
c'est*-à-dire  sur  celle  qui  s'abaisse  vers  le  nord.  Alors  la  pe- 
santeur doit  augmenter  l'inclinaison.  Désignons  parp  le  poids 
de  Taiguille ,  par  ^  la  distance  inconnue  du  centre  G  an  pdnt 
flxe  F,  par  /  la  distance  FA  du  point  6xe  an  pôle -austral  A 
de  l'aiguille,  et  par  i'  la  distance  FB  du  même  point  fixe  an 
p61e  boréal  B  {fig,  29) .  Chacune  des  forces  du  couple  terrestue 
appliqué  à  l'aiguille  pourra  être  représentée,  d'après  la  théo- 
rie du  pendule,  par  cn%  c  étant  un  poids  constant  dans  le 
même  lieu  pour  une  aiguille  dans  laquelle  la  distribution  du 
magnétisme  libre  ne  change  pas.  Egalons  le  moment  du  poids 
à  la  somme  des  moments  des  forces  magnétiques  du  globe, 
forces  qui  font  avec  l'horizontale  FH  l'angle  i  demandé  ;  il 
viendra 

pd cos a  =  cn^l sin [a — i)  -)-  cn^H sin (a  —  i). 

Dans  le  second  état  magnétique  de  l'aiguille,  le  centre  G 


(*)  Cette  suspension  s'opère  à  l'aide  d'un  étrier  de  papier  supporté  par  «a 
long  m  de  soie  non  tordu. 
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sera  situé  sur  sa  partie  boréale,  c'est-à-dire  sur  cellç  qui  s'é- 
lève vers  le  sud,  cl  la  pesanteur  diminuera  rindinaison. 
Chacune  des  forces  terrestres  aura  pour  valeur,  en",  et  Té* 
quation  des  moments  sera  (*) 

pdco&  a'  =  cn'^l  sin(i  —  a')  -f  c/i'7'sin(i  —  a'). 

En  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre ,  nous  éli- 
minerons z^,  d^c^l'^'t,ei  nous  aurons 

cos  a  ^  71*  sin  (ût  —  i) 
cosa!  "^  /i"sin  (i — a']  ' 

De  là  on  déduit  sans  peine 

n^tanga  +  n'Manffa' 

71+71 

Discussion.  Celte  formule  montre  que  l'inclinaison  réelle  i 
dépend  non-seulement  des  inclinaisons  apparentes  a  et  c^', 
Wjm  encore  des  intensités  relatives  du  magnétisme  développé 
dans  l'aiguille  par  les  deux  aimantations  inverses.  Il  sera 
facile  de  rendre  n'  aussi  peu  différent  de  n  que  l'on  voudra  ^ 
eo  prenant  une  aiguille  qui  ne  soit  pas  trop  fortement  trem- 
pée, en  l'aimantant  chaque  fois  avec  des  faisceaux  d'aimants 
très-énergiques,  et  en  multipliant  les  frictions  do  manière  à 
Murer  Taiguilla  dans  les  deux  cas.  Il  faudra  aussi  que  la  mé- 
thode d'aimantation  soit  exactement  la  même  dans  le  second 
cas  que  dans  le  premier ,  aûn  que  rintcrvalle  AB  ou  /-{~^' 
des  deux  pôles  demeure  constant.  Nous  supposerons  donc, 


O  Dans  la  pratique  Tangle  a  ou  l'angle  a*  n'est  pas  le  résultat  (Fane  seule 
«bservation  ;  a  ou  a'  est  la  moyenne  des  angles  que  l'on  obtient  en  présentant 
sueeessivement  la  même  face  de  l'aiguille  à  l'est  et  à  l'ouest,  et  en  lisant  chaque 
fois  sur  le  limbe  gradué  aux  deux  extrémités  de  l'aiguille.  On  corrige  ainsi 
!•  le  ëéirat  possible  de  coïncidence  de  l'axe  magnétique  avec  Taxe  de  figure, 
!l*  la  faible  courbure  que  peut  avoir  ce  dernier  axe.  Pour  savoir  jusqu'où  vont 
ordinairement  les  écarts  offerts  par  ces  diverses  déterminations  du  même  angle 
«•■•',  vojex  le  Traité  expérimentai  de  Vélectrieité  et  du  magnétieme ,  par 
M.  Becquerel ,  t.  7 ,  p.  27.  Vous  y  trouverez  des  exemples  numériques  très- 
Men  eboisis,  que  Tauieur  a  empruntés  aux  observations  du  capitaine  Duperrey. 
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dans  cft  qui  ta  suivre ,  n  =  n\  et  la  formule  deriendra 
tanfi:a  +  tanga' 

Ainsi  la  tangente  de  la  véritable  inclinaison  est  égale  d  la 
demi-somme  des  tangentes  des  deux  inclinaisons  observées. 

Il  est  aisé  de  construire  l'angle  i  géométriquement^  con- 
naissant a  et  a'  :  on  tracera  une  circonférence  de  cercle  a?ec 
un  rayon  égal  à  Funité.  Soit  F  {fig.  30)  le  centre  ;  soit  FH 
un  rayon  horizontal;  soient  HTr=tanga  et  UT'^tanga'. 
On  prendra  le  milieu  O  de  la  différence  TF  des  deux  tan- 
gentes ,  on  joindra  ce  point  O  au  centre  F,  et  Fangle  HFO 
sera  évidemment  Fangle  demandé  L 

De  cette  construction  résulte  l'inégalité 

.^   a  +  a' 

^      2 

Car  si  l'on  menait  la  bissectrice  FO'  de  l'angte  TFT  ou 
a — a\  elle  diviserait  la  base  TT'  en  deux  parties  TO'  et  CT, 
qui  seraient  entre  elles  comme  les  côtés  adjacents  FT  et  FT 
ou  comme  seca  est  à  seco'.  OT  serait  donc  jlm  petit  que 

TT  /2  4-  /l' 

OT  ou  -— ,  et  partant  HFO'  ou  — - —  serait  plus  petit  qu»^ 

HFO  qui  est  notre  angle  i. 
On  déduirait  encore  cette  inégalité  de  Féquation   nom 

résolue 

cos/x  _  sin  (a  —  i) 
cosa'  ""  sin(i'— a')' 

En  effet ,  de  ^  >^  a'  on  conclut  cosa  <C  cosa'  ;  donc  on  doit 
avoir  sin  (tf  —  t)  <sin  (/—«') ,  et  par  suite,  a—i^li—a!, 

ou  i  >  ■  j  C.  Q.  F.  T.  On  voit  donc  que  l'approxiipa- 

tion  usitée  qui  consiste  à  poser  i  =  — r —  donne  une  incli- 
naison  un  peu  trop  faible. 
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L'expression  que  j'ai  obtenue  pour  iangi  n'étant  pas  im- 
médiatemeat  calculable  par  logarithmes,  on  pourra  la  rem- 
placer par  celle-ci  : 

sin(fl  +  a') 

langi  =  - 7. 

®       2cosacosa 

Mais  il  vaut  mieux  prendre  pour  inconnue  l'excès  de  i  sur 
Des  transformations  faciles  conduiront  à  la  formule 


2 


tang \i ^j  =  *^"e"~2~"  ^^^^  ' 


Cette  expression  est  toujours  positive,  quel  que  soit  le  signe 
de  a — «';  ce  que  Ton  pouvait  prévoir.  Elle  servira  à  calcu- 
ler i  très-simplement  en  fonction  de  la  demi-somme  et  de  la 
demi-différence  des  angles  observés  f).  Cette  expression  a 
aussi  l'avantage  de  donner  la  mesure  de  Terreur  que  l'on 
commet  ordinairement  dans  la  pratique.  Pour  la  même  dif- 
férence a — a\  Terreur  croit  à  mesure  que  Tinclinaison  aug^ 
mente.  On  conçoit  que  cette  erreur  soit  négligeable  pour  des 
inclinaisons  faibles  ou  même  moyennes.  Mais  pour  les  gran- 
des inclinaisons,  elle  devient  trop  forte  pour  qu'on  la  laisse 
subsister.  Appuyons  cette  remarque  de  quelques  exemples 


(*)  Si  Ton  supposait  n'  différent  de  n,  on  parviendrait  i  la  formule  plus  %^ 

néraie 

[(n«+n'«)  tangO  lange'  +  (n«— n'«;]  tang  V 
tang(»-ft)  nt^n'^  +  (n«-ntt)  tang  0  iaîîg'e'- 

axa'-  a — af 

atoi  laquelle  j'ai  remplacé  pour  abréger  — -—  par  6  et  — ^ —  par  y. 

Si  Ton  faisait  »'— »  dans  cette  expression ,  on  retomberait  sur  celle  qui  est 
indiquée  dans  le  texte,  il  serait  aisé  aussi  de  trouver  le  rapport  qui  devrait 
•\iiter  entre  it  et  n'  pour  que  Ton  eût  rigoureusement 

a  4  a' 
tang  (i— 6)  —0,  ou  en  d'autres  termes  »—"—■ — 

Mail  le  cas  où  cette  condition  serait  remplie  est  beaucoup  trop. particulier  pour 
•«  présenter  dlns  les  observations. 


Une  boussole  d'inclinaison  peut  être  regardée  comme  très- 
bonne  ,  si ,  pour  des  inclinaisons  voisines  de  45*,  la  difiRrence 
<ï  —  a'  n'est  que  de  i^  Posons  donc 

ÎZ^  =  45«        et        ^—^  =  30'; 
2  2 

nous  trouverons  (*)  i r — =  i5",72. 

L'erreur  ne  tombant  que  sur  les  secondes  a  peu  d'impor- 
tance; car  ici,  la  nature  des  observations  ne  permettant 
pas  d'atteindre  une  précision  illimitée ,  il  est  peut-être  inu- 
tile de  dépasser  les  minutes  dans  Tévaluation  des  angles ,  et 
un  surcroit  d'exactitude  qui  ne  porte  que  sur  les  secondes 
est  sans  doute  illusoire.  Mais  supposons  qu'à  une  haute  lati- 
tude Texpérience  ait  domié 

-^— =  88»        et  — — -  =  30'. 

2  2 

Il  viendra  i — ^^^^  =  7'  29",84. 

On  commettrait  donc  une  erreur  notable  si  Ton  posait 
dans  ce  cas  t  =  — —.  11  en  serait  de  même  à  fortiori  si 
la  différence  a-^-a'  surpassait  un  degré. 

Pour      — 1-  =  88'       et       -__=i., 

on  trouverait      i — -  =  29'  59  ",59. 


n  L'angle  • —~  étant  très-petit,  on  peut  toujours  le  déterminer  as 

moyen  de  la  première  partie  des  tables  trigonoraétriques ,  qui  comprend  le»- 
logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  de  seconde  en  seconde  pour  les  cin(i 

premiers  degrés.  Le  calcul  de  t offre  donc  un  peu  moins  d'incertitoda 

que  le  calcul  direct  de  l'angle  i ,  pour  lequel  il  faudrait  généralement  recourir  âi 
la  seconde  partie  des  tables,  où  les  logarithmes  sont  espacés  de  dix  en  dix  secon- 
des. Toutefois  cette  remarque  n'a  de  valeur  qu'en  théorie,  parce  que  la  second» 
partie  des  tables  donne  une  approximation  plus  que  suffisante  pour  les  angle» 
déduits  de  l'observation. 
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Ainsi  la  moyenne  — -—  des  deux  angles  serait  trop  faible  de 

près  d'un  demi-degré. 

Enfin  supposons  Tatguille  assez  mal  centrée  pour  qu'à  une 
certaine  latitude  elle  se  dirige  horizontalement  dans  le  méri-' 
dien  magnétique  après  le  renversement  de  ses  pôles.  On  fe« 
rait  alors  a'  =  0 ,  et  les  formules  se  réduiraient  à 

tangi  =  —^^ ,  tang^^t— ^  j  =«  tang»|. 

Ces  formules  seraient  alors  d'une  nécessité  ineontestaUe. 
Ajoutons  cependant  que  les  boussoles  d'inclinaison,  telles 
qu'on  les  fabrique  aujourd'hui ,  ne  pourraient  présenter  cette 
circonstance  que  si  l'angle  a  était  fort  petit,  c'est-à-dire  si 
elles  étaient  transportées  dans  le  voisinage  de  l'équateur 
magnétique. 

Notre  mode  de  correction  serait  encore  applicable ,  si ,  au 
lieu  de  chercher  à  mesurer  directement  l'inclinaison  abso- 
lue  i  dans  le  méridien  magnétique ,  on  évaluait  les  inclinai- 
sons relatives  i'  et  i'  dans  deux  plans  verticaux  faisant  entre 
eux  un  angle  c  Dans  cette  méthode  indirecte,  on  calculerait 
i  par  la  formule  connue 

V/cof  i'  •¥  COt^  i'  —  2  COS  6  COt  i^  COt  i" 
COtl  = : , 

sms 
et  si  l'angle  t  était  droit,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire,  on 
aurait 

cot  i  =  V/côtvTcôtV. 

Gomme  il  faut  renverser  les  pôles  de  l'aiguille  dans  cba- 
eune  des  deux  observations,  notre  calcul  donnerait 

tangâ  +  tangâ' 


dans  le  premier  cas ,    tang  H 
et  dans  le  second  »        tang  £" = 


2 
tang  h  4-  tang  h' 
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b  et  b'  désignant  les  angles  homologues  aux  angles  a  et  a!. 
On  obtiendrait  ainsi  i'  et  i'^  plus  exactement  que  si  Ton  m 
contentait  de  prendre 

i'  =  -— —        et        i"  =  — -— •  y 

et  Ton  serait  conduit  à  une  valeur  plus  rigoureuse  de  Tincli- 
naison  absolue  i. 

En  résumé,  je  pense  que  le  mode  de  correction  que  je 
propose  aurait  quelque  avantage  même  pour  les  observations 
que  Ton  fait  avec  les  meilleures  boussoles ,  et  que  de  plus 
il  servirait  à  utiliser  des  aiguilleà  d'inclinaison  dont  le  défaut 
de  centrage  est  trop  grand  pour  être  suffisamment  corrigé 
par  remploi  des  moyennes  y  auquel  on  s*est  borné  jusqu'ici. 


MÉMOIRE 
SUR  LES  POLYGONES  RÉGULIERS. 

PAR    B.   ABUOT, 

Professeur  de  mathématiques  au  collège  Saint-Louis. 


1 .  Lorsqu'une  circonférence  est  divisée  en  un  nombre  m 
d'arcs  égaux ,  les  cordes  qui  sous-tendent  ces  arcs  forment  le 
polygone  régulier  ordinaire  de  m  côtés.  Mais  il  existe  plu- 
sieurs espèces  de  polygones  dans  l'ordre  de  m  côtés.  (  Voyez 
Mémoire  sur  les  polygones  et  les  polyèdres  ^  par  M.  Poinsot, 
Journal  de  V École  polytechnique  y  10*  cahier,  page  16.) 

Soit  a  uu  nombre  entier  inférieur  et  premier  à  m,  toute 
corde  y  qui  sous-tend  un  arc  égal  à  une  fraction  de  la  circon- 
férence marquée  par  —,  peut  être  considérée  comme  le  côté 
m 

d'un  polygone  régulier  de  m  côtés.  Si  ^2  =  1 ,  on  aura  te  po- 
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lygone  régulier  ordiDaire,  et  dans  tout  autre  cas,  ce  sera  un 
polygone  régulier  étoile.  L'espèce  de  ce  polygone  est  mar- 
quée par  le  nombre  de  fois  que  le  périmètre  fait  le  tour  en- 
tier de  la  circonférence,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose,  par 
le  nombre  d'unités  contenues  dans  le  numérateur  de  la  frac- 

a 
tion  — . 
m 

2.  n  et  n'  étant  deux  nombres  entiers  quelconques  pre- 
miers entre  eux,  supposons  que  Ton  connaisse  les  valeurs  de 
tous  les  côtés  des  différentes  espèces  de  polygones  réguliers 
de  Tordre  n  ainsi  que  de  Tordre  n\  et  proposons-nous  de 
déterminer  les  valeurs  des  côtés  des  différentes  espèces  de 
polygones  réguliers  inscrits  au  même  cercle  et  contenus  dafis 
Tordre  marqué  par  le  produit  nn'. 

Rappelons  d'abord  la  proposition  suivante  démontrée  par 
M.  Poinsot.  (  royez  Mémoire  déjà  cité.  ) 

Dans  Tordre  des  polygones  de  m  côtés,  il  y  a  autant  d'es- 
pèces différentes  qu'il  y  a  de  nombres  premiers  à  m  depuis 

l'unité  jusqu'au  nombre  — - — . 

Si  Ton  désigne  ce  nombre  par  M ,  et  que  Ton  suppose 

i7i=:a'.  6'.  v*" ,  a,  6,7  représentant  les  facteurs  simples 

ou  premiers  de  m ,  on  sait  que  Ton  a  : 


M 


=?o-0(-:-)(-') 


3.  Soient  deux  nombres  entiers  n  et  n'  premiers  entre 
eux  ;  soient  en  outre  a  un  nombre  entier  premier  k  n  et 

moindre  que  ^  9  et  a'  un  nombre  entier  premier  à  n!  et  moin- 

dre  que  — ,  si  Ton  forme  les  deux  fractions  -  =h  -^  =  — ; , 
2  n        n        nn 

A  représentant  l'un  ou  l'autre  des  deux  nombres  an'àza'n , 

et  que  Ton  remplace  successivement  a  par  tous  les  nombres 
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premiers  à  /i,  depuis  Tanité  jusqu'à ,  et  a  par  tous  les 

nombres  premiers  à  /l' depuis  l'unité  jusqu'à  — — - ,  il  s'a- 
gît  de  prouver  que  l'on  obtiendra  pour  A  tous  les  nombres 
premiers  à  /i/i'  compris  depuis  Tunité  jusqu^à  — - — ,  poorru 
toutefois  que  Ton  prenne  nn!  —  A  au  lieu  de  A ,  toutes  les 
fois  que  ce  dernier  nombre  excédera  — - — . 

D'abord  il  est  manifeste  que  h.  =  an'±a!n  est  toujours 
un  nombre  premier  avec  n  et  n\  et  par  conséquent  avec  le 
produit  nn!.  Car  si  l'on  supposait  qu'un  certain  facteur  pre- 
mier p  divisât ,  par  exemple,  A  et  n,  ce  facteur  diviserait 
an  et  par  suite  a  on  ri ^  ce  qui  est  également  contraire  à 
rhypothèse.  11  en  résulte  que  nn' —  A  est  aussi  un  nombre 
premier  à  nn\ 

Je  dis ,  en  second  lieu ,  que  tous  les  nombres  obtenus  pour 
jJk  sont  différents  les  uns  des  autres. 

En  effet ,  soient  les  valeurs  de  A 

A,  =3  aji*  4"  ^/^  7 

A,  =  tf./i' -j-a/n, 

A3  =  tf,n' -+-«>, 

A^=za,n!  —  a//i , 

A5  =  aji'  —  a^n  , 

\^=iaji!  —  aln^ 

A^=:etc. 
Il  est  évident  que  A.  diffère  de  A, ,  de  A^ ,  etc.  Mais  suppo- 
sons que  l'on  eût  A,  =  A3,  il  en  résulterait  [a, —  a^)n!  = 
=s  (  ûf,'  —  «/  )  » ,  et  par  conséquent  n  diviserait  a^  —  ^t, ,  ce 
qui  est  impossible ,  puisque  chacun  des  nombres  a,  et  a^  est 

moindre  que  -.  On  verrait  exactement  de  la  même  manière 
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qoc  deQx  autres  quelconques  de  ces  nombres  sont  nécessaire- 
menl  différents  l'un  de  Fantrc. 
Mats  il  peut  arriver  que  A,,  par  exemple,  soit  plus  grand 

que  — X —  ;  alors ,  au  lieu  de  A,  on  prendra  nn' —  A,,  et 

je  dis  que  ce  nombre  diffère  pareillement  de  A,,  A, 

En  effet,  supposons  que  Ton  ait  nn!  —  A,=  A,,  il  en  résul- 
tera n^(n — a,)  =  /i(a,  +  2a/),  et  par  suite  n  devra  diviser  a„ 

ce  qui  est  impossible,  puisque  Ton  suppose  a,  <I  -.  Si  l'on 

supposait  nn'  —  A,  =  A,,  il  en  résulterait  n'  {n —  a, —  aj  = 
=  n  {al  4-  al)  ;  et  par  suite  n'  diviserait  «/  +  a,',  ce  qui  ne  se 
peut,  puisque  cette  somme  est  moincfare  que  n'. 

Enfln,  si  Ton  supposait  ti/i' —  A,  =  A^ ,  il  en  résulterait 
71  =  2a, ,  ce  qui  est  encore  inadmissible. 

4.  Cela  posé,  soient  N  le  nombre  des  nombres  premiers 

à  n  depuis  l'unité  jusqu'à  — - — ,  et  N'  celui  des  nombres 
premiers  à  ri  depuis  1  jusqu'à  — — -  ;  si  l'on  donne  sucoeMjr 

sivement  à  a  les  N  valeurs  comprises  de  1  à  — — ,  on  aura , 

à  cause  du  double  signe,  2N  valeurs  de  A  correspondantes  à 
une  même  valeur  de  al.  On  en  aura  le  même  nombre  pour 
chacune  des  valeurs  de  a',  et  par  conséquent  en  tout  on  ob- 
tiendra 2NN'  valeurs  qui  seront  premières  à  /i/i',  différentes 

_  ,  ....        I,  /î/*-"-l 

les  unes  des  autres  et  comprises  depuis  1  jusqu  à  — - — ,  en 

À 

ayant  soin  de  prendre  /t/i'— A,  au  lieu  de  A,  chaque  fois 

que  A  excédera     "m  . 

Or,  si  l'on  désigne  par  «,6,7  les  facteurs  simples  de  /t, 
par  «S  6',  7'....  ceux  de  /*',  de  sorte  que  l'on  ait 

n  =  a'.  6'.7^...         et         /i'  =  a"".  6'".  7'"'.... , 
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il  en  réfoltera 

««'=a'«'"6«e'V7'""  •; 
et  fi  l'on  désigne  par  N,  le  nombre  des  nombres  premiers  à 

7171.'—  i 

nn!  et  compris  depuis  Tanité  jusqu'à  — - — ,  on  aura 

«.=T0-O('-i)0-i)0-î)- 

D'ailleurs ,  on  a 

et  par  conséquent  N.  =  âMN'. 
Donc  enfin  les  différentes  valeurs  obtenues  pour  A,  ou 

nn!  —  A  ,  chaque  fois  que  A  excédera  ^ — ,  sont  bien  les 

différents  nombres  premiers  à  nn'  compris  depuis  Tunité 

„  nn  —  \ 
jusqua — ^— . 

h.  Soient  maintenant  BC  =  j:  (/S9.  i  )  le  c6té  d'un  poly- 
gone régulier  de  n  côtés ,  et  AB  =  j^  celui  d'un  polygone 
régulier  de  n'  côtés,  inscrits  Tun  et  Tautreà  un  cercle  de 
rayon  r,  de  sorte  que  les  arcs  BC  et  BA  soient  des  fractions 

a     a! 
de  la  circonférence  exprimées  par  -  et  -^  ;  il  s'agit  de  calcu- 

n.       /i'         A 

1er  la  corde  AC  =  z ,  qui  sous-tend  Tare  AC  = ;  =  — -, 

n      n      nn 

de  la  circonférence. 

Si  Ton  abaisse  BI  perpendiculaire  sur  le  prolongement  de 
AC,  on  a  dans  le  triangle  ABC, 

(i)  J:'=y-*-z^  +  2z.A*; 

les  deux  triangles  semblables  KOB  et  ABI  donnent 


Al  :  KO  :  :  AB  :  BO... .      d'où      Al  =-3— -r , 

2r 


et  par  suite,  Téqaation  (!)  devient 


(2)  a"  +  -  y^r*  -^x\%  +^'  —  x"  r=  0. 

r 


y 

Od  en  déduit 
(3)         ,^-j^l/4;^"=^^±:rV/4P^37 

Une  de<:es  valears  est  positive  et  correspond  à  AC  ;  on  a,  en 
efiet, 

quantité  évidemment  positive  y  puisque  Ton  suppose  x  >y. 
L'autre  valeur 

^V/4/^-  X*  +  a:V/4/^— y 

est  visiblement  négative.  Pour  l'interpréter,  j[e  change  s  en 
-~z  dans  Féquation  (i),  ce  qui  donne 

jc*=y+2»— 2Z.A1, 

en  prenant  A'I  =  AI.  Or ,  dans  le  triangle  GBA',  on  a 

x^  =j^"+CÂ"— 2CA'.A'I  ; 

et  par  conséquent  CA'  est  bien  en  valeur  absolue  la  2*  ra- 
cine de  réquation  (1)  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

CA'  =  -  z-  -  y^^^^^^+  a:V/4P=? 


2r 

Pour   interpréter  géométriquement   cette    solution,  je 

prends  BA,  =  BA,  et  le  triangle  CBA,,  égal  au  triangle 

CBA'  donne  CA.  =  OA'.  D'ailleurs,  arc CABA.  =  CAB  + 

A       a! 
-f  AB  =  -  +  — ,  de  la  circonférence.  Donc  enfln  : 
n       TV 

Des  deux  racines  de  V équation  (1) ,  Vune  représente  la  corde 
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a      a' 
qui  sous'tend  Varc  AC  = , ,  el  Vautre  la  corde  qui  «mt- 

a       a' 
^end  CA.  =  — [-  -rdela  circonférence. 
Il   '   û' 

6.  Supposons  maintenaDt  qae  Ton  connaisse  les  N  yaleiirs 
x,,x^..,.x^  des  côtés  des  différents  polygones  de  Tordre  n , 
ainsi  que  les  N'  valeurs  y, ,  y^  ....^j^,  de  ceux  des  polygones 

de  l'ordre  n\  il  suffira  de  remplacer  dans  la  formole  (3)  x 
successivement  par  les  valeurs  x, ,  x, ....  x^,  et  ^  par  les 

valeurs  j^o  j^. . . . .  .Tj,  >  pour  obtenir  les  2NN'  côtés  des  diffé^ 

rents  polygones  de  Tordre  nn', 

7.  Ainsi ,  pour  obtenir  les  côtés  des  4  pentédécagones  ré- 
guliers inscrits  au  même  cercle ,  nous  prendrons  le  côté  du 
triangle  équilatéral  et  les  côtés  des  deux  pentagones  régu- 
liers inscrits  à  ce  cercle ,  qui  sont,  le  rayon  étant  pris  pour 


Mte,j^.  =  K3  et  j:.=:y^    — - — ,  •^.=  \/   —g 


unité,  j^.  =  K3  et  x,=z  ^       "J   '',  ^.=  \/        ^      , 

Ces  valeurs  étant  substituées   dans  la  formule  (3),  nous 
avons  les  4  valeurs  suivantes  : 

"^'  =  "■4(1/15— 1/3  —  1^10  +  21/5)  » 
^'  = -4(1/15+1/3-1^10-21/5). 
^»  =  -  4  (»/Ï5-  V/3  + 1^10  +  2^/5)  > 

^4  =  -4  1/Ï5  +  V/3+  i^l  0-21/5)- 

8.  On  pourrait  obtenir  de  même  les  valeurs  des  côtés  d'un 
grand  nombre  de  polygones ,  en  partant  des  valeurs  connues 
des  polygones  de  3,4,5  côtés  ou  de  leurs  multiples  6,  8, 
15,  etc.,  que  Ton  combinerait  deux  à  deux,  de  manière 
à  ne  prendre  jamais  que  des  nombres  premiers  entre  eux. 
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Mais  les  différents  polygones  que  Ton  obtient  ainsi  peuTcni 
être  également  calcnlés  par  les  formules  ordinaires  de  la 
géométrie.  Par  exemple ,  en  prenant  les  côtés  des  polygones 
de  4  et  5  côtés ,  de  8  et  de  15 ,  etc. ,  on  trouve  ceux  de  20, 
de  120,  etc.,  et  Ton  peut  obtenir  ces  mêmes  polygones,  en 
doublant ,  pour  le  premier,  une  fois  le  nombre  des  côtés  du 
décagone,  et,  pour  le  deuxième,  trois  fois  le  nombre  des 
côtés  du  pentédécagone. 

9.  Mais  les  polygones  de  3 ,  4  et  5  côtes  ne  sont  plus  les 
seuls  que  Ton  puisse  inscrire  géométriquement,  c'est-à-dire 
avec  la  règle  et  le  compas,  et  dont  on  sache  par  conséquent 
calculer  les  côtés  sans  se  servir  d'aucune  équation  de  degré 
supérieur  au  deuxième.  M.  Gauss  a  démontré  que  Ton  peut 
inscrire  géométriquement  dans  un  cercle  tous  les  polygones 
dont  le  nombre  des  côtés  est  exprimé  par  2''-f-l ,  pourvu 
que  ce  nombre  soit  premier  ]  il  a  donné  des  méthodes  gé- 
nérales pour  ramener  le  calcul  des  côtés  de  ces  différents  po- 
lygones à  la  résolution  d'une  suite  d'équations  du  deuxième 
degré.  Ces  méthodes  sont  fort  belles  et  ne  laissent  rien  à  dé^ 
sirer  quant  à  la  théorie  ;  mais  elles  reposent  sur  les  considé- 
rations les  plus  élevées  de  la  théorie  des  nombres ,  et  ne  con- 
duisent pas  à  des  résultats  très-simples,  même  pour  le 
polygone  de  17  côtés. 

Nous  avons  donc  pensé  qu'un  procédé  particulier,  par 
lequel  on  peut  calculer  et  construire  les  valeurs  des  côtés 
des  8  polygones  de  17  côtés  sans  sortir  des  notions  les  plus 
élémentaires  de  l'algèbre ,  ne  sera  pas  dépourvu  de  tout  in- 
térêt :  il  offrira ,  du  moins^  un  exercice  utile  de  calcul  et  de 
construction  géométrique. 

10.  Supposons  un  cercle  O  {fig.  32),  de  rayon  égal  à 
l'unité,  divisé  en  17  partit^  égales,  nous  aurons  dans  le 
triangle  AOfi, 
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en  observaDt  que  OB'  =  AC. 
nions  aurons  pareiltement  dans  le  triangle  AOC  , 

Âc'  =  2  — 1^4  — AD*, 
parce  que  AD^CC.  Pais,  dans  le  triangle  AOD , 


AD'  =  2— V/*  — Ae'  ; 
et  enGn  dans  le  triangle  AOE , 

Âl*— 2  +  Va— ÂB*, 
parce  que  AB  =  EE'. 
Si,  pour  simplifier,  nous  posons , 


a^y'i  —  lB'    d'où  résulte    ÂB  =♦—■«», 

*  =  ï^4— ÂC'  ÂC=4— y, 

c  =  l^4— Âd'  ÂD  =  4  — c', 

<i=ï^4— ÂË'  ÂË*=4  — «f, 

nous  aurons  les  quatre  équations , 

b'^c  +  2, 
c'=rf+2, 
«P  =  — a-|-2. 

Si  nous  considérons  pareillement  les  quatre  triaoglet 
AOH ,  AOK ,  AOL  et  AOM ,  et  que  nous  posions 

a'  =  k'4  — AK%       6'  =  K4  — AL% 

c'  =  |/4  — AM',      d'  =  1/4— AH% 

nous  aurons  les  quatre  équations 

a"  =  —b'  +  2, 

6"=-C  +  2, 

^  '  ^    c"=-rf'+2, 

rf"  =  -|-a'+2j 
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sjslèmc  qui  ne  diffère  du  précédent  qu'on  ce  que  a^ù^  c  ci 
d  y  sont  remplacés  par  —  a',  —  b\  —  c'  et  —  d', 

1 1.  Si  Ton  éliminait  directement  b^ceid  entre  les  équa- 
tions (A) ,  on  aurait  une  équation  du  \%^  degré  en  a,  dont 
les  racines  seraient  non-seulement  toutes  les  valeurs  cher- 
chées ,  mais  encore  celles  qui  correspondent  aux  polygones 
de5  et  de  3  côtés.  Car,  en  faisant  b  =  d  et  c  =  —  a^  les 
deux  dernières  équations  du  système  rentrent  dans  les  deux 
premières  9  et  Ton  retombe  sur  le  pentagone  régulier.  De 
même ,  en  supposant  as=b^  b  ==c,  cz=d  et  d^-^a^  on 
a  la  seule  équation  a'  =  a  4-  2  qui  convient  au  triangle  équi- 
latéral. 

Pour  supprimer  ces  solutions  étrangères  à  la  question,  je 
soustrais  d'abord  la  troisième  équation  de  la  premi^e ,  et  la 
quatrième  de  la  deuxième ,  puis  je  multiplie  les  deux  équa- 
tions ainsi  obtenues  et  je  supprime  les  facteurs  b — d  et  c+a , 
ce  qui  me  donne 

(a)  (a — c)(A  +  ^)  =  1  OVihXcn  ab+ ad—- bc — cd=\. 
Je  soustrais  ensuite  la  deuxième  équation  de  la  première , 
la  troisième  de  la  deuxième ,  la  quatrième  de  la  troisième ,  et 
la  première  de  la  quatrième  ;  je  multiplie  membre  à  mem- 
bre, et  je  supprime  les  facteurs  communs  b  —  c^c^d, 
d^a  et  —  (a  -h  fr)  9  ce  qui  fournit 

(6)  (a  —  b)  (c+  rf)(6  +  c)  (a  —  «0=  1 

ou  bien 

(ac — bd-^-ad  —  bc){ac—  bd+ab  —  cd)=^  1. 

Si  nous  posons 

a:=:c  —  a      et      z  =  —  ac 
y^zb-^-d  i  =  bd^ 

Os  équations  (a)  et  (6)  deviendront 

(a')  xjr^  1  , 

ff)        (i  +  z-^bc  —  ad)  (^  +  z  +  c^  —  a^)  =  1 , 
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et  la  question  sera  ramenée  à  calculer  x^^,  zeit^on  sim- 
plement        X=x+jr^  Y  =  /  +  z  etZ  =  rz, 
puisque  déjà  nous  connaissons  xy. 

Or,  en  vertu  de  («) ,  Téquation  (€')  devient 

Y*  +  'àY-^-b'd-^bd'—ca'  —  ûc»  =  1  ; 
et  comme  on  déduit  des  équations  (A) 

^•df+W^4-c«'  — âEc'  =  — l+2(^  +  €£  +  c  — a)  =  — 14-2X, 
on  a  enfln,  entre  Y  et  X,  Téquation 

(Y)  Y'+3Y  +  2X  =  2. 

Si  Ton  élève  au  carré  l'équation  X=:fr  +  c  +  ^  —  a^  en 
observant  d'ailleurs  que  b*  +  ^+  c'+  «*=  x+^+8=sX+8, 
on  obtient  sans  peine  la  deuxième  équation 

(X)  X*-2Y— X  =  6. 

Pour  avoir  Z,  j*élève  pareillement  au  carré  les  deux 
membres  de  Téquation  Y  =:bd  —  ac,  ei  j'ai 

Y'=r  aV+  6'^'—  2abcd=a'c'+  b^iC-^  2Z. 
Or 

a*c*'{-b*d^  =i  bd—  ac ^2{b  +  d-h  c  ^  a)  +  S , 

et  par  conséquent,  on  trouve  ,  après  quelques  réductions, 

(Z)  Z==— 2(X  +  Y)  — 3. 

12.  Pour  obtenir  les  valeurs  de  X  et  de  Y,  je  remarque 
que  les  équations  (X)  et  (Y)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
suivante  : 

Y(Y  +  3)=:2(1— X)      et      X  (X  — i)  =  2(Y  +  3). 

Si  on  les  multiplie  membre  à  membre ,  on  a 

(XY  +  4)(X-i)(Y  +  3)  =  0. 

Et  Ton  voit  qu'à  la  valeur  X  —  i  correspond  Y  =  —  3,  sys- 
tème qui  ne  peut  convenir  à  la  question ,  attendu  que  la  va- 
leur correspondante  de  Z  serait  +4  —  3=1,  et  que  Z  doit 
être  négatif. 


—  276  — 

Reste  donc  l'équation  XY  ==  —  4 ,  laquelle  combinée  arec 
(X)  donne ,  par  rélimination  de  Y, 

X^  — X*-4.6X  +  8  =  0. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré,  mais  on  voit  sans 
peine  qu'elle  admet  la  racine  2  ^  par  conséquent  elle  se  dé- 
compose dauff  les  deost  facteurs 

(X— â)(X'  +  X  — 4)  =  0. 

Ala  valeur  X  =  2  correspond  Y  =  —  2,  et  ce  système 
doit  encore  être  rejeté.  En  effet,  la  valeur  correspondante 
de  Z  serait  —  3 ,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que  l'on  doit 
avoir,  en  valeur  absolue,  Z  <; 2.  Car  la  corde  d ,  qui  sous- 

1 
tend  Tare  A'E  ^f?  rj  ^  ^  circonrérence,  est  moindre  que  la 

moitié  di|  côté  ù^.  fléoagonc  \  la  corde  c ,  qui  sous-tend  l'arc 

4         1  9 

A'D  =  t;^  +  57  ^®  ^  =  51 C  ^s^  P'^8  petite  que  le  côté  du 

décagone  étoile  qui  sous-tend  tt:C,  et  par  conséquent  on  a 

Restent  donc  les  deux  valeurs  de  X  fournies  par  l'équa- 
tion X'  4-  ^  —  4  =  0.  Or ,  si  nops  substituons  dans  Téqua- 

4 
lion  (Y)  la  valeur  X  s  —  -rr ,  et  que  nous  suppHmions  la  ra- 
cine étrangère  Y=  —  2,  nous  obtenons  encore  l'équation 
Y'  -{-  Y — 4  :s=  0.  Par  eenaéquent ,  desi  deux  racines  de  cette 
équation,  Tune  est  la  valeur  de  X,  et  l'autre  celle  de  Y;  et 
l'on  a ,  pour  la  valeur  correspondante  de  Z ,  Z  =  —  1 . 

13.  D'après  cela,  pour  résoudre  la  question  qui  nous  oc- 
€upe,  il  suffira  de  tésoudre  ou  de  construire  le  système  d'é- 
quations suivantes  : 
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(0 

X'-l-X  —4  =  0, 

(2) 

a:'  — Xx— 1=0, 

(3) 

z*  — Yz  — 1  =  0, 

(*) 

a' — aj:-\-;i=:0 , 

(5) 

b'—by-\-t=:<i. 

La  racine  positive  de  l'équation  (1)  sera  la  valeur  de  X,  et 
la  négative  celle  de  Y  ;  les  deux  racines  de  l'équation  (2)  se- 
ront positives  et  représenteront ,  là  plus  petite,  la  valeur  de 
X,  et  la  plus  grande,  celle  de^-  ;  l'équation  (3)  donnera  deux 
valeurs  de  signes  contraires ,  la  positive  sera  z  et  la  négative 
t  ;  enfin ,  les  deux  racines  de  (4)  seront  —  a  et  c ,  et  celles  de 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouvera  aisément 
X  =  l(|/Î7-l),         Y  =  -î(kT7+l), 

•^=4  (l/Ï7  — 1— V's*— 2KÏ7)' 

y=l  (v/Ï7-l-t-\/34-2|/Ï7)' 

*— =4  (v/Ï7-|-l+\/34.-f  2V/17). 

'  =  - ï  (*  +  Ki7-\/34  4-2\/Ï7)- 

-*»  =  g  (V/ÎT— 1— V^34— 2I/Î7— 

— V  68+14\/r7— 4\/l70— 26Kn+16>/34— 2I/Î7) , 
c= i(  k'ÏT— 1— V/ 34— 2^^?+ 

+V68+UV/Î7— 41^170— 26l/Ï7+i6l^34+14|/ïr), 
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+ V  68+i4V/Î7+4.\/  170--26V/Ï7--16\/34+2V/T7 A 
rf=  î(l/iT-l  + V/34— 2\/Ï7— 

— V  68+14V/Ï7+4\/ 1 70— 26\/Ï7— 1 6\/  34+2\/r7  j . 

14.  Si  aa  lieu  du  système  d'équations  (A) ,  on  avait  consi- 
déré le  système  (B),  on  aurait  effectué  les  mêmes  calculs  en 
posant  x=:a'  —  c\  y  =  -' {b'-hd") ,  2  ==  —  aV  et  t^b'd, 
d'où  serait  résulté  que  la  racine  négative  de  l'équation  (i) 
aurait  représenté  X  et  la  racine  positive  Y.  Il  s^ensuit  que 
les  valeurs  de  à^  —  6\  —  c/  et  d!  se  déduiront  de  celles  de 

—  a ,  ^ ,  c  et  £f ,  en  changeant  VTt  en  —  V/i7  dans  les  qua- 
tre danières  formules. 

15.  Une  fois  les  valeurs  de  a^  b„.,a\,,.  ainsi  obtenues,  on 
aura  aisément  ceUes des  côtés  AB,  AC  ...  des  huit  polygones 
de  17  côtés  ;  et  en  les  combinant  avec  les  valeurs  connues 
des  côtés  des  polygones  de  3,4,  5,  6,  8,  10, 15  ....  côtés , 
on  obtiendra  tous  les  polygones  de  51,  68  ^  85,  102,  136, 
170,255....  côtés. 

16.  Au  lieu  de  résoudre  les  équations  du  n**  13 ,  on  pour- 
rait les  construire  et  arriver  assez  simplement  aux  valeurs 
des  lignes  cherchées.  Pour  cela,  l'équation  (1)  se  met  sous  là 
forme  2*  =  X  (1  +  X),  et  donne  visiblement  (Fig.  33)  X = OX 

elY  =  OY,  sironsupposeOM  =  2etM!  =  i=— :  De 

même ,  les  équations  (2)  et  (3)  se  mettront  sous  la  forme 
i'  =  j:(a:— X)    cl    l'=z(z  — Y),    et  Ton  a,   en    posant 

OL=lx  et  0L'=  ]'Y(lig,n)'x  =  Mx,y^My,z^A'z. 

oi^=  AV. 
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Poar  rétablir  rhomogénéité  dans  les  équations  (4)  et  (5) , 
je  pose  z  X  1  =  ^%  ^  X  1  =  /i%  et  je  construis  k  =  Mk  et 
h  =  Mh  ;  ce  qui  me  donne  A:*  =  a  (a — x)  et  h^=b(j^  —  b). 

Par  conséquent ,  en  prenant  A' A:.  =  A: ,  et  A-.^  =  •-,  on  aura 

la 

A'a  =  a,  et  A'c  =  c;  de  même,  en  prenant  A'j^,=^  et 

A'A.ssA,  on  aura  A'rf  =  rf  et  Ab=y,d=b',  de  sorte  qu'en 

portant  les  cordes  A'd^  Me,  Mb  et  Ma  sur  la  circonférence 

12  4 

0,  on  aura  les  arcs  AB=  --,    AC  =  -•-,    AD=  —  et 

17  17  17 

Q 

AE  =  --  de  la  circonférence. 
17 

Si  Ton  change  ensuite  X  en  Y  et  réciproquement|  puis  que 
Ton  répète  d'aiUeurs  la  même  construction^  on  aura  les  qua- 
tre cordes  AV==c',  A'a'  =  a',  MV=V  et  Md^^d,  teUes 
qu'en  les  portant  de  A  en  M  {fig,  32),  en  K,  en  Leten  H,  onob- 

o  e  /î  '      '7 

tiendra  les  arcs  AH  =  -- ,  AL=  ---,  AKaeT-  et  AM=7-- 
17  17  17  \T 

de  la  circonférence. 


QUESTION   D'EXAMEN 

RÉSOLUE 

PAB  M.  I..  AMHB , 

Ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  répétiteur  au  colléKé  Louis-le-Grand. 


Trouver  les  éléments  d'une  niche  cylindrique  dont  la  sur- 
face et  la  capacité  sont  données. 

1"   PARTIE. 

Soient  jc  le  rayon  ci  j^  la  hauteur  du  demi-cylindre  for- 
mant cette  niche ,  x  est  aussi  le  rayon  du  quart  de  sphère  qn^ 
la  termine. 
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Soient  encore  va'  la  surface  de  cette  nicfae  et  -ir^  sa  ca- 
pacité ,  les  équalions  du  problème  seront 

ixxy  +  TfX*  =  wa*       et       -  tix^y  +  -ira**  ^  -  ir&\ 

^  «I  o 

OU        jcy-^x^^a^         et      Sa^V  +  ax^  =  8fc'. 

Pour  éliminer  j",  multiplions  la  première  équation  par  %x 
et  retranchons-en  la  seconde ,  on  aura 

x^ — 3a'j:4-8&*  =  0. 

La  condition  de  réalité  ou  d'imaginarité  des  racines  est  ici 
donnée  par  4.27(1 6^' —  c^) ,  c'est-à-dire 

V  a^h  kÏ,     3  racines  réelles  et  inégales, 

s 

2o  a  =  6 1/4,    2  racines  réelles ,  dont  une  double , 

s 
3*  a  <  6  V/4,    1  seule  racine  réelle 

1"C(W.  a>6V/4,  les  trois  racines  réelles.  Dans x^  — 

—  3a*x  +  8&'  =  0 ,  le  dernier  terme  +  Sb^  est  positif  i  le 
second  terme  manque  ;  donc  une  racine  est  négative  et  une 
seule. 

Le  résultat  de  la  substitution  de  -f  a  à  la  place  de  x  est 

8 

—  2  (a^ — 46^) ,  quantité  négative  par  l'hypothèse  a>b  V^4. 
Ainsi  ^  des  deux  racines  positives  y  Tune  est  plus  petite  que  a , 
Tautre  est  plus  grande. 

La  hauteur  du  cylindre  est  donnée  pu*  jr  s= ,  dans 

X 

laquelle  on  substitue ,  à  la  place  de  a?,  ces  racines  de  l'équa- 
Uoii  précédente.  Donc,  pour  x>a,^  est  négatif;  les  élé- 
ments de  la  niche  ne  pouvant  être  que  positifs,  il  en  résulte 
que  des  trois  racines  trouvées ,  la  première  doit  être  rejetée, 
eommc  donnant  un  rayon  négatif  i  la  troisième  doit  Tétre 
^ussi,  comme  donnant  une  hauteur  négative,  et  la  seconde 
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est  la  seule  admissible.  Ainsi,  qoand  le  problème  est  possi- 
ble ,  il  n'admet  qu'une  seule  solution  ;  c'est-à-dire  que  deux 
niches  ne  peuvent  avoir  même  surface  et  même  capacité  sans 
coïncider.         ^ 

3   _ 

2*  cas.  a=b\^i^  2  racines  réelles,  dont  une  double. 
Le  trinôme  j:^— 3a"j:+86'=rx5— 3a'j:+2a»=(j:+2a)(:c— a)*. 
La  première  racine  donne  un  rayon  négatif  x=?  —  2a  ;  les 
deux  autres  donnent  un  rayon  positif  x=-\-  a-,  mais  à  ce 
rayon  correspond  une  hauteur  nulle  ^=  0 ,  c'est-à-dire  que 
la  niche  se  réduit  au  quart  de  sphère  qui  la  surmonte  :  et  en 
effet  les  données  des  problèmes  peuvent  s'écrire 

Tta"  =r   -  .  \ita^       et       -  nO^  =  -  .  -  tt^', 
4  3  4     3' 

qui  expriment  bien  la  surface  et  la  capacité  du  quart  de  la 
même  sphère. 

Tel  est  le  cas  du  maximum  de  capacité  pour  une  surface 
donnée,  ou  du  minimum  de  surface  pour  une  capacité  donnée. 

3"ca«.  a<6V/4,  i  seule  racine  réelle.  Cette. racine 
unique  est  négative,  puisque  le  dernier  terme  de  Téc^uatioiB 
est  positif.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  le  problème  n'est  pas  possible  ^ 
ce  q^oi  s'accorde  avec  la  solution  du  2«  cas. 

2«   PARTIS. 

Si  maintenant  Ton  suppose  que  le  rayon  jc  de  la  niclie  ert 
sa  hauteur  ^  soient  les  coordonnées  du  point  commun  des 
deux  courbes  qui  auraient  pour  équations  les  équations  du 
problème,  ces  coordonnées  donneront  en  unités  linéaires  les 
valeurs  numériques  de  ces  éléments  de  la  niche ,  et  nous  al- 
lons établir  l'identité  de  ces  deux  modes  de  résolution. 

Celte  courbe  est  du  troisième  degré  et  s'étend  indéflnimenC 
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dans  tous  les  sens;  seulement  chaque  valeur  numérique  nO- 
gative  de^  donne  pour  x  une  valeur  réelle  positive  et  une 
seule  (quand,  dans  une  équation /(jr)=:0,  il  manque  un 
terme  entre  deux  termes  de  même  signe ,  cette  équation  a  au 
moins  deux  racines  imaginaires)  ;  c'est-à-dire  que  toute  pa- 
rallèle à  Taxe  des  j:,  et  menée  au-dessous  de  cet  axe,  ren- 
contre toujours  la  courbe  en  un  seul  point  situé  à  droite  de 
Taxe  des^. 
La  méthode  générale  des  asymptotes ,  appliquée  à  cette 

équation,  donne  pour  le  coefficient  d'inclinaison ,  3c+â=0, 

2 
et  0  pour  l'ordonnée  à  l'origine.  Ainsi ,  j^  =  —  -x  est  l'a- 

«i 

symptote  de  cette  courbe.  Toutefois  il  faut  se  rappeler  deux 
choses  : 

1""  Si  le  lieu  représenté  par  l'équation  se  compose  d*une 
courbe  et  d'une  droite ,  la  méthode  générale  des  asymptotes 

donne  évidemment  cette  droite ,  puisque  au  delà  de  la  courbe 

2 
le  lieu  se  réduit  à  cette  droite.  Ainsi  ^= — -x  ou  ToT' 

n'est  asymptote  que  parce  que  Zy  -f-  2x  n'est  pas  diviseur  de 
2.r»  +  3:c>— 86». 

^  Si  l'équation  de  la  courbe  était  complète ,  l'équation  en 
c  serait  du  degré  de  l'équation  de  la  courbe,  c'est-à-dire  du 
troisième  degré  ;  et  comme  elle  est  du  premier  degré,  elle  a 
deux  racines  inflnies.  Ainsi,  si  la  méthode  générale  des 
asymptotes  ne  donne  pas  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des 
^,  du  moins  elle  avertit  de  leur  existence.  En  changeant^ 
vxix^ix  en  y,  on  trouve ,  en  effet ,  c,^  (2c,-h  3)  =  0  ou  c,'= 0 
^avec  ^,=  0  ;  c'est-à-dire  que  deux  branches  de  la  courbe 
sont  asymptotes  à  la  même  partie  de  l'axe  des^. 

Car  si  l'on  trouve  une  valeur  double  de  c,  [c~a]'  =  0,  à 
laquelle  corresponde  une  valeur  double  de  d^  [d  —  J)'  =  0 , 
deux  branches  de  la  courbe  sont  asymptotes  à  la  même  ex- 
trémité de  la  droite  ^  =  ajt-  -f-  H. 


Ponr  mienx  suivre  le  cours  de  la  courbe 

cherchons  le  coefScieut  d'inclinaison  de  sa  tangente  .- 

*'*'*  ""  3x'       ""  *~       3^5       ""      3  ""  3x3*  ' 

2(4^3  —  073)  2         8^' 

^  3jc«         ■"       3     ^3x' 

3   _ 

Pour  or  =5  6  V/4  =  oB ,  on  a  ^  =  0  ;  B  est  un  point  de  la 

courbe ,  si  x  décroît  de  b  1^4  à  0  ;  la  fraction  — -,  reste  tou- 

3jr 

2 
jonrs  plus  grande  que  -r-x  ei  croît  de  plus  en  plus  en  cod- 

2 
yergeant  vers  l'infini ,  tandis  que  -^x  décroit  de  plus  en  plus 

en  convergeant  vers  zéro  :  donc  ^  converge  vers  llnfini. 
Ainsi,  la  courbe  part  de  B  pour  devenir  asymptote  à  Taxe 
desy ,  du  côté  des  x  positifs. 

V—  Bb^ 

Si  X  croît  de  b  V/4  jusqu'à  Finfini,  la  fraction—^  décroit 


de  plus  en  plus  en  convergeant  vers  zéro ,  de  sorte  que  la 

2 
valeur  de  j^  se  réduit  à  j^  =  —  -  x  pour  x  =  (x> ,  Ainsi  la 

«5 

courbe  part  de  B  pour   devenir  asymptote  à   la  droite 

2 
V  =  —  r--^  ou  ToT  au-dessus  d'elle. 
3 

Au  reste ,  le  coefScient  d'inclinaison  de  la  tangente  pour 
toute  valeur  positive  de  x  reste  toujours  négatif  ;  donc  la 
courbe  dans  tout  le  cours  de  cette  branche  tourne  sa  conca* 
vite  vers  la  région  supérieure  et  à  droite  du  plan. 

Pour  dessiner  la  courbe  du  côté  des  x  négatifs ,  changeons 
j:  en  —  07,  et  portons  les  valeurs  absolues  de  x,  à  gauche  de 
l'origine  et  sur  l'axe  des  x.  L'cquatiun  devient 


•^.    +    ^3^7 
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et  le  coeffieient  d'inclinaison  de  la  tangente  devient 


tang  a  = 


3x. 


^  restant  toujours  positif  pour  toute  valeur  de  x, ,  la  courbe 

est  tout  entière  située  au-dessus  de  Taxe  des  x ,  au-dessus 

2  2 

de  la  droite  /•  =s-j:,  =  —  -a:,  ouToT',  est  asymptote  à  cette 

o  3 

droite,  et  Test  aussi  à  l'axe  des^, 

pour    j:,<  2b  ;  tang  a  est  positif; 

pour    x,>^2fr;  tang  a  est  négatif; 

pour    J7,  =  2*  =  oC  on  a  ^  =  26  =  CD  et  tang  a  =  0  ; 

donc  à  la  rencontre  D  de  la  courbe  et  de  la  bissectrice  GoG' 
de  Tangte  des  coordonnées  de  signes  contraires,  la  tangente 
est  parallèle  à  Taxe  des  x ,  c'est  le  point  le  fdus  bas,  cette 
branche  tourne  sa  concavité  vers  la  région  supérieure  du 
plan,  et  la  courbe  se  trouve  ainsi  complètement  tracée. 
La  deuxième  équation  xy-^x*  =:  a*  ou 


est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  Tune 
l'axe  des^,  l'autre  la  bissectrice  ^ = — a:  ou  GoG'  de  Vanglc 
des  coordonnées  de  signes  contraires  ;  et  comme  pour  la  même 
abscisse  l'ordonnée  de  la  courbe  est  moins  longue  que  celle  de 
la  droite ,  cette  hyperbole  est  tout  entière  contenue  dans  les 
angles  G'oY'  et  YoG  opposés  au  sommet ,  elle  rencontre  né- 
cessairement la  première  courbe  en  un  point  M.  situé  dans 
l'angle  G'oY',  puisque  cet  angle  contient  son  asymptote  ToT  ; 
ainsi  il  y  a  toujours  une  valeur  réelle  et  négative  de 
x^x=  oN, ,  à  laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  po- 
sitive dc^,  ^  =  N,M.. 
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L'hyperbole  coupe  l'axe  des  a:  du  côté  des  x  positifs  au 

3 

point  a:  =  -f  ^  j  ce  point  est  à  droite  de  B  si  a>  bi/T;  est  en 

3    _  3    _ 

B  si  a  =  6  V/4^  et  est  à  gauche  de  B  si  ^  <,b\/ï:  ce  qui 
donne  lieu  à  trois  cas  bien  distincts. 

3 

!•'  Cas,  a>b  V^ï.  Soit  oA  =  a  ,  Fhyperbole  part  de  A 
pour  devenir  asymptote  à  oG  et  rencontre  nécessairement 
la  première  courbe  en  un  point  M,  situé  à  droite  de  A,  puis- 
que l'angle  XoG  contient  son  asymptote  oT. 

Ainsi  il  y  a  une  valeur  réelle  et  positive  dex^x=  oN,,  à 
laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  négative  de^, 

^  =  N,M3. 
L'hyperbole  part  de  A  pour  devenir  asymptote  à  Taxe  des 
^'f  et  même  pour  devenir  plus  asymptote  à  cet  axe  que  la 
première  courbe ,  ce  qui  établit  l'existence  d'une  troisième 
rencontre  M,  des  deux  courbes ,  car  alors  l'hyperbole  doit 
passer  entre  la  première  courbe  et  l'axe  dés^^,  pour  ensuite 
rester  continuellement  entre  ces  deux  lignes.  Pour  le  dé- 
montrer^ soient  X  l'abscisse  de  la  première  courbe,  et  x  celle 
de  l'hyperbole  correspondant  à  la  même  coordonnée  /,  les 
équations  du  problème  donnent 

2a:»+3j^a:"= 3a'x  —  x\ 
2(X» — x«)  +  3y  (X*  —  X*)  =  86'  —  3a' x  +  x\ 
(X— 07)  [2X'+2Xx  +  2x*  +  3rX+3^o:]  =  86'+J:' -  Sa'j:  ^ 

pour  de  très-petites  valeurs  de  x,  ^à'x  est  très-petit  et  peut 
être  plus  petit  que  toute  quantité  donnée ,  par  exemple  Sb^; 
donc  pour  de  très-petites  valeurs  de  j:,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  pour  de  très-grandes  valeurs  de^,  le  second  membre 
est  positif ,  et  comme  les  coordonnées  le  sont  aussi,  (X  —  x) 
Test  aussi  ;  donc  toute  parallèle  à  l'axe  des  a  ,  du  côte  des  x 
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positifs ,  et  pour  une  valeur  dey  suffisamment  grande,  ren- 
contre constamment  l'hyper)>ok  après  avoir  rencontré  Taxe 
des  j^^  et  avant  de  rencontrer  la  première  courbe. 

Ainsi  il  y*a  une  valeur  réelle  et  positive  de  j:»  j:  =  oN. ,  à 
laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  positive  de^» 

et  cette  rencontre  est  la  seule  dont  les  deux  coordonnées 
soient  positives. 

2^  cas.  a  =  b  \/4.  Alors  le  point  Â  vient  se  confondre  avec 
le  point  B,  en  ce  point  les  deux  courbes  sont  tangentes  Tune 
à  l'autre. 

(,)  tang«= __  =  -._  =_2, 

tanga'=-.-^:±^  =  -2. 

A  partir  de  ce  point  l'hyperbole  reste  constamment  entre 
la  première  courbe  et  Taxe  des^  ;  car  par  cette  hypothèse  et 
fouTa:=  a^$leiTin6meSb^  ^x^'Sa'xdeyienlS^  {Ba — ^), 
quantité  essentiellement  positive  puisque  S<Ca. 

Ainsi  iiour  cette  hypothèse  il  n'y  a  que  deux  valeurs  réelles 
de  j;,  l'une  négative  à  laquelle  correspond  une  valeur  de  y 
réelle  et  positive^  l'autre  positive  à  laquelle  correspond  une 
valeur  de^  nulle. 

3®  cof .  a  <  6  |/  4.  Les  deux  courbes  pe  peuvent  alors  avoir 
^ucnn  point  commun  du  côté  des  x  positifs,  car  l'hyperbole 
traverse  l'axe  des  x  entre  l'origine  et  le  point  B  pour  en- 
suite rester  constamment  entre  l'axe  des  y  et  la  première 
c^Brbe,  puisque  le  trinôme  8^'+ x*—  Za^x  pour  j:=/z— ^ 
devient  (86^ — 2a')4-^(âa  —  5),  quantité  essentiellement 
positive  comme  formée  de  deux  termes  positifs. 

Ainsi  le  problème  n'est  pas  possible  dans  cette  hypothèse. 
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Troisième  partie. 

Soit  proposé  de  Ironyer  le  liea  des  points  d'où  Ton  peut 

mener  une,  deux  ou  trois  tangentes  à  la  courbe  préeèdoitc 

2j:'+3j?>--86'r=:0  ;  Téqoationdelâlwgeiifeàôetlêéoal^ 

est^— y = r — y^-^  [x  —  x')  avec  la  relation 

Si  elle  est  menée  du  point  jr=r  a ,  j^=6 ,  ces  coordonnées 
doivent  vérifier  son  équation  ^  on  a 

Si  entre  cette  équation  et  la  précédente  on  élimine  on  y 
ou  a/j  par  exemple  y  ;  il  en  résulte  une  équation  en  a/,  «,  6 
qui  pour  chaque  système  de  valeurs  simultanées  de  a  et  de  € 
aura  un  certain  nombre  de  racines  réelles  ;  si  à  ces  valeurs 
réelle&de  x  correspondent  des  valeurs  réelles  de  jr^  on  fîoarra 
du  point  (o(,  €)  mener  autant  de  tangentes ,  et  les  coorddniiées 
de  leurà  points  de  contact  seront  ceB  valeurs  de  jt  et  dé  j^ 
ainsi  déterminées.  L'équation  de  la  courbe  étant  do  pMMt 
degré  cnjy^jr  est  des  deux  inconnues  celle  qtffl  «st  le  plus 
simple  d'éliminer,  et  en  outre  comme  à  chaque  valëérrédie 
de  X  correspond  une  valeur  réelle  de^,  \eé  conclusions  ti- 
rées de  l'équation  finale  en  x  seront  absolue^.  L'équatiett  ite 
la  tangent^e  devient ,  éliminant  y, 

ou  (36  +  2oi)x^  —  nb^x  +  16&*a  =  0. 

Pour  tout  point  du  plan  situé  au-dessous  de  l'asyçiptote  , 
le  coefficient  (te  x^  devient  négatif;  par  exemple  -^K'^  et 
alors  l'équation  devient 

K'jc'  +  2Wx  —  1663a  ==  0, 

équation  qui  a  toujours  deux  racines  imaginaires  ,  puisque 
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b^  est  essentiellcnicnt  positif,  ainsi  de  tout  point  da  plan  situé 
aa-dessous  de  l'asymptote  on  ne  peut  mener  qu'une  tangente 
à  la  courbe. 

Pour  tout  point  situé  au-dessus  de  l'asymptote ,  la  condi- 
tion de  réalité  ou  d'imaginarité  des  racines  est  donnée  par 

27.16.16.^V  <  4.24.24.24.6^ 

(36  + 2a)'       ^       (36+2a)3 

< 
OU  2a»  +  3a'ê  =  86» 

> 

1*  Si  2a*+3a*6>86»,  le  point  (a,6)  est  intérieur  à  la 
courbe,  ainsi  de  tout  point  intérieur  à  la  courbé  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  ;  elle  l'est  à  la  branche  qui  ne  con- 
tient pas  le  point. 

2*  Si  2a»+3a''6r=r86»,  le  point  (a,  6)  est  un  point  de  la 
courbe,  ainsi  cette  courbe  est  elle-même  le  lien  d'où  l'on 
peut  lui  mener  deux  tangentes  -,  et  en  effet  on  peut  toujours 
en  un  point  de  la  courbe  lui  mener  une  tangente,  et  de  ce 
même  point  en  mener  une  à  l'autre  branche. 

3»  Si  2a»  -f  Zatr  <  86»,  le  point  est  extérieur  à  la  courbe , 
ainsi  de  tout  point  compris  entre  la  courbe  et  son  asymptote 
on  peut  toujours  lui  mener  trois  tangentes. 

Toutes  ces  conséquences  pouvaient  être  prévues  d'après  la 
forme  de  la  courbe. 

Remarque.  Si  l'équation  finale,  au  lieu  d'être  ainsi  du 
troisième  degré,  avait  été  d'un  degré  supérieur,  on  lui  au- 
rait appliqué  les  calculs  du  théorème  de  M.  Sturm ,  et  les 
rendions  V,  V. ,  V, ,  V, ...  ayant  leurs  coefficients  fonctions 
<le  a  et  de  € ,  auraient ,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  a 
<ît  ^  y  donné  le  nombre  des  racines  réelles  .-  toutefois  il  faut 
t)ien  se  rappeler  que  cette  méthode  ne  permet  de  supprimer 
ou  d'introduire  un  facteur  numérique  ou  algébrique  qu'au- 
tant que  ce  facteur  est  essentiellement  positif  ;  ainsi  l'on  ne 
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peut  supprimer  ou  introduire  comme  facteurs,  dans  tout  le 
cours  du  calcul ,  que  des  puissances  paires  de  a  et  de  6. 
Soit ,  par  exemple ,  y  =  jr2'»+»  { fig.  35  ) ,  on  trouve 

V  =  2*0:»»+*  —  (2m  +  1)  aa:*"*+  6 , 
V,  =  x*  —  ax  , 

V3  =  6(a«»H-i_6). 

1  "^  Si  a  et  6  sont  de  même  signe ,  il  manque  (2/n  —1)  termes 
entre  deux  termes  de  signes  contraires  ^  donc  Y  a  au  moins 
(2m — 2)  racines  imaginaires.  Ainsi  »  de  tout  point  situé  dans 
Taugle  d(>s  coordonnées  de  même  signe ,  on  ne  peut  pas  me- 
ner plus  de  trois  tangentes  à  la  courbe  ;  et  si  a  et  6  sont  do 
signes  contraires,  V  a  au  moins  2m  racines  imaginaires  ;  ainsi, 
de  tout  point  situé  dans  Tangle  des  coordonnées  de  signe  con- 
traire, on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 

.  2**  Si  a  et  6  étant  positifs,  on  a  afl^^^  >  6 , 
ou     si  a  et  S  étant  négatifs ,  on  a  +  a2»+i  >  +  € , 
la  suite  — x  donne  3  variations,  la  suite  +j:  en  donne 0. 
Donc  9  de  tout  point  situé  entre  la  convexité  de  la  court)e  et 
Taxe  des  jl\  on  peut  toujours  mener  trois  tangentes  à  la 
courbe.  , 

30  Si  a2w+i  =  g»  la  suite  — «r  donne  2  variations,  et  la 
suite  +  j:  en  donne  0.  Donc  cette  courbe  est  encore  le  lieu 
d'où  Ton  peut  lui  mener  deux  tangentes. 

4"  Si  a  et  6  étant  positifs ,  on  a  a»»+«  <  6  , 
ou     si  «  et  6  étant  négatifs ,  on  a  +  a^^Ht  <  +  6  , 
la  suite  —  x  donne  2  variations ,  la  suite  +  ^  en  donne  1  ; 
donc  il  n'y  a  que  1  racine  réelle.  Ainsi ,  de  tout  point  hitn» 
entre  la  concavité  de  la  courbé  et  Taxe  des  x,  on  ne  peu^ 
mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 


NOTE 

r  un  mode  particulier  de  description  des  Ugnes  et  des  surfaces 
du  second  ordre. 

PAR  M.  SaXTON  (HE  CHAMP), 

Ini^niear  des  ponts  et  chaussées. 


À  description  de  TeUipse  par  le  point  d'une  ligne  droite  de 
igiièûr  constante,  dont  les  extrémités  demeurent  sur  deux 
38  ïxes  est  connue  de  tout  le  monde,  et  Ton  peut  la  re- 
*de»  QQÔnle  comme  définitivement  acquise  à  la  pratique 
is  ta  construction  des  épures  où  cette  ligne  doit  figurer, 
mode  analogue  de  description  des  antres  sections  coni- 
es  et  même  des  surfaces  du  second  ordre ,  si  toutefois  il 
d^à consigné  quelque  part,  est  loin  de  présenter  des 
antages  équivalents  dans  la  pratique.  Cependant  on  ne 
*a  peut-être  pas  fâché  de  trouver  ici  quelques  détails 
r  cette  question. 

Déjà  dans  le  scolie  de  la  page  227,  tome  II  de  ce  recueil , 
•08  avons  indiqué  une  loi  suivant  laquelle  doit  couper  les 
tés  d'an  angle  fixe,  la  droite  mobile  dont  un  point,  qui  la 
rtage  en  deux  segments  additifs  ou  soustractifs  ayant  entre 
X  un  rapport  constant ,  décrit  l'hyperbole.  Ce  qui  suit 
nstitae ,  à  vrai  dire,  le  développement  et  la  généralisation 
cette  remarque.  Nous  y  avons  considéré  une  relation  très- 
nple  entre  les  deux  longueurs  intelrceptées  par  la  droite 
obile  sur  les  côtés  de  l'angle.  £ette  relation  sera  examinée 
LOS  un  état  de  généralité  que  ne  comportait  point  le  scolie 
^ntnous  parlons.  Il  s'agit  ici  de  l'équation  algébrique 
a  second  degré  entre  trois  variables  qui  sont  les  longueurs 
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interceptées  par  un  plan  mobile  sor  les  arêtes  d'an  angle 
trièdre.  Nommons  les  S,  n,  C,  prenons  les  arêtes  pour  axes 
des  coordonnées  x^  jr^  z,  les  lettres  des  deux  alphabets  se 
correspondant  respectivement,  la  relation  donnée  sera 

F(ç,>,,  j;)=o.  (i) 

Nous  admettrons  en  outre  que  la  trace  du  plan  mené  par 
le  point  décrivant  et  par  chacun  des  axes^  sur  le  plan  des 
deux  autres  axes ,  détermine  sur  celle  du  plan  mobOe  deux 
segments  additifs  ou  soustractifs  dont  le  rapport  soit  con- 
stant. On  verra  facilement,  en  faisant  usage  au  besoin  de  la 
théorie  des  transversales  ou  de  toute  autre  considération  équi- 
valente j  qu'il  existe  nécessairement  une  relation  entre  les 
six  segments  ainsi  obtenus,  et  que  cette  relation  revient à^ 
dire  que  les  distances  des  points  de  division  à  chacun  de 
axes,  mesurées  dans  le  plan  mobile,  doivent  être  eut 
elles  comme  trois  lignes  données  /?,  7,  r,  ces  dernière 
lettres  répondant  aux  coordonnées  x,  j^,  z,  pour  la  symétri 
de  la  notation. 

Ceci  étant  bien  compris,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  fa 
mer  l'équation  da  lieu  géométrique  ou  de  la  surface 
terminée  par  le  point  du  plan  mobile.  En  eflTet  oelai-ci 
pour  équation 

Celles  des  plans  menés  par  le  point  décrivant  et  par  cWim^- 
cun  des  axes  sont 

Pf_i        ^_j;        ^^i       .3. 

qy      n'  rz       1'         px      l 

Et  ainsi  que  Ton  devait  s'y  attendre,  chacune  de  ces  é€f  na- 
tions est  une  conséquence  des  deux  antres.  En  les  combinant 
avec  l'équation  (2),  il  vient 

par 

-«  =  :^'"=7r,  ?=-',         (4) 

i  s  s 


i 


\ 
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txpressions  dans  lesquelles  on  a  fait ,  pour  abréger 
1       111 

Leur  forme  linéaire  en  fonction  des  coordonnées  x^y^  z  du 
point  décrivant  fait  voir  que  leur  substitution  dans  la  relation 
donnée  (1)  ei^tre  les  longueurs  S,  ri,  (  conduit  à  une  équation 
de  mémo  d^é.  Ainsi  est  démontré  que  le  point  déterminé 
d-dessus  a  pour  lieu  géométrique  une  surface  de  l'ordre  de 
celle  qui  résulterait  de  la  construction  de  l'équation  (1)  entre 
les  variables  ç,  »,  ç  r^ardées  comme  les  coordonnées  d'un 
point.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait 

il  vient  immédiatement 

p'jr'+yy+r'z'=5'p%  (7) 

équation  d'nn  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux ,  qui  devient 
identique  avec  Féquation  aux  diamètres  conjugués 


si  l'on  pose 


s        ,       s  s 

/z  =  -.p,  «»=-p,   c  =  -.p.  (9) 

p  q  r 

En  choisissant  convenablement  les  signes  des  divers  carrés 
qui  entrent  dans  l'équation  (6)  la  transformée  (7)  représen- 
tera à  volonté  Tune  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre 
ayant  un  centre.  Celles  qui,  au  contraire,  en  sont  dépourvues, 
seront  représentées  parles  transformées  d'une  équation  dif- 
férente de  l'équation  (6).  Dans  tous  les  cas,  la  surface  aux 
coordonnées  :r,  ^,  z,  sera  visiblement  de  même  espèce  que 
celle  aux  coordonnées  primitives  i,  yj,  ^.  Les  relations  de 
Tune  avec  l'autre  pourraient  être  déduites  du  théorème  qu'on 
vient  de  démontrer,  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  s'étendre  sur 
de  tels  développements. 
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Nous  terminerons  cette  note  par  l'explication  d'un  fait  qui 
pourrait  être  regardé  comme  contraire  à  l'analogie  que  nous 
avons  annoncé  exister  entre  le  mode  de  description  des  sur- 
faces du  second  ordre,  et  celui  de  Tellipse.  On  démontre 
aisément ,  dans  le  cas  d'axes  rectangulaires ,  et  lorsque  la 
somme  $*+>]*  est  constante,  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  Ç,  Y),  est  sur  la  normale  à  l'ellipse  menée  par  le  point 
décrivant.  La  même  chose  a  lieu ,  l'angle  des  a(ies  étant 
quelconque ,  mais  la  droite  mobile  de  longueur  constante  : 
en  ce  sens  seulement  que  ce  sont  les  perpendiculaires  aux 
axes  menées  aux  distances  S ,  >?  de  l'origine ,  qui  se  rencon- 
trent sur  la  normale.  Or  l'ellipsoïde  ne  possède  point  cette 
propriété,  si  ce  n'est  dans  un  cas  très-particulier,  où  Ton  a 

Cette  circonstance  tient  uniquement  à  ce  que,  dans  les  cas^ 
particuliers  qui  viennent  d'être  cités,  l'ellipse  coïncide,  par 
son  mode  même  de  description ,  avec  l'épicycloïdc  dite  rai- 
longée  ou  raccourcie  que  décrit  le  point  du  plan  d'un  cercle 
roulant  intérieurement  sur  une  circonférence  d'un  diamètre 
double,  concentrique  à  l'ellipse.  Un  peu  d'attention  suffira 
pour  se  rendre  compte  de  l'identité  des  deux  courbes.  Or, 
dès  que  la  droite  mobile  cesse  d'avoir  une  longueur  con- 
stante, rien  de  semblable  n'existe.  Le  fait  purement  acci- 
dentel, relatif  à  la  normale,  appartient  donc  réellement  aux 
propriétés  de  la  famille  des  épicycloïdes  bien  plus  qu'aux 
sections  coniques  en  général,  et  ne  peut  être  allégué  contre 
l'analogie  visible  de  la  description  des  surfaces  par  le  point 
d*un  plan  mobile ,  avec  celle  des  courbes  par  le  point  d'une 
droite. 
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NOTE 

8UR 

LE  FOLIUM  DE  DESCARTES. 

PAR  M.  MZDY, 

Ancien  professeur  des  collèges  royaux. 

i.    La  coarbe  {fig.  36)  dont  Téquation,  rapportée  à  de» 
skues  rectangulaires,  est 

jr^  —  3axjr-\.jc^z=0,  (1) 

est  connue  sous  le  nom  de  folium  de  Descartes.  Comme  on 
ne  sait  point  résoudre  cette  équation ,  celle-ci  ne  peut  faire 
connaître  directement  ni  la  nature  ni  la  forme  de  la  courbe. 

Pour  la  transformer  en  une  autre  plus  aisée  à  discuter, 
nous  remarquerons  qu'elle  resle  la  même  quand  on  y  change 
«z:*  en  y,  et  réciproquement.  La  courbe  qu'elle  représente  est 
donc  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  de  Tangle  formé 
par  les  axes  des  coordonnées.  Il  est  donc  facile  de  prévoir 
qu'en  prenant  cette  droite  et  celle  qui  lui  est  perpendiculaire 
À  Torigine  pour  nouveaux  axes,  la  discussion  sera  simplifiée. 

Les  formules  pour  passer  aux  axes  nouveaux  sont 

B'aiUeurs,  en  nommant  a'  la  portion  de  la  bissectrice  dont 
l^a  projection  sur  Taxe  des  x  est  a.  Ton  a 

_   a' 

''■"j/2' 
Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  j  remplaçons,  pour 
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3a' 
plus  de  simplicité ,  —  par  a\  et  supprimons  les  accents  y 

l'équation  réduite  sera 

y(a-4-3a:)+x^(j:  — tf)  =  0. 
Elle  donne 


•=-Vf 


i  +  Sx 

L'équation  mise  sous  cette  forme ,  on  voit  de  suite  (fig.  37) 
que  la  courbe  limitée  à  droite  à  l'abscisse  AB=a,  l'est  à 

gauche,  à  la  distance  AD  =  ~  a.,  par  l'asymptote  YV,  dODt 

l'équation  est 

^  -[-  3j:  =  0. 
L'équation  suivante 

déduite  de  l'équation  (3)  donnant  pour  m,  à  la  limite  x  =:  0  : 

fait  voir  que  les  bissectrices  GL ,  G'L'  touchent  les  deux 
branches  BMAU ,  BM'AU'  à  l'origine. 
2.  Comparons  cette  courbe  à  celle  dont  l'équation  est 


Vf    LL  —  JU 


Cette  seconde  courbe,  de  môme  forme  que  la  précédente, 
mais  dont  lasymptote  YV  [fig.  38)  est  éldgnée  de  l'axe  UV 
d'une  distance  HD=AD,  est  d'une  construction  géométrique 
facile.  En  effet,  si  l'on  mène  par  B  la  droite  arbitraire  BC, 
l'on  aura  toujours,  pour  tous  les  points  de  la  courbe, 
CA  =  CM.  Elle  est  aussi  le  lieu  des  sommets  des  hyperboles 
qui  y  ayant  le  foyer  commun  B,  ont  l'axe  AY  pour  asymptote 
commune.  C'est  ce  que  Ton  vériGerait  en  cherchant  direcle- 
ment  le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  l'une  ou  à  l'autre  con- 
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cUtkHi.  II  serait  curieux  de  chercher  si  la  première  courbe 
jooit  de  quelques  propriétés  analogues. 

La  comparaison  des  Tormules  (3)  et  (4)  Tait  Toir  qu'entre  les 
points  A  et  B,  la  première  courbe  est  plus  près  de  l'axe  des 
Jc  que  la  seconde,  et  qu'entre  Aet  D,  elle  s'en  éloigne  au 
contraire  davantage  ;  de  sorte  que  si  les  deux  courbes  étaient 
constmites  sur  la  même  droite  AB  ^  la  première  serait  com- 
plèlrament  enveloppée  par  la  seconde. 

3.  Un  point  essentiel  à  déterminer,  si  l'on  construit  les 
deux  courbes ,  est  celui  M  ,  oii ,  sur  la  partie  fermée ,  située 
à  droite  de  Taxe  des  y^  l'ordonnée  est  ua  maximum.  Nous 
croyons  que  les  élèves  n'attachent  pas  en  général  assez  d'im- 
portance aux  constructions  géométriques.   Ce  n'est  que  par 
elles  néanmoins  que  dans  beaucoup  de  cas  on  peut  se  faire 
une  idée  bien  nette  de  la  forme  et  de  l'étendue  de  la  courbe 
que  l'on  discute.  Nous  les  considérons  d'ailleurs  comme  un 
eierdce  extrêmement  utile  pour  les  élèves ,  et  très-propre 
à  exercer  leur  sagacité.  Elles  nous  semblent  donc  préféra- 
bles sous  ce  rapport  aux  résultats  déduits  du  calcul^  et  c'est 
par  ce  motif  que  nous  allons  »    pour  chacune  des  deux 
courbes  considérées,  indiquer  la  construction  précise  du. 
point  que  nous  venons  de  désigner. 
La  dérivée  de  l'équation 

y  (x  -4-  a)  4-  :c'  (^—  «)  =  0     ^, 
de  la  seconde  courbe ,  prise  par  rapport  à  x  etégalée  à  zéro  » 
donnera  les  points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle 
aux  x^  et  dont  l'ordonnée  sera  dans  le  cas  actuel  un 
maximum. 

Or  cette  équation  réduite  est 

or'  +  ax  — a'=0. 
Xiila  résolvant,  on  a 


Pour  construire  à  la  fois  l'abscisse  et  Tordonnée  du  point  ^ 

faisons  AK  =    AB  ;  prenons  AH  =  AB  ;  décrivons  du  oen- 

tre  K  la  circonférence  KH ,  coupant  Taxe  des  x  en  P  et  F. 
Le  point  cherché  M  sera  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  P 
sur  AX,  et  sur  la  droite  BN  menée  de  B  à  Textrémité  N  de 
la  corde  AN  =  AP.  Quant  au  point  P',  on  voit  qu'il  est  hors 
des  limites  de  la  courbe ,  ou  que  l'ordonnée  correspondante  à 
Tabscisse  AP'  est  imaginaire. 
4.  Si  Ton  fait  le  calcul  analogue  pour  Téquation 

y  (a+3x)+jc*  (x  —  a)  =  0 

de  la  première  courbe,  l'on  trouvera,  pour  la  condition- 
cherchée , 

3jc'  — a'=:0; 
d'où 

Construction.  Sur  HB  {fig,  37) ,  comme  diamètre,  décri-* 
vez  une  circonférence  -,  faites  AE  =  HD  =  --  AB  ;  élevez  la 

a 
perpendiculaire  EH  sur  AB.  Alors  la  corde  AH  =—r-.  Or 

cette  corde  est  plus  grande  que  A£  et  aussi  que  AO  =  HO. 
Donc  la  circonférence  AH  coupera  le  prolongement  de  HO 
en  P  et  celui  de  AO  en  F.  Le  point  F  est  hors  des  limites  de 
la  courbe.  Le  point  P  est  le  seul  auquel  correspondent  les 
points  cherches. 

Construisons  l'ordonnée  du  même  point.  L'équation  (3) 
donne 

t'        a  -\-  3ji' 
Faisons  AQ--3APi  surBQ,  comme  diamctrc,  décrivons 
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une  demi-drcoDférence  rencontrée  par  la  perpendicokire  au 
point  P  sur  HX  en  Z ,  et  après  avoir  pris  QP''=  HP  ,  la  pa- 
rallèle F'M"  à  BZ  sera  l'ordonnée  cherchée.  La  même  con- 
struction s'appliquant  à  une  abscisse  quelconque,  on  pourra 
donc  déterminer  autant  de  points  de  la  courbe  que  Ton 
voudra. 

La  transformation  dont  nous  avons  fait  usage  pour  discu- 
ter la  courbe  de  Descartes  doit  être  remarquée  à  cause  de  sa 
(prande  utilité  pratique.  Elle  nous  semble  préférable ,  lors- 
qu'elle rend  possible  la  résolution  directe  de  l'équation  pri- 
mitive ,  à  la  méthode  des  coordonnées  polaires,  plus  facile  en 
apparence ,  mais  qui ,  en  général ,  dans  les  courbes  de  forme 
compliquée ,  est  peu  propre  à  indiquer  d'une  manière  précise 
leur  limite  exacte,  le  sens  de  leur  courbure  et  la  position  des 
asymptotes,  lorsqu'il  en  existe. 

Dans  le  folium  de  Descartes ,  par  exemple ,  si  on  passe  de 
Inéquation  primitive 

à  l'équation  aux  coordonnées  polaires ,  au  moyen  des  for- 
mules connues 

^  =  psinw,  jr  =  pcosw, 

l'on  trouve 

3âsin&>  cos&> 


Or ,  en  posant 

on  en  tire 
Par  suite , 


sin^w -H  cos'w  * 
sin^6>  +  cos'w  =  0 , 

SiQA)=r  — COSw. 

3a  sin'o» 


d'où  Ton  doit  conclure  seulement  que  la  courbe  considérée 


peut  avoir  une  asymptote  parallèle  à  la  bissectrice  ZAZ' 
i/ig»  36)  de  l'angle  YAX'.  Mais  ce  résultat  ne  fait  coonaitre  ni 
Texistence  réelle  de  cette  asymptote ,  ni  sa  distance  à  la 
bissectrice. 

Je  dis  son  existence  réelle  :  en  effet,  il  pourrait  se  Eure, 
dans  de  certains  cas ,  que ,  malgré  une  indication  de  ce  genre, 
il  n'y  en  eût  aucune. 

Car  soit»  par  exemple ,  Téquation 

discutée  dans  les  Annales^  t.  II ,  p.  232  ;  son  équation  po- 
laire est 


Quand  ?  =  ~  ,  on  a 


^        C0S*<p  * 


h-. 


et  cependant  la  courbe  n*a  pas  d'asymptote ,  ou  celle-ci  est  à 
une  distance  infinie  de  Taxe  des^,  ce  qui,  an  fond ,  est  la 
même  chose. 

6.  L'auteur,  d'ailleurs  plein  de  mérite ,  de  l'article  inséré 
dans  le  même  tome  des  Annales ,  p.  314 ,  a  été  induit  en  er- 
reur par  une  discussion  de  ce  genre.  C'est  ce  que  je  vais  mon- 
trer par  la  discussion  directe  de  l'équation  à  laquelle  il  est 
parvenu. 

Cette  équation  est 

yz—j^^yx+yx'-\y+x'^xy^0.        (1) 

Elle  donne  la  solution  d'un  problème  très-intéressant  pro- 
posé par  M.  Breton  de  Champ.  Elle  est,  dans  une  suite  de  pa- 
raUélogrammes  ACBM,  A'C'fi'M  ....  etc.  (fig.  39),  qui  ont 
un  angle  commun  M ,  et  dont  les  côtés  adjacents  varient  en 
conservant  une  différence  constante ,  le  lieu  des  pieds  des 
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.perpendiculaires  abaissées  des  sommets  C,  G' ....  etc.,  sur  les 
diagonales  opposées  et  correspondantes. 

L'anteur  a  été  amené  par  son  calcul  à  prendre  pour  ori- 
gine le  point  O  de  la  bissectrice  de  l'angle  AMG,  ou  Yont 
conconrir,  par  une  propriété  fort  remarquable,  toutes  les 
perpendiculaires  considérées  et ,  pour  axes  des  coordonnées, 
les  droites  OX ,  (Xj[,  parallèles  aux  côtés  de  cet  angle. 

L'équation  (1) ,  étant  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
deux  variables,  ne  peut  être  résolue  directement.  L'auteur 
de  l'article  la  discute  par  les  coordonnées  polaires.  Mais  la 
composition  de  cette  équation ,  comme  la  nature  même  de  la 
question,  indique  suffisamment  que  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  YOX  II  est  donc  na- 
turel alors  de  prendre  cette  droite  OX'  et  sa  perpendiculaire 
OY'  pour  axes  coordonnés  ;  et  c*est  à  ces  axes  nouveaux  que 
nous  allons  la  rapporter. 

Les  formules  d'où  dépend  cette  transformation  sont 

li'équation  transformée  est ,  par  suite , 

y  (2  V^x-^i)  +  2  y^x^—  3x*  =  0.  (2) 


Slle  donne 


->/ 


3  — 2V/2x 


(3) 


21/2  or— t' 

et  devient ,  sous  cette  forme ,  facile  à  discuter. 
Les  valeurs  de  x  qui  satisfont  aux  équaticms  particulières 

21/2  j:— 1=0, 

3  -21/2  .r  =  0, 

1  3 

étant x  =  - 1/2  pour  Ja  première,    et  jc"  =  -l/2  pour  la 
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seconde,  il  sait  de  l'équation  (3)  que  les  abscisses  auxquelles 
correspondent  des  ordonnées  réelles  seront  toutes  comprise^ 
entre  les  valeurs  od  et  x*\ 

Pour  interpréter  ces  résultats ,  il  faut  se  rappeler  que  l'é- 
quation (1)  a  été  obtenue  en  prenant  le  côté  du  carré  MPOQ 
pour  unité.  Alors  si  on  considère  le  carré  inscrit  mpq^p\ 
formé  en  joignant  les  points  milieux  des  côtés  du  premier,  Ton 

t  3 

aura  OR  =  - 1/'2 ,  OS  =  j  v^  2.  La  courbe  sera  donc  entiè- 

rement  renfermée  entre  les  parallèles /?'^',/?j  à  Taxe  OY';  et 
si  Ton  fait  croître  x  depuis  x^  jusqu'à  x^\  l'ordonnée  posi- 
tive correspondante  décroîtra  d'une  manière  continue  depuis 
rinfini  jusqu'à  zéro. 

La  première  de  ces  parallèles ,  et  non  point  Taxe  OY',  sera 
donc  une  asymptote  de  la  courbe ,  et  la  seconde  une  tangente* 

Ces  conséquences  se  trouvent  vérifiées  par  la  valeur  du 

coefficient  angulaire  de  la  tangente,  qui  est 

Sjc'— 6i/2jr+3 

tang9  =  q: ,  (*) 

(21/2  Jc  —  1  )  V/(2K2  jc  —  1)  (3  —  21/ 2  :r) 

Le  numérateur  a  ses  racines  imaginaires  et  ne  peut  en  con- 
séquence devenir  ni  nul,  ni  négatif.  Donc,  en  adoptant  le 
signe  supérieur  qui  convient  à  la  partie  SPU  de  la  courbe, 
ce  coefficient  est  constamment  négatif ,  ou  l'angle  que  fait  la 
tangente  avec  OSX'  est  toujours  obtus. 

Pour  x  =  jf'=  a:"  la  valeur  de  tang<p  devient  infinie.  Ce 
qui  prouve  de  nouveau  que  p^  est  une  asymptote ,  et  sa  pa- 
rallèle pq  une  tangente  au  sommet.  De  S  à  U  la  courbe 
change  donc  le  sens  de  sa  courbure.  Ainsi  il  y  a  un  point  d'in- 
flexion entre  ces  deux  points.  Pour  le  trouver,  cherchons  la 
condition  qui  rend  tang^  un  maximum  ou  un  minimum.  Elle 
sera  exprimée  par  l'équation 

—  12^4-6|/2  =  0, 
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qui  donne 

f  2 

d'où  il  Taut  conclure  que  P  et  Q  sont  les  deux  points  d'in- 
flexion cherchés. 
Cette  hypothèse ,  introduite  dans  (4) ,  donne 
tang(p  =  dbl  ; 

d'o^  il  suit  que  les  côtés  MA  et  MB  ou  MG  de  Tangle  inva- 
riable des  parallélogrammes  sont  tangents  à  la  courbe. 

L'enveloppe  des  diagonales  successives  BA,  FA' ....  etc., 
est,  comme  Tindique  Tauteur ,  une  parabole.  Son  équation , 
rapportée  aux  droites  MB ,  MA ,  prises  pour  axes  des  x  et 

dfs^,  est 

.r»+y+  ^xjr  +  2  (j:  —jr)  +  1=0.  (5) 

Si  on  y  fait  successivement  jt  =  0 ,  ^  =  0 ,  Ton  trouve 

(^-ir  =  0,  {x+ir  =  0; 

ce  qui  montre  que  les  droites  MP,  MQ  sont  des  tangentes;  et 
comme  elles  sont  rectangulaires,  il  s'ensuit  que  la  droite 
Diy ,  parallèle  à  PQ^  est  la  directrice  de  cette  parabole  ;  qu'en 
conséquence  le  point  I  en  est  le  ftiyer,  et  S  le  sommet.  Les 
trois  points  P,  S  ,  Q  sont  donc  des  points  communs  aux  deux 
courbes,  où  elles  ont  une  tangente  commune  et  où  par  con- 
séquent elles  se  touchent  elles-mêmes.  Elles  diffèrent  dans 
tous  les  autres  points. 

Note,  1 .  Le  folium  de  Descartes  est  une  courbe  du  troi- 
sième degré  de  première  espèce ,  ayant  une  asymptote  recti- 
ligne  du  genre  hyperbolique  ordinaire  {Introd.  inAnalys.^ 
Hb.  II ,  cap.  ix).  On  trouve  de  suite  cette  asymptote,  en  ap- 
pliquant à  l'équation  (1)  la  méthode  d'Euler  exposée  par 
M.  le  professeur  Yannson  (t.  II,  p.  398)  ;  le  marquis  de 
L'Hospital  construit  M  partie  iuGnie  de  cette  courbe  avec  son 
asymptote  {Analyse  des  inf.  petits ,  sect.  i ,  p.  15  ,  et  sect.  x , 
p.  166,  deuxième  édition ,  1715). 
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Bernoulli  (Jean)  procède  ainsi  ponr  carrer  la  courbe  (  Optra 
omnia^  t.  III ,  p.  405  ).  Dans  Téquation  (3)  faisons  a — x=z*  ; 

on  en  tire 

2z\z*—a)dz       2z*(z' — a)dz 

xdjt  =5  — ^  =  — ^        ^  ■ .  • 

ce  qni  donne  immédiatement 

^=:C  — ^z5(4a  — 3z'r  =C  — i(a  — x)'(a— Sar)'  ; 

l'intégrale  est  nulle  pôtir  or  =  0  ;  donc  C  =  -  a"  ;  ainri  Taire 

6 

est  exprimée  par  -  f^*—  (^—  ^V  (*  +  3j:)*  j;  faisant :ts=a, 

on  trouve ,  pour  l'aire  du  demi-folium,  -a*  ;  faisant  ensuite 

6 

j:  =  —  -  a,-  la  demi -aire  asymptotique  est  équivalente  à  -  a*  ; 
3  o 


V' 


=VI 


l'ordonnée  maxima  est  ^  =  a  \/  -  .   Donc  le  carré  de 

cette  ordonnée  est  équivalent  à  Taire  totale  du  fditun  ou 
bien  à  Taire  totale  asymptotique. 

On  a  encore  id  Tcxemple  d*une  aire  fermée  carrabte;  mais 
elle  est  dans  l'exception  indiquée  par  Nevrton.  (Fmri.  II , 
p.  351.) 

Tous  les  foliums  construits  dans  le  même  angle  des  aies 
sont  semblables.  II  reste  à  trouver  dans  quel  cas  une  équa- 
tion générale  du  troisième  degré  représente  un  foIimn.Cf'otr 
Mémoire  de  Nicole,  Acad.  des  Sciences,  1729.) 

2.  La  partie  fermée  de  la  courbe,  ressemblant  à  une  fo- 
liole ,  a  donné  son  nom  à  la  courbe.  J'ignore  pourquoi  celte 
courbe  est  attribuée  à  Descartes  :  il  n'en  est  point  question 
dans  sa  géométrie.  Elle  est  probablement  dans  les  lettres,*  ce 
que  je  n'ose  pourtant  garantir,  car  je  n'ai  à  ma  disposition 
que  Tédition  de  M.  Cousin ,  qui  n'a  point  de  table  de  matières, 
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lacune  déplorable.  Il  est  vrai  que  dans  le  troisième  livre  de 
la  Géométrie ,  Descartes  construit  une  courbe  du  troisième 
degré,  dont  l'équation  a  quelque  analogie  avec  celle  du  fo- 
lium.  Yoici  la  génération  de  cette  courbe  :  une  parabole  don- 
née se  meut  parallèlement  à  son  axe  ;  d'un  point  donné  sur 
cet  axe ,  on  dirige  des  rayons  vers  nn  point  fixe  situé  dans  le 
plan  de  la  parabole  ;  le  lien  d'intersection  de  ce  rayon  avec  la 
parabole  est  une  ligne  du  troisième  degré  »  dont  Descartes  fait 
usage  pour  construire  les  racines  de  l'équation  du  sixième 
degré ,  en  combinant  cette  courbé  avec  un  cercle. 

3.  Les  équations  polaires  peuvent  servir  à  déterminer  les 
asymptotes  avec  autant  de  certitude  et ,  en  certains  cas,  avec 
plus  de  facilité  que  les  équations  à  coordonnées  ordinaires. 
Dans  les  uns  et  les  autres  y  il  faut  toujours  deux  conditions  •. 
la  direction  de  Tasymptote ,  et  sa  distance  à  un  point  connu , 
et  il  est  naturel  de  choisir  le  pôle.  L'expression  de  cette  dis- 
tance est  dans  les  ouvrages  élémentaires ,  et  peut  se  conclure, 
sans  difBculté,  de  la  formule  de  M.  Rispal  (t.  II,  p.  511). 
Mais  une  ligne  peut  avoir  des  points  isolés  multiples  situés  à 
l'infini  ;  la  droite  qui  passe  par  ce  point  a  alors  une  direction 
déterminée  et  devient  une  asymptote,  quoique  la  courbe  n'ait 
que  des  branches  finies  ;  ce  qui  explique  le  fait ,  en  apparence 
paradoxal,  signalé  par  M.  le  professeur  Yannson  (t.  II, 
p.  402).  Nous  reviendrons  sur  ce  point  d'analyse  appliquée , 
et  sur  une  propriété  générale  des  surfaces  et  des  courbes  al- 
gébriques ,  peut-être  non  encore  remarquée.  Tm. 
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DÉMONSTRATION  DE  THÉORÈMES 

sur  les  courbes  du  second  degré , 

PAa  M.  aoovsT, 

professeur  de  matbémâUqQes. 


Hexagone  de  Pascal.  Lorsqu'on  prolonge  deuso  à  deux  les^cMs 
opposés  d*un  hexagone  inscrit  à  une  courbe  du  second  degré  ^ 
les  trois  points  de  concours  sont  en  ligne  droite. 

Soit^— -^ïj:  —  6  =  0  et  y^cùx  —  6'=:0  leséquations 
des  droites  Afi^DG  (/Sjf.  40),  si  l'on  multiplie  par  ordre 
ces  deux  équations ,  on  aura  une  équation  du  second  degré 

(1)  y+Ba:^-4-Gr'  +  D^+Ej:+F=0 

qui  sera  réquation  des  deux  droites  AB  et  CD. 
On  aura  une  équation  de  la  même  forme 

(2)  r'  +  B':rr+CV  +  Dy+E'a:  +  F'=0 
pour  les  droites  AF,DE. 

Soit(3)  j^'  +  B'V  +  C'V4-DV+E"x+F"r=o  réqoa- 
tion  de  la  courbe 
L'axe  des^  passant  par  les  points  A  et  D ,  on  a 

D  =  D'=D"et  F  =  F'=F"î 
en  effet ,  si  Ton  suppose  jr=0  dans  chacune  des  trois  équa 
tions  ,  on  obtiendra  trois  équations  en  y 

j^'+D^  +  F  =  0, 

r^+Dy+F=o, 

qui  auront  toutes  trois  pour  racines  OD  et  OA. 
Si  Ton  soustrait  Tune  de  l'autre  les  équations  (3)  et  (1), 
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00  aura  une  équation  qui  sera  satisfaite  par  les  valeurs  des 
coordonnées  des  points  A,  D,  G  et  B ,  et  qui  sera 

x[(B— B>  +  (C— C"):r  +  E— E"]=Oî 

elle  se  décompose  en 

x  =  Oet(B— B'V4-(C— CV+E— E"  =  0.  (4) 

Cette  dernière  est  Téquation  de  la  droite  CB ,  puisqu'elle  est 
du  premier  degré  et  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées 
des  points  G  et  B. 

Soustrayant  de  même  Téquation  (3)  de  (2),  on  aura 
a:[{V  -  B'>+  (C  ^C')x  +F  -  E"]  =  0 , 
qui  se  décompose  en 

a7  =  0et(B'— B'V+^C'  — C'>+E'— E"=0.  (5) 

Cette  dernière  est  Féquation  de  FE. 

Les  valeurs  des  coordonnées  du  point  de  concours  des 
droites  GB  et  FE  doivent  donc  satisfaire  à  Téquation  : 

(B— BV+(G— G')x+E— F  =  0,  (6) 

(|u'on  obtient  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  (5) 
st  (4).  Mais  si  Ton  soustrait  Tune  de  l'autre  les  équations  (1) 
H  (2),  on  obtient  pour  équation  : 

x[(B— B')y  +  (C-G>+E— F]=0, 
lui  se  décompose  en  x=  0,  et 

(B-BV-f  (C— C)a:+E  — E=0. 

^tte  dernière  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs  des  coor- 
données du  point  de  rencontre  des  droites  AB  et  ED,  et  aussi 
par  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
droites  AF  et  CD.  Elle  est  donc  l'équation  de  la  droite  qui 
loint  ces  deux  points  de  rencontre.  Or  elle  n'est  autre  que 
l'équation  (6). 

Par  conséquent ,  les  trois  points  de  concours  sont  en  ligue 
droite. 

Ann.  de  Mathkm.  m.  -^ 
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Hexagone  de  Brianchon.  Le$  trais  diagonaleê  qui  joignent  les 
sommets  des  angles  opposés  d*un  hexagone  circonscrit  à  une 
courbe  du  second  degré  ^  se  coupent  au  même  point. 

Si  du  point  A  {fig .  4 1  )  on  mène  une  sécante  à  la  courbe,  et  que 
par  les  points  de  rencontre  on  mène  des  tangentes  à  la  courbo, 
ces  tangentes  se  couperont  en  un  point  de  la  corde  des  con- 
tacts des  côtés  AB ,  AF.  Il  en  sera  de  même  pour  le  point  D. 
Par  conséquent,  si  par  les  points  do  rencontre  de   AD  avec^: 
la  courbe  on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe,  ces  tangente^ 
se  couperont  en  un  point  situé  à  la  fois  sur  la  corde  des  con — 
tacts  des  tangentes  AB,  AF,  et  sur  la  corde  des  contacts  de-  ^ 
tangentes  DG»  DE  ;  ce  point  sera  donc  le  point  de  conconr-^s 
de  deux  côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit  à  la  courbe  C3 1 
formé  en  joignant,  deux  à  deux,  chaque  point  de  contact  a^u 
suivant.    La  diagonale  B£  sera  pareillement  dirigée  suivan/ 
la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes  menées  à  b  courbe 
par  le  point  de  concours  de  deux  autres  côtés  opposés  de 
Thexagone  inscrit.  Enfin  la  diagonale  GF  sera  dirigée  sui- 
vant la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes  menées  do 
point  de  concours  des  côtés  formant  le  troisième  couple  de 
côtés  opposés  de  rhexagone  inscrit.   Les  trois  diagonales  se 
confondent  donc  avec  les  cordes  de  contact  des  trois  couples 
de  tangentes  menées  de  trois  points  situés  en  ligne  droite.  Or, 
on  sait  que  si  de  différents  points  d'une  droite  on  mène  des 
tangentes  à  une  courbe  du  second  degré ,  les  cordes  de  oon- 
tact  passent  toutes  par  un  même  point  ^  par  conséquoit,  le 
diagonales  de  Thcxagone  circonscrit  doivent  se  couper  a 
même  point. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN, 

RÉSOLUES 

PAR  M.  Guiumr, 

Anoieii  èlé?e  de  TEcole  normale ,  professeur  de  iB&chématiqaes. 


PREMIÈRE  QUESTION. 

De  combien  de  manières  le  premier  membre  d'une  équa- 
tion du  degré  2m  peut-il  se  décomposer  en  facteurs  du 
second  degré? 

Désignons,  pour  abréger,  para,  6,  c,.,.hykj,  les  â/» fac- 
teurs binômes .  X — a,  X — (3,  etc.,  correspondant  aux  di- 
verses racines,  réelles  ou  imaginaires,  de  Téquation. 

Précisons  la  question  :  Combien  peut-on  écrire  de  listes 
tle  facteurs  du  deuxième  degré,  telles  que  le  produit  des  fac 
teurs  de  chaque  liste  smt  égal  au  premier  membre  de  Féqua- 
tlOD  proposée?  Deux  listes  différant  au  moins  par  un  fac- 
teur. 

Pour  former  ces  listes ,  on  peut  procéder  comme  suit  : 

Je  prends  le  facteur  a ,  que  je  multiplie  par  b.  Réservant 
d'abord  le  produit  a6,  je  suppose  qu'on  ait  résolu  le  pro- 
blème proposé  pour  le  produit  des  2ira  —  2  facteurs  restants , 
et  obtenu  toutes  les  décompositions  différentes  qu'il  demande  ; 
9oU  P'sm— 2  le  nombre  de  ces  décompositions.  A  chacune  des 
listes  obtenues ,  je  joins  le  produit  réservé  ab ,  et  j'ai  une 
première  série  de  F'sm  —  2  décompositions  différentes  du  pro- 
duit des  2/72  facteurs  proposés. 

Je  joins  ensuite  au  facteur  a  un  facteur  c  autre  que  b  ;  je 
réserve  ce  produit  ;  je  forme  toutes  les  listes  différentes  de 
facteurs  du  deuxième  degré  des  2m  —  2  facteurs  restants  4 
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j'en  ai  encore  P'^am-  2  ;  à  chacune  je  joins  ac^  et  j'ai  une  nou- 
velle série  de  lisles  de  produits  de  2/7i  facteurs,  lesquelles 
sont  différentes  des  premières .  Je  joindrai  ainsi  successive- 
ment le  facteur  a  à  chacun  des  2/ro —  1  facteurs  restants , 
et  chaque  fois  j'aurai  P"2m- 2  listes.  Gela  fait,  je  les  aurai 
évidemment  toutes  \  car  dans  Tune  quelconque  des  listes  de- 
mandées, /z  doit  être  joint  àTun  des  2m  ~  1  autres  facteurs^ 
et  se  trouver  absent  des  autres  produits  du  deuxième  degré. 
Do  là  résulte  évidemment  la  formule 

P"2m=P"2«-2X(2/w-1). 
£n  changeant  successivement 

m  en  m — 1,  m  —  2, m — {m — I), 

et  multipliant  les  égalités  résultantes,  on  obtient  la  formule  \ 
P"2m=  1.3.5.7....  (2//1  — 1) 

Corollaire.  Ëlant  donné  un  |(K)lynôme  entier  de  degré  im- 
pair (2w  +  l),  de  combien  de  manières  peut-on  le  décompo- 
ser en  uu  produit  de  facteurs  du  deuxième  degré ,  multiplié 
par  un  facteur  du  premier?  Soient  a,  &,  c  ....  ^,  A:,  /,  n,  le» 
facteurs  du  premier  degré.  On  laissera  d'obord  n  de  côté;  on 
formera  toutes  les  listes  de  facteurs  du  deuxième  degré  rela- 
tives aux  2m  facteurs  restants ,  lesquelles  seront  au  nombre 
de  P'2m=  1.3.5.7...  (2m -1). 

En  joignant  à  chaque  décomposition  le  facteur  réservé  /<, 
on  aura  une  série  de  décompositions  relatives  à  la  question 
actuelle.  En  isolant  d'abord  successivement  chacun  des 
2m-|-i  facteurs,  on  aufa  autant  de  séries  différentes.  Le 
nombre  des  listes  est  donc  1.3.5.7....  (2m  — l)  (2m-|.-l). 

Deuxième  question. 

I 
De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  produit 

de  3  m  facteurs  a,  ^,  c, ....  c,  à,  A  en  facteurs  bu  diviseurs 
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da  troisième  degré?  Cette  question  est  analogue  à  la  précé- 
dente. 

Je  mets  à  part  le  facteur  ^ ,  et  je  forme  toutes  les  combi- 
naisons des  3m  — 1  facteurs  restants  pris  2  à  2;  il  y  en  a 

(3/y»— l)(3m— 2) 
1.2. 

Je  multiplie  a  par  Tun  de  ces  produits  de  deux  facteurs, 
hc  par  exemple  ;  réservant  le  produit  abc  ainsi  obtenu  ,  je 
forme  toutes  les  décompositions  indiquées  par  la  question 
appliquée  au  produit  des  3  /n  —  3  facteurs,  autres  que  a^b^c; 
soit  F"8,„_8  le  nombre  des  listes  obtenues.  A  chacune  d'elles 
j'ajoute  le  produit  ahc^  et  j'ai  ainsi  une  liste  de  diviseurs  du 
troisième  degré  dont  le  produit  est  celui  des  3m  facteurs 
donnés.  Ayant  fait  cela  pour  les  P'^j^^g  listes,  j'ai  un  nombro 
égal  de  décompositions  du  produit  donne. 

Je  multiplie  a  par  une  autre  combinaison  des  facteurs 
restants,  bd  par  exemple;  j'opère  comme  précédemment  sur 
les  3m~3  facteurs  restants  ;  puis  joignant  à  chaque  décom- 
position du  produit  de  ces  3//£—  3  facteurs  le  produit  abd, 
j'obtiens  une  série  de  1^'^^^^  décompositions  relatives  au  pro- 
duit proposé  de  3  m  facteurs  ^  ces  dernières  listes  sont  diffé- 
rentes des  premières,  puisque  dans  le  diviseur  qui  contient 
a  dans  chacune ,  ce  facteur  est  constamment  joint  à  bc  dans 
les  premières  et  à  bd  dans  les  dernières.  Quand  on  aura  fait 
usage,  de  la  même  manière,  de  toutes  les  combinaisons  de 
deux  facteurs  autres  que  a,  on  aura  toutes  les  décomposi 
lions  possibles.  Dans  chaque  liste  eu  effet,  a  doit  accompa- 
gner une  combinaison  de  deux  des  facteurs  restants,  et  être 
absent  des  autres  produits.  On  a  évidemment 

p,.     _p.,         (3//i-l)  (3m~2) 

*      3»  —  ■*      3m— 8  I   fc)  ' 
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Remplaçant  Miccessi  vement  m  fMir  m-^l  ,m^â) . .  .m--.(m^l) 
et  multipliant  tontes  leségalités  obtenues  membres  à  meiriires 
on  trouve 

P"'tm=  j^6. 2.4.6.7.8 (3m~2)(3/ii-l)Y 

On  obtiendrait  exactement  delà  même  manière,  le  nombre 
desdécompositionsd'un  produit  de  focteursdu  premier  degrés 
en  diviseurs  d'un  degré  quelconque,  si  Ton  suppose  le  degré 
du  prodmt  multiple  de  celui  d'un  diviseur. 

Exemple  :  calculer  ^\ 

Soit  C^i  le  nombre  des  combinaisons  ées  pm-^t  fàc- 
teursautre  que4(,  pris/r  — 1  à 7^— i.  On  aura  la fdmmle 

-P5m=P?m-P*^p-i-  ^'^*^  ^'^  déduira  la  valeur  de  !^  par  la 
méthode  indiquée. 

Troisième  question  . 

Si  on  demande  le  nombre  de  décompositions  en  diviseurs 
du  degré  p  accompagnés  d'un  seul  diviseur  du  degré  jr,  pow^ 
un  produit  de /im +9  facteurs  du  premier  degré  {q<p)\  il 
suflBra  évidemment  de  trouver  le  nombre  de  décompositions 
en  facteurs  du  degré  p  pour  un  produit  depm  facteurs  et  de 
multiplier  le  nombre  I^^  obtenu  par  celui  des  combinaisons; 
à  ^  de  tous  les  facteurs  du  produit  proposé  Aepm+q  facteurs. 

En  effet  chacune  des  listes  demandées  s'obtient  en  metlaot 
à  part  q  des  facteurs  proposés,  et  y  joignant  ensuite  chacune 
desdécompositions,  en  facteurs  du  degré /7,  du  produit  des/wn 
facteurs  restants. 

Pendant  que  je  m'occupe  de  combinaisons,  je  crois  utile  de 
mettre  ici  une  solution  plus  simple  du  problème  des  mots 
(tome  I«f,  page  14). 

Quatrième  question. 

Je  reproduis  l'énoncé.  Déterminer  le  nombre  des  mots 
que  Ton  peut  former  avec  19  consonnes  et  5  voyelles, 
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cbaqufi  imC  éUot  eoiopoié  de  3  ixNMonms  el  de  S^  voyelles^ 
eiiexdiiant  1009  les  mots  renfermant  trois  consonnes  de  suite. 

Je  vais  d'abord  former  sans  exclusion ,  tous  les  mots  de  3 
coitfOQiies  et  2  voyelles. 

Pour  que  deux  mots  soient  identiques,  il  faut,  V  que 
toutes  les  lettres  soient  les  mêmes  dans  les  deux  ;  9^  qu'abs- 
traction faite  des  consonnes,  les  voyelles  y  occupent  la  môme 
posîtioD  relative,  c'est-à-dire,  offinent  le  même  arrafigement  : 
3"*  que  les  vo|«lles  effacées ,  il  em  soit  ainsi  des  consonnes  ; 
4""  que  ces  trois  conditions  remplies  ,  la  même  lettre  ait  la 

mêttie  i^ace  dans  les  deux  uM^ts  O' 

CSela  posé  je  fonne  les  arrangements  complets  des  19  con- 
sonnes 3  à  3  ;  il  y  en  a  19^;  id.  des  5  voyelles  2  à  2  ;  il  y  en  a  5\. 
Je  prends  Tun  des  premiers  bcd;  Tun  des  seconds  ae^  et  je 
forme  tous  les  mots  dans  lesquels  les  3  consoaaes  b,  (?,^  of- 
frent, abstraction  faite  des  voyelles  ^  rarraugemeat  bcd^  ol 
les  voyelles  semblablement,  l'arrangement  précité.  Pour  le 
faire  avec  ordre  et  sûrement^  je  forme  les  combinaisons  des 
5  numéros  de  places  1 ,2,3,4,5  pris  2  à  2  ;  j'écris  les  numéros 
de  chaque  combinaison  dans  Tordre  de  leurs  grandeurs  ;  à 
cùté  de  chacune  j'écris  la  combinaison  des  3  numéros  res- 
tants, aussi  par  ordre  de  grandeui^.  On  obtient  le  tableau 
ci-contre  : 

1.2  3.4.5  Chaque  combinaison  de  2 numéros,  et  sa 

14  2  3  5  correspondante  de  3  me  servent  à  former 
1.5  2.3.4  '  un  mot  avec  les  consonnes  et  les  voyelles 
o'î  î  't* t  choisies.  Le  1*'  chiffre  de  la  combinaison  de 
2.5  1.3.4        2  numéros  indique  la  place  de  a^  le  2'' celle 

3.4  1 .2.5        (Je  g^  Le  i«f  chiffre  de  la  correspondante  de 

3.5  1.2.4  ^ 

4.5  1.2.3        ^  indique  la  place  de  b,  le  2«  celle  de  c,  le 

3*  celle  de^dans  l'ordre  de  l'arrangement. 

C)  Cette  condition  est  sufiisante  à  elle  seule,  et  comprend  imflicitemeBl  les 
Irois  autres  ;  on  verra  pourquoi  j'ai  cependant  énoncé  celles-ci. 
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Exemples  :  les  6^^*  combinaisons  donnent  le  mol  baced. 

6X4 
Nous  avons  ainsi  -— -  ou  10  mots,  pour  lesquels  les  3  pre- 

mières  conditions  sont  remplies,  mais  la  quatrième  ne  Test 
pas.  Ces  mots  sont  donc  différents,  et  ce  sont  les  seuls  qui 
puissent  satisfaire  à  ces  3  premières  conditions  lorsqu'on  fait 
usage  des  arrangements  adoptés.  Avec  le  même  arrangement 
ae  j'emploie  un  antre  arrangement  quelconque  de  consonnes. 
En  opérant  de  même  j'aurai  10  mots  différents  entre  eux  à 
cause  de  (4*")  non  remplie  ;  et  différents  des  précédentes  d'après 
la  condition  V  non  remplie,  si  les  consonnes  sont  les  mêmes 
que  dans  l'arrangement  bcd^  ou  d'après  1**  ià, ,  s'il  n'en  est 
pas  ainsi. 

Employant  ainsi,  avec  le  même  arrangement  ae  de  voyelles, 
tous  les  arrangements  complets  de  consonnes,  j'obtiens  des 

5X4 
mots  différents  au  nombre  de  — —  x  19^ 

Prenant  au  lieu  de  ae,  un  autre  arrangement  de  voyelles, 
et  opérant  comme  avec  ae^  j'aurai  un  nombre  égal  de  mots 
différant  entre  eux  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  des  pré- 
cédents d'après  2**  ou  i\ 

Et  ainsi  de  suite  après  avoir  employé  tous  les  arrange- 
ments complets  de  2  voyelles,  nous  aurons  des  mots  au  nom> 

5^4 
brede-^Xl9'X5>. 

Evidenmient  nous  avons  tous  les  mots  possibles  de  3  con- 
sonnes et  de  2  voyelles  ;  car  pour  chacun  les  consonnes  effa- 
cées ,  les  voyelles  doivent  offrir  un  certain  arrangement  ;  de 
même  pour  les  consonnes,  lorsqu'on  effacerait  les  voyelles. 

Considérons  à  part  les  mots  qu'il  faut  exclure  d'après  la 
fin  de  l'énoncé.  On  les  obtiendrait  isolément  de  la  manière 
suivante. 

On  prendra  l'arrangement  ae  et  Tarrangemcnt  hcd^  par 
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exemple.  On  mettra  le  deuxième  en  bloc ,  comme  une  seule 
lettre,  à  toutes  les  places  possibles  relativement  à  celles  de 
l'arrangement  ae,  ce  qui  donne  les  mots  aebcd^  ahcde  ^ 
bcdae^  au  nombre  de  3  ;  les  seuls  qui,  pour  la  disposition 
relative  ae  des  voyelles,  contiennent  Tarrangement  des  con- 
sonnes hcd  consécutives.  Tous  les  arrangements  de  consonnes 
étant  ainsi  employés  avec  le  même  arrangement  ae^  nous  au- 
rons pour  diacun  3  mots,  et  pour  tous,  3  X  19^  mots,  diffé- 
rents les  uns  des  autres,  à  cause  de  3""  ou  !<»  non  remplie.  Si 
nous  employons  de  même  tous  les  arrangements  complets  de 
voyelles,  nous  aurons  en  tout  3  x  19^  x  5*  mots  à  retrancher. 
De  sorte  que  définitivement  le  nombre  demandé  est 

^-^  X  19^  X  5'  — 3  X  19»  X  5'. 

La  formule  donnée  (  t.  I ,  p.  48  )  doit  être  rectifiée  ;  le  pre- 
mier terme  doit  être  divisé  par  2 ,  comme  le  deuxième.  Gela 
vient  de  ce  que ,  dans  la  formation  des  mots  contenant  3  con- 
sonnes et  2  voyelles  différentes  (  p.  46  ) ,  il  y  aura  double  em- 
plœ  pour  chaque  mot  ;  on  a  le  même  mot ,  par  exemple , 
lorsque  dans  abcd,  on  met  e  à  la  première  place ,  et  lorsque 
dans  ebcd^  on  met  ^x  à  la  deuxième  (eabcd).  Il  faut  donc  di- 
viser par  2  le  nombre  des  mots  obtenus  dans  les  conditions 
de  ce  paragraphe.  La  formule  ainsi  modifiée  devient 

19^X5X4X^-^^  +  195X^^X5-19^X5^X3  = 
=  193  X  i^  X  5  (i^  + 1)  —  193.5\3  = 
~^^*X195X5'  — 19^5^3. 


2 

C'est  la  considération  de  la  formule  ainri  modifiée  qui  m'a 
fait  penser  à  la  solution  que  je  propose  aujourd'hui. 
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ClNQmÉME   QUESTION. 

Trouver,  par  des  considérations  à  priori  y  combien  il  y  a 
de  nombres  différents  dans  la  table  de  Pythagore. 

11  suflBt  évidemment  de  se  rendre  compte  des  causes  de 
répétition  y  pour  distinguer  les  nombres  sur  lesquels  elks 
influent. 

D'après  le  principe  relatif  à  Tintervarsion  de  deux  fac- 
teurs, 3x7=7x3=  21, si  Ton  a  égard  à  la  disposilioB 
de  la  table,  on  verra  que  21  sera  le  septième  de  la  (roisiènie 
colonne  horizontale  et  le  troisième  de  la  septième  colooiie  id. 
Ce  nombre  est  ainsi  répété  deux  fois*  11  en  est  ainsi  pour 
tous  les  deux  produits  de  deux  facteurs  inégai» ,  c'est-à-dire 
pour  tous  ceux  de  la  table,  excepté  les  carrés.  Cette  remar- 
que s'applique  donc  à  72  produits ,  parmi  lesquels  on  ne 
trouvera  au  plus  que  36  nombres  différents  :  joignons-y  les 
9  carrés ,  cela  en  fera  45.  On  peut  les  Oiettre  à  part  dans  la 
fable,  en  tirant  une  ligne  diagonale  le  long  des  cairés ,  sur 
leur  droite ,  par  exemple.  Tous  les  n(»nbres  à  gauche  sont  les 
45  produits  indiqués. 

Si  un  produit  est  double  dans  cette  partie  de  la  table,  ce 
n'est  plus  à  cause  de  Tinterversion  des  facteurs  :  nous  n*y 
aurons  plus  égard. 

Tous  les  nombres  moindres  que  10,  qui  ne  sont  pas  pre- 
miers ,  donnent  lieu  à  répétition. 

Ainsi  4.  =  1  .S""  donne  les  produits  1 .4  et  4  X 1  en  isolant  1  ; 
si  1  n'est  pas  isolé,  on  ne  doit  plus  y  avoir  égard,  et 
4  =  2*  =  2  X  2  ;  ce  qui  répète  ce  produit  ailleurs  que  dans 
les  premières  colonnes ,  horizontales  ou  verticales.  II  en  est 
de  même  éTidemment  de  6,  8,  9  ;  (4  nondires  à  déduire). 

Si ,  en  dehors  des  causes  précédentes ,  deux  produits  sont 
égaux ,  c'est  qu'ils  sont  composés  des  mêmes  facteurs  pre- 
miers, et  que  ces  facteurs  premiers  peuvent  se  partager  au 


—  315  —  ^ 

moins  de  deux  maDiéres,  eo  deaiL  grcmpes  de  facteurs^  tels 
que  le  |Mrodait  des  facteurs  de  chaqae  groupe  soit  moindre 
que  10. 

Les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  nos  produits  sont 
3,  3  y  5 ,  7.  Or  un  produit  dans  lequel  entre  5  ou  7  ne  peut 
se  répéter  dans  nos  45  nombres.  En  éflét;  en  groupant  les 
Tacteurs,  on  est  obligé  de  laisser  5  ou  7  tout  seul  ;  car  si  on 
lui  adjoignait  un  autre  facteur,  au  moins  2 ,  le  groupe  don- 
nerait au  moins  10  :  il  n'y  a  donc  qu'une  manière  de  parla- 
ger  an  tel  produit  en  deux  facteurs. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  s'occuper  des  nombres  qui  comprennent 
pour  facteurs  premiers,  soit  2  seul ,  soit  3  id. ,  soit  3  et  2 , 
en  ne  dépassant  pas  81.  2%  2^  ont  été  considérés  dans  la  re- 
marque précédente  ;  de  même  ,2x3,  3\  Nous  n'avons  qu'à 
considérer  : 


[2%  2*,  2«.  2*«2X2»  =  2"X2'.  (  1  répétition.  ) 
::2'  X  2^.  Pas  d'autre  ;  car  on  ne  peut  mettre  2^  pour 
un  des  facteurs.  2^  ne  donne  que  2'  X  2'  pour  la  même  raison. 

Parmi  les  puissances  de  3>  nous  n'avons,  en  outre  de  9 
déjà  considéré ,  que  3^  et  3^  qui  ne  fournissent  chacun  qu'un 
produit,  3  X  3\et  3'  X  3'. 

|2".3  =  4x  3==2X  (2X  3)        (1  répétition). 
2^  X  3  =  8  X  3  =  2'  X  (2  X  3)     (1  répélilion). 
2^.3  n'en  donne  pas  ;  car  on  ne  peut  mettre  que  2  avec  3 
dans  un  groupe.  De  même  des  puissances  supérieures  de  2 
avec  la  première  de  3. 

2.3'  =  2.9  =  (2X3)X3  (1  répélition). 

1 2  X  3^  ne  donne  rien  ;  car  on  doit  mettre,  et  on  ne  peut 
meaieipneSavecS. 

Enfin ,  2'  X  3'  :=4  X  9  =  (2  X  3)  X  (2 X  3)  (1  répétition) 
Aucune  autre  répétition  n'est  possible  ;  car  d'autres  puis- 
sances de  2  ne  peuvent  se  joindre  à  3  dans  un  groupe  ,  ni 


i 
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réciproquement.  Noas  avons  donc  en  font  9  répétitions  parmi 
les  45  produits.  En  tout ,  36  nombres  différents  dans  la  table 
de  Pythagore. 


THEOREME  DE  DESGARTES. 

9ASL  M.  VmCUL , 

professear  au  collège  de  Strasbourg. 


Il  s'agit ,  comme  on  sait,  de  prouver  que  (x  — a)  f  {x) 
renferme  au  moins  une  variation  de  plus  que  f(x). 

r  La  proposition  est  évidente  si  f(x)  n'a  point  de  varia- 
tion. Car  le  premier  terme  de  (x — a)  f(x)  est  positif ,  et  le 
dernier  est  négatif.  Donc  il  y  a  au  produit  au  moins  une  va- 
riation. 

2''  Je  suppose  notre  proposition  prouvée  pour  le  cas  où  f{x) 
renferme  n  variations,  et  je  dis  qu'elle  est  vraie  s'il  en 
renferme  n-|-l.  Car  soit 

/^(a?)  =  aj"'+  .  .  .  .=b  Aa?*qpBa?""*qr.  .  .  •  qzLa?> 

Admettons  que  de  x^  à  a?^  il  y  ait  n  variations ,  et  que  de  x»' 
hxxilj  en  ait  une  seule,  de  sorte  que  f{x)  en  contient  n+1 

On  pourra  supposer  que  «  est  1 ,  2,  3,  etc  .^  >  peut  être  nul 
ou  non. 
(ar— o)  f(x)  comprend  deux  parties  ;  la  première 

«p  (x)  =  {x — a)  (0?**+  .  .  .  zt  Ax^  ), 
renferme  par  hypothèse  au  moins  une  variation  de  plus  que 
^**-f- .  •  .  =P  A  j:«  ,  c'est-à-dire  au  moins  n-^i  ;  la  seconde 
^{x)={x — o)  (rp  Ba?  """^  .  .  .  qz  Lx>  )  en  contient  au  moins 
une  d'après  le  premier  cas.  Mais  le  dernier  de  <p  et  le  premier 
de  '^  sont  de  même  signe ,  et  sont  respectivement 
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donc  (fX'\'^x^  ou  (a?— a)/araaa  moins  n  -f  1  +*  variations 
quand  même  i  serait  =  1 .  Donc ,  etc. 

Or,  la  proposition  est  prouvée  pour  n=0,  donc  elle  est 
complètement  démontrée. 

IVote  rectificative  sur  la  construction  des  tables  des  sinus 
naturels  (t.  I,  p.  272,  et  t.  III,  p.  12). 

M.  Fink  déclare  qu'il  n'a  jamais  argué  de  faux  les  cal- 
culs de  M.  Vincent  ;  qu'il  les  trouve  exacts;  que  les  quantités 
qu'il  a  négligées,  étaient  négligeables  ;  mais  que  seulement  il 
a  omis  de  prouver  que  ces  quantités  n'influent  pas  sur  l'exac- 
titude. De  quoi  d'ailleurs  M.  Vincent  pouvait ,  peut-être,  se 
dispenser,  puisque  à  propos  de  sinus,  il  ne  prétendait  pas 
exposer  une  théorie  complète  des  approximations.  M.  Fink 
ajoute  que  s'il  a  employé  la  méthode  intégrale,  c'est  en  vue 
d'abréger  ;  et  qu'il  possède  une  méthode  élémentaire  très- 
simple  qui  sera  insérée  dans  la  seconde  édition  de  la  Trigo- 
nométrie ,  prête  à  paraître . 


THÉORÈME  SUR  LE  TRIANGLE  INSCRIT  DANS  UN  CERCLE. 

PAR  M.  ARX8TIBB  BEARB, 

élève  du  collège  Saint-Louis  (institution  Barbet). 


Soit  âBC  (Fig.  42) ,  un  triangle  acutangle  insçjrit  dans  un 
cercle  9  dont  le  centre  O  est  ^tué  dans  Fintérieur  du  triangle  ^ 
si  des  trois  sommets  A,  B,  C,  on  mène  les  rayons  AO,  BO,  CO, 
dont  les  prolongements  rencontrent  la  circonférence  aux  points 
A',BSC',  .-  les  six  points  A,B,C,A',B',C',  seront  les  sommets 
d'un  hexagone  inscrit,  dont  la  surface  sera  double  de  celle  du 
triangle  ABC 
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Remarquons  d'abord  qae  le  diamètre  AOA'  divise  l'hexa- 
gone en  deux  quadrilatères  AF  GA',  AC  BA'  de  même  sur- 
face ;  car  le  quadrilatère  AB'  CA'  se  compose  des  triangles 
AOF,  B'OG,  œA'  respectivement  égaux  aux  triangles 
BOA',  BOC\G'OA  qui  forment  le  quadrilatère  AC'BA'.  Tout 
se  réduit  donc  à  démontrer  que  le  triante  ABC  est  équiva- 
lent au  quadrilatère  AB'  CA\  Or,  les  triangles  AOB,  AOB' 
sont  équivalents  comme  ayant  des  bases  égales  OB,  OB',  et 
même  hauteur.  On  a  de  même  BOC = B'OC,  et  AOC = A'OC, 
Donc,  ABC  =  AB'CA'. 

La  même  démonstration  s'applique  à  un  triangle  ABC, 
inscrit  dans  une  ellipse  dont  le  centre  O  serait  intérieur  au 
triangle  -,  car  la  démonstration  est  entièrement  fondée  sur  ce 
que  le  point  0  est  le  milieu  des  trois  droites  AOA',  BOB', 
COC. 

Si  le  centre  du  cercle  est  extérieur  au  triangle  ABC 
(fig.  43),  l'un  des  trois  angles  du  triangle  ABC  sera  (ditus; 
supposons  que  ce  soit  Tangle  BAC ,  alors ,  le  centre  du  cer- 
cle sera  intérieur  au  triangle  A'BC,  et  la  surface  de  l'hexa- 
gone sera  le  double  de  la  surface  du  triangle  A'BG;  ou,  ce 
qui  revient  au  même ,  la  surface  de  Thexagone  sera  le  dou- 
ble de  la  somme  des  surfaces  des  triangles  BAC,  et  BGB^* 

NOTE 

SUR 

LA  THÉORIE  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 

PAU  X.  ABBX.  TRAVSOIV, 

répéUteur  d'analyse  à  l'École  polytechnique. 

La  thé(Hric  des  quantités  négatives  se  présente  dés  le  début 
de  Talgébrc ,  et  il  importe  qu'elle  ne  laisse  dans  l'esprit  dc&- 
enlèves  aucun  nuage.  Cependant  les  explications  que  l'onr 
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donne  ordinairement  à  ce  $ujet  ne  laissent-elles  rien  à  dé- 
sirçr  ? 

Par  exemple ,  si  on  fait  naître  ces  quantités  d'une  som-, 
ti'aciUm  impossible ,  demeure-Ml  bien  clair  qu'une  opération 
qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  puisse  produire  des  quantités 
quelconques  ? 

Ensuite,  les  quantités  négatives  étant  une  fois  admises» 
on  ne  peut  pas  les  soumettre  aux  opérations  fondamentales 
du  eakul  sans  avrâr  donné  à  la  définition  de  ces  mêmes  opé- 
rations une  extension  nouvelle.  Mais  si  cette  extension  pa- 
rait tout  à  fait  arbitraire  >  elle  ne  jettera  aucun  jour  sur  les 
régie»  qu'on  en  déduit.  Il  faudra  donc  que  Téléve  admette 
ces  règles  sur  la  foi  du  professeur ,  sauf  à  en  constater  plus 
tard  l'utilité. 

Ayant  euToccfision ,  il  y  a  déjà  quelques  années,  de  faire 
un  cours  de  mathématiques  élémentaires,  j'ai  essayé  de 
lever  ces  difficultés  en  présentant  la  théorie  à  peu  près  de  la 
façon  suivante. 

J*ai  fait  remarquer  premièrement,  avec  tous  les  auteurs, 
que  certaines  grandeurs  concrètes  ne  sont  pas  complètement 
déterminées  par  leurs  valeurs  numériques.  Ces  sortes  de 
grandeurs  étant  susceptibles  de  oroitre  dans  deux  sens  con- 
traires, il  est  indispensable  de  spécifier  le  sens  dans  lequel 
elles  ont  été  formées  et  dans  lequel  elles  doivent  être  comptées . 
Ceci  n'est  pas,  à  proprement  parler ,  une  convenance  du 
calculateur  :  c'est  une  nécessité  qui  résulta  de  la  nature 
même  des  choses. 

A  la  vérité ,  la  dualité  du  sens  ne  se  manifeste  pas  dans 
toute  sorte  de  grandeurs  concrètes  ;  mais  il  est  naturel  que 
la  grandeur  abstraite  soit  considérée  comme  absolument  sus- 
ceptible de  ce  double  aspect,  puisque  toute  relation  entre  les 
grandeurs  reçoit  de  son  passage  à  Vabstraît  toute  la  géné- 
ralité possible.  Déjà  en  arithmétique ,  on  a  rencontré  un  ré- 
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sQltat  analogue.  Assurément  la  subdivision  de  l'unité  n*est 
pas  praticable  sur  toutes  sortes  de  grandeurs  concrètes ,  et 
toutefois,  dans  le  passage  du  concret  à  l'abstrait,  l'unité 
n'est-elle  pas  considérée  comme  absolument  susceptible  de 
cette  subdivision,  sauf  au  calculateur  à  rejeter  dans  l'appli- 
cation un  résultat  fractionnaire,  si  les  grandeurs  qu'il  com- 
bine entre  elles  n'admettent  pas  cette  forme  particulière  du 
nombre  ? 

Ainsi  dès  le  début  de  l'algèbre ,  il  y  aura  lien  d'admettre 
des  monômes  positifs  et  des  monômes  négatifs ,  c'est-à-dire 
des  quantités  algébriques  isolées ,  dans  lesquelles  on  dis- 
tinguera le  sens  de  formation  par  quelque  signe  convenaUe. 

Maintenant  si  on  fait  attention  que  le  propre  des  fftta- 
deurs  de  même  sens,  lorsqu'elles  sont  réunies,  est  de  for- 
mer un  total  qui  est  aussi  de  même  sens  ;  au  lieu  que  si  on 
réunit  deux  grandeurs  de  sens  contraires,  on  a  un  tout  nu- 
mériquement égal  à  leur  différence,  et  conservant  le  signe 
de  la  plus  grande  -,  on  comprendra  que  les  signés  déjà  adop- 
tés pour  représenter  l'addition  et  la  soustraction  sont  singu- 
lièrement propres  à  spécifier  le  sens  de  la  formation  des 
grandeurs.  Car  lorsqu'on  voudra  réunir  des  grandeurs  de 
même  nature ,  mais  de  sens  différents,  les  signes  +  et— , 
dont  elles  auront  été  affectées  pour  marquer  le  sens  de  leur 
formation  ,  indiqueront  en  même  temps  les  opérations  à  ef- 
fectuer entre  elles  pour  obtenir  le  résultat  de  leur  réunion  ; 
et  de  nouveau  ^  quand  ces  opérations  auront  été  effectuées, 
le  signe  du  résultat  marquera,  non  pas  une  opération  à  faire, 
mais  le  sens  dan  lequel  ce  résultat  doit  être  pris. 

(La  suite  prochainement.) 
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NOTE 

•sur 

LES   QUANTITÉS   NÉGATIVES, 

(Fin.— Voir  p.  318.) 

PAa  M.    ABX&  THAH80V  , 

répétiteur  à   l'École   polytechnique. 


Les  signes  propres  à  marquer  le  sens  des  grandeurs  étaient 
litraires  à  priori.  Mais  on  Yoit  qoe  les  signes  habituels  ont 
aTantage  considérable,  et  que  leur  adoption  entraîne 
'Cément  la  régie  qu'on  pratique  dans  l'addition  algébrique, 
fkd  qui  entraîne  à  son  tour  celle  de  la  soustraction. 
Qae  dirons-nous  maintenant  de  la  multiplicaticm*?  Gonune 
ilroduction  d'une  forme  particulière  du  nombre  «  de  la 
'me  fractionnaire ,  nécessite  que  Ton  modlGe  en  arithmé- 
ue  les  définitions  de  la  multiplication  ;  s'étonnerait-on  qu'il 
lût  modifier  encore  cette  même  définition  au  moment  où 
introduit  dans  le  calcul  un  aspect  nouveau  de  la  gran- 
mr,  un  élément  qui  est  indispensable  à  sa  détermination 
nplète,  et  que  jusque-là  on  avait  négligé  ? 
Nous  dirons  que  «  la  multiplication  a  pour  objet  de  trou- 
fer  une  grandeur  qui  soit  composée  en  quantité  et  en  signe 
lyec  le  multiplicande ,  de  la  même  façon  que  le  multipli- 
»teur  est  composé  avec  l'unité  positive.  » 
La  règle  des  signes  des  monômes  découle  avec  clarté  de 
Lte  définition ,  puisque  toutes  les  fois  que  le  multiplicateur 
Lta  comme  Tunité  le  signe  -{- ,  le  produit  aura  le  même  si- 
le  que  le  multiplicande  ;  au  lieu  que  si  le  multiplicateur  est 

AXK.  I»B  MATHÉM.  m.  2^ 
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de  sens  opposé  à  l'unité,  le  signe  da  produit  aura  un  signe 
contraire  à  celui  du  multiplicande. 

Il  résulte  aussi  de  cette  déinition  que ,  si  on  change  le  »gne 
de  Tun  de  ces  facteurs ,  le  signe  du  produit  est  changé  ;  au 
lieu  que  le  produit  conserve  son  signe,  lorsqu'on  change  à 
la  fois  les  signes  des  deux  facteurs.  Et  cette  remarque  suffira 
pour  qu'on  puisse  étendre  immédiatement,  à  tons  les  cas  de 
la  multiplication  des  polynômes ,  la  règle  des  signes  qu*on 
aura  d'abord  démontrée,  comme  M.  Finck,  pour  le  cas  seu- 
lement oii  ces  polynômes  ont  une  valeur  numérique  positive. 

Les  choses  ainsi  établies,  il  n'y  aura ,  ce  me  semble,  rien 
d'imprévu  pour  les  élèves,  lorsqu'ils  rencontreront  plus  tard, 
dans  la  résolution  d'une  équation ,  une  quantité  négative  pour 
valeur  de  l'inconnue.  Ils  sauront  bien  que  la  justesse  d'une 
telle  solution  Sst  subordonnée  à  la  question  de  savoir  si  la 
quantité  cherchée  comporte  dans  l'ordre  concret  une  forma- 
tion en  double  sens.  Sinon,  il  faudra  bien,  pour  que  la  question 
proposée  ait  une  signification  raisonnable,  en  modifier  l'é- 
noncé de  telle  sorte  que  cette  quantité  inconnue  soit  comptée 
dans  un  sens  opposé  à  celui  qu'on  avait  pris  d'abord.  Mai» 
quoi  qu'il  en  soit,  les  solutions  négatives  leur  apparattroni 
de  prime  abord  ce  qu'elles  sont  en  effet ,  c'est-à-dire  un  ré- 
sultat nécessaire  de  la  généralité  absolue  du  calcul  algébrique. 

Dans  son  Introduction  à  la  Philosophie  des  Mathénuaiquesj 
M.  Hoêné  Wronsky  a  dit  avec  raison ,  ce  me  semble ,  que  les 
caractères  particuliers  qu'on  pomme  état  positif  ei  état  néga- 
tif des  nombres  portent  sur  leur  qualité  ;  tandis  que  les  opé- 
rations d'addition  et  de  soustraction  ne  portent  que  sur  leur 
QUANTITÉ.  «  C'est ,  dit  l'auteur ,  le  défaut  de  cette  distinction 
»  très-simple  qui ,  jusqu'à  ce  jour,  a  couvert  de  tant  d'obsco- 
»  rite  les  questions  algorithmiques  concernant  l'état  positif 
»  ou  négatif  des  nombres.  »  (  Introd,^  1808 ,  pag.  159.  ) 

Note.  Kant  a  essayé  d'introduire  en  philosophie  l'idée  des 
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grandeurs  négatives  C).  Dans  la  préface  de  Toposcnle  con- 
sacré à  cet  essai ,  Tautear  se  plaint  de  ce  qne  la  philosoj^bic, 
an  lieu  de  mettre  à  profit  les  doctrines  mathémati^es  »  le 
plns^souvent  se  montre  hostile  contre  eUes ,  et  cherche  àlfes 
réduire  en  pures  abstractions,  n'ayant  qu'une  utilité  spéciale^ 
n  est  faeilé  de  deviner,  dit-il ,  de  quel  c6té  est  ravantagè  dans 
cette* lutte  entre  deux  sciences,  dont  l'une  surpasse  tout  en 
<^titude  et  en  clarté ,  tandis  que  Vautre  aspire  seulement  à 
acquérir  ces  qualités.  Nous  recommandons  cette  réflexion 
aux  jeunes  philosophes  de  l'Ecole  normale,  qoi  doivent  sans 
cesse  se  rappeler  que  Platon ,  Aristote ,  Spinosa ,  Mallebran- 
che»  Glarke,  étaient  trésversés^bns  les  connaissances  géo- 
métriques et  physiques  de  leur  temps;  j'ai  omis  Descartes  et 
Leibnitz,  hommes  hors  rang,  génies  créateurs.  Mais  reve- 
doons  à  notre  sujet. 

Kant  distingue  deux  sortes  d'oppositions  .-  l'une,  qu'il  ap- 
pdle  logique,  implique  une  contradiction,  et  l'autre  n-lm- 
I^ue  point  de  contradiction.  Ainsi  le  mouvement  et  le  rèpàs 
forment  une  opposition  logique  et  ne  sauraient  se  rencontrer 
dans  le  même  objet.  Mais  la  diversité  de  direction  donne  lien 
il  une  opposition  de  k  seconde  espèce,  d'une  existencicf  possi* 
ble;  le  même  bâtiment  peut  être  poussé  par  un  vent  qui 
Ttent  de  Test  et  par  un  autre  soufflant  de  l'ouest  ;  un  homme 
peiH  avoir  simultanément  un  actif  et  un  pmrif.  Dans  le  pre- 
mier cas,  on  établit  ^ux  propositions  qui  s'excluent  :  A 
eslB,  proposition  affirmative  ;  A  n'est  pas  B,  prDposilfon  qui 
contient  une  négation  ;  les  deux  ne  sauraient  être  simul- 
tttiément  vraies.  Dans  le  deuxième  cas,  on  a  ces  deux  pro- 
positions: A  est  augmenté  de  B;  A  est  diminuèdeBy-'lés 
deux  peuvent  exister  simultanément ,  et  te  résultat  est  qne 


n  Versucb  denfiegriffdernegativenGrœâsen  in  die  Weltweisheit  einiufiili- 
res,  1709.  in-n  de  72  pagei. 
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A  no  change  pas.  C'est  ce  dernier  genre  d'opposition  qu'on 
rencontre  en  matbématiqaes  ;  mais ,  comme  dans  l'opposi- 
tion logique ,  on  a  conservé  en  algèbre  le  nom  de  proposition 
c^rmaiim  on  positive  à  Fnne ,  et  le  nom  de  proposition  ne- 
gaiive  à  l'autre.  Quand  l'essence  des  deux  quantités  est  tdie 
qu'elles  ne  peuvent  exister  ensemble  en  ^ale  grandeur  sans 
se  détruire,  si  l'on  appelle  positive  l'une  quelconque  de  ces 
grandeurs,  l'autre  sera  dite  négatim.  Ainsi,  quoique  em- 
fHTuntées  à  la  logique ,  les  qualifications  posUive  et  négaHve , 
jointes  au  mot  quantité^  n'ont  pas  le  sens  logique,  et 
M.  Transon  fait  voir  clairement  comment  les  deux  signes 
+  et  —  ont  un  double  emploi.  Ils  représentent  des  augmen- 
tations et  des  diminutions ,  et  en  même  temps.une  opposition. 
M.  Cauchy  ne  donne  même  le  nom  de  quantité  qu'au  nombre 
précédé  d'un  signe  ;  de  sorte  que  «  le  signe  -f-  ou  —  placé 
devant  un  nombre  en  modifie  la  signification ,  à  peu  prés 
comme  un  adjectif  modifie  celle  du  substantif.  »  {Cours  d'ana- 
/y«s,p.  2.) 

Il  est  probable  que  ce  sont  des  questions  d'arithmétique 
qui  ont  donné  naissance  à  l'algèbre  ;  on  donnait  à  deviner 
des  nombres  sur  lesquels  on  avait  fait  mentalement  diverses 
opérations.  Comme  les  nombres  pensés  étaient  toujours  posi- 
tifs, on  ne  trouvait  jamais  que  des  solutions  positives;  s'il 
arrivait  qu'elles  fussent  négatives,  on  les  déclarait  fausses; 
c*est4i-^ire  que  l'opérateur  avait  fait  de  fausses  combinai- 
sons. De  là  le  nom  de  racines  fausses  ^  et  quoique  Descartes 
eût  découvert  le  véritable  emploi  des  racines  négatives  ^  il 
leur  a  pourtant  conservé  le  nom  de  racines  fausses ,  étaMi  par 
l'usage  {voyez  t.  II,  p.  550).  L'origine  très-probable  de  cette 
dénomination  est  indiquée  par  KœsineT{Geschichte  derMathe- 
matik^  1. 1,  $48).  On  voit  d'ailleurs  que  Dioph^te  H  dédie 
son  ouvrage  à  un  certain  Denis  (Dionysias),  qui  désirait  beaa- 

{*)  A  vécu  avant  1760. 
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coup  connaitre  rexplicatjon  des  questions  qui  coBC^oent  les 
nombres.  «  J'ai  essayé,  dit-il,  d'établir  une  méthode  et  de 
chercher  la  nature  et  les  propriétés  des  nombres,  en  les  dédui- 
sant des  premières  bases  fondamentales  sur  lesquelles  s'appuie 
cette  théorie.  L'entreprise  peut  paraître  diflScile  (ignorée 
même  jysqu'ici  ) ,  surtout  auprès  des  commençants ,  dont  Tes- 
prit  n'est  pas  porté  à  bien  espérer  du  succès.  Toutefois  ton 
zde  et  mes  démonstrations  feront  que  tu  comprendras  faci- 
lement; On  se  fait  comprendre  Tite,  quand  renseignement 
s'adresse  h  cenx  qui  ont  le  désir  de  s'instruire.  »  Diophânte 
connaît  la  règle  des  signes  et  la  place,  sans  démonstration , 
parmi  les  premiers  prindpes,  comme  chose  génénileinent 
connue  (IX).  Il  n'a  pas  de  signe  pour  représenter  j»lu9>' et 
se  sert  du  mot  uicap^td ,  qui  veut  dire  oftandanct,-  mais  pour 
lé  signe  moins,  il  prend  la  lettre  grecque  4*  écourtée  et  ren- 
versée, de  cette  forme  "V,  Tm, 

fc^asa  -  '        Il  II  .        I  il  ■■■■r'      «^ 

NOTE 

LES  RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS 

et  sur  les  facteurs  des  polynômes  algébriques, 

PAR  M.  T'irABrrZBXi, 

Tépé(iteuV  à  l'École  (ioiyiecîhnique.   " 


1.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  complexes  en- 
tiers  et  dont  le  premier  terme  est  x*^,  ne  peut  avoir  une  racine 
complexe  fractionnaire.  Cette  proposition  est  énoncée  dans 
un  trayail  inséré  à  la  page  41  de  ce  recueil  ;  mais  la  dé-^ 
monstration  donnée  par  l'auteur  n'est  pas  complète.  Elle 

supposé  que  (a+6  V/ —  1/ ,  ne  peut  être  divisible  par  un 
nombre  premier /»  lorsque  aeib  ne  le  sont  pas  tous* deux.; 


ee  qniest  inexact,  puisque  (l  +\/^)'  est  divisible  par  2, 
La  défflonsfration  stlfyante  n'est  sujette  à  aucune  restric- 
tion. 
2?  Je  dis  d'abord  que  si  le  nombre  premier  p  est  diflërent 

de  2,  il  ne  peut  diviser  (a-^b\/—  iT  >  sans  diviser 
4+6l/-^^.  En  eflfet  a+b\/^^,  est  une  racine  de  J'é- 
quation  jç*  —  2ax±a"+b*^0^  et  aussi  de  Téquation 
x*—  2acc''"'+  (â'+  ^)  X*""*  =  0  ;  le  facteur  p  diviseur  de  x" 
diyisp  le  module  (a"+6T,  et  par  suite  a*  4-6';  il  divisera 
également  le  terme  2ax*^',  puisqu'il  est  diviseur  des  termes 

evtrâoies  de  cette  équation.  Si  p  ne  divisait  pas  a^\/^f 
il  ne  pourrait  diviser  2a,  puisqu'il  est  diviseur  de  a*-^6% 
et  différent  de  2^  il  faudrait  donc  qu'il  divisât  x*"''.  En  rem- 
plaçant n  par  n—  1 ,  on  démontrerait  de  même  quep  doit 

diviser  x^~\..  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  x  ou  a  +  bv — 1, 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc  si Siit  frac- 

(a+bi/^T 
fionnaire, l'est  pareillement,  à  moins  que  p 

■*...■'.       *    '    * 
ne  soit  égal  à  2. 

3.  Lorsque /?  =  2,  la  proposition  n'est  plus  vraie,  comme 
nous  l'avons  fait  remai^qufîr  ci-dessus.'  'toutefois,  le  facteur 

2  ne  peut  diviser  {a^b  V^— l)*  sans  diviser  a^^-b*,  ou  sans 
que  les  nombres  ^z  et  ^  soient  tous  deux  impairs.  Alors 
a' +6'  est  de  la  forme  4/i  +  2,  c'est-à-dire  uïje  seule  fois 

divisible  par  2;  d'où  il  résulte  que  U+iV^-rO  ,  et 

(a,-}-6  (/^)^  •',  sont  tout  au  plus  divisible»  par  la  poia* 
sauce  n  de  2 ,  puisque  les  carrés  de  leurs  modules  (a*-f  fr')'* 
et  (a'+fr")*^',  n'admettent  pas  le  diviseur  2""^-  D'aiJIieiirs 

(éi  +  ôV/^)-  ou  a^— ^'4- 2<ï6l/^  est  divisiMp  par  2: 


—  327  — 

donc  {a+b\/—ïy''  et  (a  +  &V/--i)  ',  sont  dmsiUes 
par  2"*  et  ne  le  sont  pas  par  une  puissance  supérieure.  On 
verrait  de  même  que  généralement  lé  produit  de  2n  ou  de 

2«+ 1  facteurs  de  la  forme  a^b  K^,  pour  lesquels  a  et 
b  sont  impairs,  ne  peut  admettre  pour  diviseur  que  la  puis- 
sance n  du  facteur  2. 

4.  li'équation  x"^  +a,x'**''  +..+  a«,  «=;  0 ,  à  coefficients 
oomidesies  entiers  ne  peut  admettre  une  racine  fraction*^ 

a+by^ 

naire  .  Car  $i  Toii  substitue  et  si  l'on  multiplie 

par />**,  il  vient  : 

(a  +  b  l/Zji)^^a,p  {a'^bi/^y^+...+a^p'^  =  0. 

Quand /i  n'est  pas  une  puissance  de  2,  tous  les  termes 
sont  divisibles  par/?  excepté  le  premier  (2),  et  Timpossibi- 
lité  est  évidente  :  il  en  est  de  même  lorsque  /'  =  2,  ou  égal 
à  une  puissance  de  2 ,  si  m=^2/2+l ,  puisque  tous  les  termes 
excepté  le  premier  (3) ,  sont  alors  divisibles  par  2*"^'.  Dans 
le  cas  où  m=r  2/i ,  le  troisième  terme  et  les  suivants  admet- 
tent le  di viseur. 2*""^',  tandis  que  la  somme  des  deux  pre« 

miers  ia+b  V/— îT  '  (a  +  b  {/-^i+pa)^  est  un  produit 
de  2it  facteurs  impairs  qui  n'est  divisible  que  par  2*"  (3). 

5.  La  recherche  des  racines  complexes  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs 
rationnels.  En  effet ,  considérons  d'abord  une  équation  à 

coefficients  réels  :  si  a+b  i^-^i  est  une  racine  complexe , 

le  ijremier  membre  est  divisible  par  x*  —  2ax  +  a'+ b^\  il 

suffira  donc,  pour  avoir  toutes  les  racines  de  cette  espèce, 

de  chercher  les  diviseurs  rationnels  de  la  forme  x*+px +q , 

♦ 

cl  d'écarter  ceux  où  7  —  ^  ,  ne  serait  pas  un  carré. 
4 

Le  cas  où  l'équation  proposée  M  ^^  0,  a  des  coefficients 
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complexes  le  ramène  au  précédent:  pour  cela  il  aoffit  de 
changer  le  signe  de  t/^  dans  Ions  les  termes  de  cette 
équation  et  de  multiplier  l'équation  M'=0  ainsi  obtenue 
membre  à  membre  par  M  =  0.  On  aura  ainsi  une  équation 
à  coei&cients  réels  dont  les  racines  complexes  de  la  forme 
adzb]/^  appartiendront  à  Téquation  proposée  en  cbd- 

sissant  un  signe  convenable  pour  il/— 1.  Ge  dioix  pourra 
se  faire  au  moyen  du  dernier  terme  de  Téquation  qui  doit 
être  divisible  par  la  racine.  Pour  ne  pas  faire  de  calculs 
inutiles,  on  doit  débarrasser  les  premiers  membres  des  équa- 
tions M  =0,  M'=0,  de  leftr  commun  diviseur,  s'ib  on 
admettent,  et  opérer  séparément  sur  ce  commun  diviseur. 

6.  La  considération  des  diviseurs  conduit  à  une  autre  dé- 
monstration de  la  proposition  énoncée  ci-dessus.  Soit  en 
effet  l'équation  jc"*  +  a^  j:**"'+.  .  .+^m  =  0 ,  qu'on  peut  sup- 
poser à  coefficients  réels;  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  si  elle  admettait  une  racine  complexe  fractionnaire 

a+bV^    ,    ,    .  ,      2a        a*+b* 

,  le  facteur  jc x + — -—  aurait  au  moins 

P  P  f 

un  coefficient  fractionnaire;  car/?  ne  peut  diviser  a  et  a'+i* 

et  s'il  est  égal  à  2 ,  a*  +  ^^  n'est  pas  divisible  par  4  \  ilsufSt 

donc  de  démontrer  qu'un  polynôme  à  coefficients  entiers 

dont  le  premier  terme  est  x"^  ne  peut  admettre  un  diviseur 

à  coefficients  fractionnaires  C"). 

7.  Plus   généralement  pour  que   le  polynôme.  ...» 

a:'*+  -  j:'*~'-f-...+  ^,  soit diviiible  par  j:'*+7-'x''-'+...+r7ÎÎ, 
a  a  '  ^  b  b 

il  faut  nécessairement  que  b  divise  a.  On  suppose  naturelle* 

ment  que  les  coefficients  de  l'un  et  Tautre  polynôme  sont 

réduits  au  plus  petit  dénominateur  commun.  Gela  posé,  en 

multipliant  le  dividende  par  ^z ,  et  par  une  puissance  de  h 

Cj  V.  p.  47.  Tm. 


convenable ,  on  pourra  toujours  obtenir  un  quotient  à  coef- 
ficients entiers ,  en  sorte  que  l'on  aura  ? 

Or  6*^  est  premier  avec  le  diriseur,  donc  il  doit  diviser  tous 
les  termes  de  Q;  par  conséquent  Ar"'+a,x"~'+...,  est  égal 
à  frj:*+6,x*^+-M  mulUplié  par  un  polynôme  à  coefScients 
entiers,  ce  qui  exige  que  a  soit  un.  multiple  de  h. 

8.  La  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  rationnels 
a  beaucoup  d'autres  applications.  Par  exemple,  il  est  souvent 
important  de  savoir  reconnaître  qu'un  polynôme  est  premier, 
OB  que  Féquation  dont  il  est  le  premier  membre  est  irré- 
ductible. Je' D^  propose  d'indiquer  dans  un  autre  article  un 
procédé  r^^ulier  et  d'une  application  facile  pour  trouver  les 
diviseurs  rationnels  d'un  polynôme  algébrique. 


THÉORÈME 

RELATIF  AU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 

PAA  BL  BOmrSBAT,  v 

ancien  élôve  de  TÉcole  polytechnique. 

Théorime,  Soit  proposé  de  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  deux  polynômes 

tf  .x**+  a^x^''  +  a^x*^"*  +  a^x"^^  +  a^^x^'^^  +  etc. 
0^"^'+  ft,x"'-+  b^x'^^^  b^x'^'^'h  b,x^-^  +  fBtc. 

Le  quotient  sera  du  premier  degré  et  de  la  forme 

ax — 6, 

tiO  reste  devant  être  du  degré  m  -^  2.  pourra  être  représenté 

par 

A,a:'**-'+  A.j:'"~'+  A,ar'""*+  A^x'^-^+.ctc. 


\ 
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On  multipliera  le  premier  polynôme  par  K^  et  on  effectuera 
la  division.  On  trouvera  rexpreé^n.da  reste  qui  est  rcyré* 
sentée  dans  le  tableau  «uivant  : 


aM 

x^+aj>* 

x*^+aA' 

•bfl 

— ft.a 

-b^ 

l 

+6.6 

+6.6 

— 6^a  — biflL 


X      +etc. 


Les  coeflScients  de  a:**  et  x"^  devant  être  nuls ,  on  aura , 
pour  déterminer  les  valeurs  de  a  et  6,  les  deux  relations 


aJb*—b^9.  +  bfi  —  0\ 


d'où 


a  et  6  étant  connus ,  on  obtiendra  les  valeurs  des  coeffi- 
cients A. ,  A,,  A3,  etc.  des  termes  du  reste  dé  ïa  division,  au 
moyen  des  ég^  alités 

A,=  a,b;  —  b^'^b,^, 
A4  =  a^b* —  b^oL  +  b^^. 

La  loi  de  ces  coefficients  est  évidente. 

2.  Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples ,  que  ce 
théorème  s'applique  à  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
et  indiquer  les  dispositions  qu'il  convient  de  donner  aux  cal- 
culs ;  ensuite  nous  ferons  connaître  certains  caractères  an 
moyen  desquels  on  peut  s'assurer  que  deux  polj[[n6mes  sont 
ou  ne  sont  pas  divisibles  Tun  par  l'autre  sans  eCTectuer  la  di- 
vision ;  ce  qui  évitera  toujours  défaire  la  dernière  opération 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  soit  par 
la  méthode  que  nous  proposons  j  soit  par  là  métte)de  connue. 

Règle  générale.  On  écrit  les  deux  polynômes  l'un  au-des- 
sous île  l'autre  ;  on  place  sur  une  ligne  horizontale  les  tnris 
multiplicateurs  6.%  a ,  g ,  en  ayant  soin  de  supprimer  les  fac- 
teurs communs.  On  multiplie  par  b*  les  coeflScients  des 
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(eraies  du  dividende,  à  partir  da  troisièiiie,  et  on  place  les 
résultats  sur  une  ligne  horiacmtale;  1M1  mdtiplie  piff  a  dtangé 
da jigae  les  eoeflBcients  des  termes  du  diviseur,  en  commen- 
{ap^par  la  tiroisiëme,  «ion  écrit  les  produis  aindçssous  des 
preouers,  dans  le.méme  ordre  qu'on  les  a  obtenus  ;  on  mol-.. 
tijj^  par  €  les  ooeflScients  des  termes  du  dirisenr,  à  partir  du 
second,  et  on  écrit  les  produits  encore  au-dessous  des  précé- 
dents. On  additionne  par  colonnes  verticales,  et  les  résultats 
Mit  les  coefficients  des  termes  du  reste  de  la  division  du 
preimer  polynôme  par  le  second.  * 

Cette  réglé  est  appliquée  à  l'exemple  suivant  que  nous 
avons  pris  dans  le  Traité  d'Algèbre  de  M.  Choquet  : 

j:!»__2a^-.6x^-|-4a:'+l  3x-f  6 
+  9,-3,  +10 


—54+36+117+54 
+18+36+  15 
+40—60-^120^50 

:!•»  reste...    a:r*+3a^+3ir+l...  danft  leqvtel  oh  a  supprimé 

<      ,        ,1  ■  *-*3^ +5  lefacteur4. 


—  6—12-5 

—  9-3 

+15+15+5 


S*  reste....         0 

La  seconde  opération  est  inutile  ;  car  il  est  facile  de  recon- 
naître que  le  premier  reste  est  le  diviseur  cherché.  En  effet, 
toutes  les  fois  que  le  produit  du  dernier  terme  du  dividende 
jpar  b*  est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit  du  dernier 
terme  du  diviseur  par  6 ,  ou  lorsque  la  somme  de  ces  deux 
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prodaits  e$t  nulle,  on  doit ,  d'après  ce  qoi  précède  ^  troof  er 
zéro  pour  reste,  si  Ton  effectue  la  di?ision. 

Ainsi  ce  théorème  se  réduit  à  effectuer  de  simples  miiltl- 
plications  sot  les  ooefScients  des  termes  des  polynômes  pro- 
posés, sans  faire  subir  aucune  préparation  au  dividende.  On 
remarque ,  en  outre ,  qu'en  apjdiquant  la  méthode  ordinane 
à  Téx^nple  précédent ,  il  faudrait  écrire  quaranle^rois  te- 
rnes de  j^lus. 

3.  Dans  l'appUcation  de  ce  théorème ,  on  suppose  que  le 
dividende  contienne  toutes  les  puissances  de  la<  lettre  par 
rapport  à  laquelle  il  est  ordonné  depuis  m  jusqu'au  terme 
indépendant  de  cette  lettre ,  et  de  môme  le  diviseur  à  partir 
de  /72  —  1 .  Quand  cela  n'a  pas  lieu ,  il  faut  tenir  compte  des 
puissances  qui  manquent ,  en  les  considérant  comme  affec- 
tées du  coefficient  zéro. 

Celte  circonstance  abrège  le  théorème. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  polynàmes 

xi ^  ^x'+  2^*  +  4a:" -3a:'  +  a:  -f- 4 , 

:c6_âa:*+a:»+a'"  +  a:  +  4. 

.  _-       -  •  • 

Ccmime  il  fauiavoir  égard  aux  rangs )des  tertneé ,  on  pourra 
faire  Fqpèration  ainsi  qu'elle  est  représentée  dans  le  tableau 
suivant  : 
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•  «,  -1,0 

—3+2+4—3-1-1+4 
+2—1—1—1—4 

ite...  — a!*+x«+3x»— 4*'— 3j:+4 
1,  +!,+! 


'        — 2+1+1+1+4. 
+3—4—3+4 
+1+3—4—3+4 

le...  x*-\-Ojfi — 3x''+x+4...  dans  lequel  on  a  sopprtané 
1 ,  + 1  —  1  le  facteiir  2.    . 

0 
prôs  la  remarque  ci-dessus ,  on  est  assuré  que  le  second 
est  le  diviseur  demandé. 

n  est  évident  que  ce  théorème  s'applique  également  à 
berche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  des  pô- 
les contenant  un  nomtnre  qudco«que  de  lettres, 
snt  pour  exemple  les  deux  polynômes  i  deux  lettres 

3x*— 7^x'+3j^'x— 2^» 
2x*— 3^x— 2y 
4,-6  +  57 


— isy- 10^» 

te. . .  X— 2^". . .  dans  lequel  on  a  supprimé  le  facteur  9^' . 
1—2-7 
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5.  Tout  ce  qae  nous  avons  dit  jusqu'ici  est  relatif  aux  po- 
lynômes des  degrés  m^i  m—U  Quand  l'uii  de^  polynteies 
est  du  degré  m ,  et  l'autre  du  degré  m-^i^  il  faut  cdcukr 
uu  multiplicateur  de  plus  r  ea  suivant  le  i^pocédé  indiqué  plus 
haut. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  polynômes 

On  trouvera  les  quatre  multiplicateurs  1,.  4»  5^,  ^%  qnU 
étant  écrits  avec  des  signes  convenaUes  pour  l'opération, 
seront  +1 ,  — 4, +5j^,  — 2^. 

Mais  au  lieu  de  commencer  la  multiplication  par  les  troi- 
siènoies  termes ,  il  faudra  la  commencer  par  les  quatrièmes 
pour  les  mul^piicateurs  -f-  i  et  — 4^  et  par  le  troisième  et 
le  second  terme  du  diviseur  respectivement  pour  les  multi- 
plicateurs 5jr,  — ^\ 

Toid  lé  détail  de  l'opération  : 

20x^—  ^iyx*  +  50yjc^  —  45^^^'  -f.  25j^x—  67» 

i,  -4,  +^,  -^r 


+  i2y 

+  25^—15^^* 

+    8^3— lQr*+6y 


0 

On  pouvait  reconnaître  à  inspection  des  multiplicateurs 
que  la  division  se  ferait  exactement,  et  par  conséquent  évi- 
ter de  faire  l'opération. 

6.  Il  nous  reste  à  examiner  un  dernier  cas  ;  c'est  celui  où 
les  polynômes  sont  l'un  et  l'autre  du  d^^ré  m.  Si  les  coeffi- 
cients des  termes  en  jc"^  ne  sont  pas  égaux  >  on  multipliera 
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Tim  à'eja  par  an  facteur  conyeoable ,  afta  qu'ils  le  devien- 
nent. On  retrancbera  l'on  des  polynômed  de  Vautre  f  m  ob- 
tiendra un  résidtat  dU|degré  m— 1 ,  aimuel  on  appliquera  le 
théoiéme  eonjointement  avec  l'un  de»  pplyn^ei  proposés. 

Soient  donc  j[>our  exemple  les  deux  polynômes  du  qiMi<- 
trièmedeg^ré  - 

:H-f3ic»— 13j:'-|-7j^2 
Résultat  de  la  soustraction }  T*^ , T  i.  ,      «  T. 

1  ,  --1+2 


0  •  , 

7.  Quand  on  applique  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser à  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
un  polynôme  jc"*+  ax"^'  +  ^-3:"*""  +  etc.  et  sa  fonction  déri- 
vée ,  on  voit  que  les  trois  multiplicateurs  sont  m%  — m,  — â. 
Ainsi  on  peut  les  écrire  à  l'inspection  de  la  quantité  proposée. 
En  examinant  la  composition  des  coe£Bicients  des  termes 
du  reste,  on  reconnaît  qu'ils  suivent  une  loi  très-simple  qui 
donne  le  moyen  de  les  obtenir  sans  écrire  la  fonction  dérivée. 
Prenons,  pour  fixer  les  idées,  lé  polynôme  du  cinquième 
degré 

x^+ax^-i-bx^+cx^-^-dx+e 
bx^+^ax^-^-Zbx^+icx+d 
25,  —5,  ^a 


256+25c+25£^+25e 
^ibb—i0c—5d 
— 4a* — 3ab  —Ûae — ad 


ï-««  reste  sera  \ 


iOb 
'ha' 


— 3a6 


— 2flc 


x+^be 
--■ad 
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On  voit  que  chaque  coefficient  est  formé^  de  deux  parties. 
On  obtient  les  premières  en  multipliant  ^  à  partir  du  trdsième 
terme,  les  coeffidmts  6,  c,  «te.  reqpeetivénifiit  par  2,  3, 
4,  etc.  fois  le  degré  du  polynôme ,-  et  les  secondes^  enniul* 
tipliant^  à  partir  du  deuxième ,  les  coefficients  a ,  6 ,  <9  etc., 
tous  par  a  et  par  le-degré  de  chaque  terme.         ^ 

Cherchons  par  cette  méthode,  encore  plusjq^çpéditiTeqae 
la  précédente»  le  reste  de  la  division  de^^ 

x^+âjç^'Sïgi^-f'Sx^O  par  sa  fonction  dérivée, 

/      — 24-P6a+160 
/  —12+12—  10 


Le  reste  sera....  — 36x'+72j:+150 

Si  l'on  a  a—0,  le  reste  s'obtient  encore  {dm  simplement  ; 
car  les  quantités  4a%  ^ab,  etc.,  contenant  toutes  Je  facteur  a, 
se  réduisent  à  zéro  :  de  plus,  les  autres  quantités  10&,15c,etc. 
renferment  le  facteur  commun  5  ou  le  degré  du  polynème 
D'où  il  suit  que  les  coefficients  du  reste  sont  2b,  3c ,  4J, 
5e,  etc. 

Par  exemple ,  le  reste  de  la  division  de 

a:*+7a:'-^x5-.iaa:*+8x5-5x'-2«+2a]P'^  ^/ff 

jtion  dénvée 

sera      +14x6— 27a:5— 52x*+40j:5— 30.r'— 14j:+160 

JNote.  Nous  reviendrons  sur  ce  thécHrème  et  sur  les  auteurs 
qui  s'en  sont  occupés ,  dans  notre  article  interrompu  sar  l'É- 
limination (I,  p.  1 25} .  Tm. 
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THEORIE  ELEMENTAIRE  DES  NOMBRES 

D'après  Euler,  Legendre,  MM.  Gaust  et  Gauchy. 
(  Suite ,  V.  p.  219«  ) 


iS.  a  -)-  1  est  un  nombre  premier  -,  car,  s'il  était  le  pro- 
il  de  deux  facteurs  mn ,  alors  2***—  1  serait  divisible  par 
—  1  et  par  2** —  1  ;  et  par  conséquent  2«+» — 1  n'étant  plus 
nombre  premier,  N  ne  sera  plus  un  nombre  parfait.  Fai- 
ts 2«  =  j:;  alors  N  =  2x'  —  x;  lorsque  ;r  =  l,  N  de- 
nt égal  à  l'unité  ;  donc  N  —  1  est  diiùsible  par  jc  —  1  ;  et 
Q  a  N  —  1  =  {jc —  i)  (2j:+  1)  ;  remplaçant  x  par  sa  va- 
ur,  on  a  l'idenlité  N  =2^(2*+*— 1)=(2«— 1)(2«h-*+1)+ 1  ^ 
ist  essentiellement  pair ,  et  2«  =  (3  —  i)""  ;  donc  â""  est  de 
forme  3  + 1  ;  par  conséquent  2''— l  est  divisible  par  3  ;  il  en 
de  même  de  2«h-i  + 1  ;  donc  N  est  de  la  forme  9  +  1.  Soit 
la  somme  des  chiffres  de  N  ;  N.  la  somme  des  chiffires  de 
;  N,  la  somme  des  chiffres  de  N.,  et*ainsi  de  suite;  tous 
\  nombres,  en  vertu  de  la  propriété  connue  du  diviseur  9 
00  la  numération  décimale,  sont  de  la  forme  9+  1.  Ces 
mbres  vont  toujours  en  diminuant;  le  dernier  de  ces 
mbresest  donc  l'unité,  et  l'avant-dernier  est  dix  ou  une 
issance  de  dix. 

Nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  le  professeur  Wantzel 
démonstration  de  cette  observation  de  Kraffl  (27). 
Le  premier  chiffre  à  droite  de  2*^  étant  4  ou  6 ,  il  en  résulte 
le  le  premier  chiffre  à  droite  d'un  nombre  parfait  est  6 
i8. 


Ann.  de  Mathémat.  111.  23 
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Résidus  négatif  $  y  ditiseur  commun  maximum;  multiple 
minimum. 

29.  Dans  la  division,  si  la  partie  entière  du  qaoUent  est 
trop  faible  à  moins  d'ane  anité  près ,  on  dit  que  la  division 
se  fait  en  dedans,  et  dans  ce  cas  le  résidu  est  positif;  si  la 
partie  entière  est  trop  forte  à  moins  d'une  unité  près,  la  di- 
vision est  dite  en  dehors ,  et  le  résidu  est  négatif. 

L'équation  iï  =  6y  +  r(§i3,p.  214  )  peut  s'écrire 

q+i  est  le  quotient  en  dehors,  et  r —  b  est  le  résidu  néga- 
tif correspondant  ;  exemple  : 

15  =  4.3  +  3:=4.4— 1; 

ainsi  dans  la  division  de  15  par  4 ,  3  est  le  résidu  positif  et 
—  t  le  résidu  négatif.  Les  théorèmes  5,  6,  7  ont  également 
lieu  pour  les  résidus  négatifs. 

30.  La  somme  du  résidu  positif  et  du  résidu  négatif  pris 
positivement^  est  égale  au  diviseur;  car  r+{b  —  r)z=b\ 
donc,  lorsqu'un  de  ces  résidus  est  plus  grand  que  la  moitié 
dudiviseur,  l'autre  est  nécessairement  plus  petit  que  cette  moi- 
tié ;  ils  ne  peuvent  être  égaux  que  lorsque  le  diviseur  est  pair. 

31.  Problèmes.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  nombres  A  et  B. 

l'"*  solution.  Méthode  d'Euclide.  Elle  est  fondée  sur  le  théo- 
rème 5  (p.  216)  ;  si  A  =  B ,  le  diviseur  commun maximam 
est  A  5  si  A >  B,  soit  r,  leur  résidu  ;  ainsi  le  diviseur  cher- 
ché divise  r,  (théor.  5) ,  et  vice  versa  le  diviseur  de  r,  et  de  B 
divise  A  ;  soit  r,  le  résidu  de  B  et  de  r,.  On  démontre  de 
même  que  le  diviseur  commun  cherché  appartient  aussi  à  r. 
etr,;  les  résidus  r,,  /•,,  ^3....  allant  en  diminuant,  on  par- 
viendra nécessairement  à  zéro  ou  à  l'unité.  Dans  le  premier 
cas ,  le  diviseur  correspondant  au  résidu  nul  est  le  diviseor 
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comoiiin  maximum  cherché  ^  dans  le  second  cas,  les  deuiL 
nombres  n'ayant  d'autres  divisemrs  que  Tonité ,  sont  premiers 
entre  eax.  (Euclide,  liv.  YII,  prop.  2;  liv.  X,  prop.  3.) 

2*  solution.  Méthode  de  décomposiiion.  On  décompose  cha- 
que nombre  en  ses  facteurs  premiers.  On  prend  tous  les  fac- 
teurs communs  aux  deux  \  on  donne  à  chacun  de  ces  facteurs 
le  plus  petit  exposant  qu'il  a  dans  les  deux  nombres  ;  le  pro- 
duit de  ces  puissances  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché.  Exemple  : 

504  =  2^3\7  ;     2880  =  2<î.3'5  , 

ainsi  le  diviseur  commun  maximum  de  504  et  de  2880  est 
2».3'  =  72. 

32.  Problème  6.  Trouver  une  limite  pour  le  nombre  d'o- 
pérations à  effectuer  dans  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur ,  par  la  méthode  d'Euclide. 

Solution.  Soient  A  et  B  les  deux  nombres  y  A  >  B  ^  et 
'•«»''.»  '•3  ••••  '•«  les  résidus  ;  n  indique  le  nombres  d'opéra- 
tions et  r^  le  dernier  résidu.  On  suppose  qu'on  prend  tou- 
jours les  résidus  les  plus  petits,  et  au  besoin  des  résidus  né- 
gatifs. Ainsi  on  a  donc 

sans  exclure  Tégalité  (30).  Doue 

^B  B  B 

or  Tn  étant  un  nombre  entier ,  on  a  nécessairement 

^  log.2'  log.2^3' 

donc  w  <  -r  lo?-B  ; 

si  B  a  m  chiffres  /alors  m  >  log.  B  ;  donc  «<—/». 

9 
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Le  plus  souvent ,  le  nombre  d  opérations  est  bien  au-des^ 
•sous  de  cette  limite  ;  ainsi  dès  qu*on  parvient  à  un  résida 
premier  avec  le  diviseur  correspondant,  l'opération  se  ter- 
mine là.  {Firir  1. 1 ,  p.  355.) 

32  (bis).  Théorème  de  M.  Gau$9.  Les  carrés  des  modales 
des  termes  de  la  série  A ,  B,  r,,  r, ,  r, ....  rn  yont  toujours  en 
diminuant. 

Démonstration.  La  proposition  est  évidente  quand  A  et  B 
^nt  dés  nombres  réels.  Si  A  et  B  sont  imaginaires ,  soit 

A  ty 

--=  6  +  Cl ,  beic  sont  réels  ,  et  i  =  k  — 1  ;  soient  6'  et  d 
B 

les  entiers  les  plus  rapprochés  à  ~  près  de  6  et  c  ;  de  sorte 
me  (b  —  fc')'<  7  ;  (c  —  cT<  t  ;  on  a  A  =  B^,+  r,.  Faisons 

^i^tfig  ^nt  ^^  nombres  réels.  De  ces  diverses  équations 
on  tire 

et  passant  aux  modules , 

(6_éT+(c_c')=-ç±f;. 

Le  premier  membre  est  plus  petit  que  -  ;  donc/*  +^,  carré 

du  module  de  r.,  ne  surpasse  pas  la  moitié  de  à'  +  ^\  carré 
du  module  de  B.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Observation.  M.  Gauss  appelle  norme  le  carré  d'un  mo- 
dule ;  cette  expression  abrège  beaucoup  d'énoncés.  Le  théo- 
rème précédent  sert  de  base  à  la  théorie  des  racines  com- 
plexes des  équations. 

Corollaire,  r»  est  diviseur  commun  de  A  et  B ,  et  si  l'on  a 
rfi  =  ±l  ou  bien  rfi  =  =bi,  les  nomlnres  A  et  B  n'ont  pas 
de  diviseur  commun. 
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33.  Problème  7.  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  A,  B ,  C ,  D ,  etc. 

V^  Solution,  Méthode  éPEuclide.  Soit  M  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  A  et  B  ;  on  cherche  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  M  et  G,  et  ainsi  de  suite.  (Euclide,  liv.  YII, 
ptop.  3  î  liv.  X ,  prop.  2-4.) 

2«  Solution.  Méthode  de  décomposition.  On  prend  les  fac- 
teurs premiers  communs ,  avec  leurs  plus  petits  exposants  ; 
on  en  forme  un  produit  qui  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché. 

Corollaire.  En  divisant  tous  ces  nombres  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  les  quotients  n'ont  plus  de  commun 
diviseur. 

34.  Problème  8.  Trouver  le  plus  petit  multiple  de  deux 
nombres  A  et  B. 

l'«  Solution.  Méthode  d'Euclide.  Soit  D  le  plus  grand  com- 
mun diviseur,  a  le  quotient  de  -^  et  6  le  quotient  àejr^  le 

plus  petit  multiple  est  abJ).  (Euclide ,  liv.  YII ,  prop.  36.) 

2«  Solution.  Méthode  de  décomposition.  On  fait  le  produit 
de  tous  les  facteurs  premiers  élevés  chacun  au  plus  haut 
exposant. 

35.  Problème  9.  Trouver  le  plus  petit  multiple  des  nom- 
bresA,B,G,D 

V^  Solution.  Méthode  d^Euclide.  Soit  M  le  plus  petit  mul 
tiple  de  A  et  B;  on  cherche  le  plus  petit  multiple  M.  de  M 
et. G,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  plus  petit  multiple  satisfait 
à hi  question.  (Euclide,  liv.  VII ,  prop.  38,  seulemeat  pour 
trois  nombres.  ) 

2''  Solution.  Méthode  de  décomposition.  Gomme  pour  le 
problème  précédent. 

Observation.  Les  problèmes  5,  7,  8,  9  servent  à  siropIiCer 
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les  fraclions  et  à  les  ramena  au  moindre  dénoninateur 
commun. 

Nombres  congruetUSj  modules  et  congruences. 

36.  DéfiniHon.  Deux  nombres  sont  dits  congrumts  relati- 
vement à  un  troisième  nombre,  lorsque,  étant  divisés  cha- 
cun par  ce  troisième  nombre ,  ils  laissent  des  résidus  égaux  i 
et  ce  troisième  nombre  est  dit  le  module  des  deux  nombres 
congruents. 

37.  Si  a  et  6  sont  congruents  par  rapport  au  module /?, 

pa^uraa— i>=/?  (th.  6,  p.  216);  et  réciproquement, si 

Ton  a  a-^  b^pj  ^  et  b  sont  congruents  par  rapport  an 
module  77.  Une  telle  équation  se  nomme  une  congrumoe. 
Pour  exprimer  fue  a — b  n'est  pas  divisible  par/» ,  noos 

écrirons  a  —  b^p\  et  dans  ce  cas ,  ^i  et  ^  ne  sont  pas  eon- 

gruents  relativement  à  p.  Ainsi  ^  >  p  signifie  que  a  n'est 
pas  dfvisible  par/?.  Si  a>^ ,  ;r  désignant  un  nombre  qui- 
conque supérieur  à  Tunité,  a  est  un  nombre  premier. 

Remarque.  Euclide ,  au  livre  X,  prop.  80 ,  dit  qu'une  ligne 
est  congrue  (irpo(rap{jid;et]  à  une  autre,  lorsqu'elle  satisfaite 
certaine  coiidition  de  commensurabilitè.  Af.  Gauss  a  transporté 
cette  locution  en  arithmétique  et  en  a  fait  la  base  d'une  doe- 
f  rine  qui  fait  époque  dans  la  théorie  des  nombres  ;  l'illustre 
géomètre  écrit  ainsi  les  congruences  a  -=-  b  (mod.  p);  les 
notations  étant  purement  GODrentiontielIes,  lorsqu'^es  n'ont 
^s  eneôre  acquis  la  sanction  des  sièdes ,  on  peut  et  on  doit 
les  changer,  s'il  y  a  avantage.  Legendre  a  adc^té  cette  forme 
a—  fr  ss  M(p) ,  on  M  est  la  lettre  initiale  du  mot  multq[^lica- 

d  ■—  b 
teur  ^  quelquefois  encore ,  il  emploie  cette  forme =«, 

P 
e  étant  la  lettre  initiale  du  mot  entier.  Nous  avons  pensé 

que  le  point ,  étant  déjà  admis  pour  désigner  une  muHipNca- 
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lion,  pourrait  par  analogie  eneore  servir  dans  les  oongruen- 
ces.  On  fait  ce  signe  facilement  et  promptement  ;  ce  qui  est 
un  avantage  pour  le  calculateur  et  aussi  sous  le  rapport 
typographique. 

M.  Gaucby  s'est  servi  des  niots  équivalmts  et  équivolence , 
pour  remplacer  les  mots  congments  et  congruence.  Ces  nou- 
velles dénominations  ne  paraissent  pas  avoir  été  adoptées. 

Théorie  des  résidus  dans  les  progressions  arithmétiques  ,* 
congruences  du  !•'  degré. 

38.  Lemmk  1 .  Etant  données  n  quantités  qudooiiques,  dis-» 
posées  dans  un  ordre  quelconque  sur  une  ligne  liorizontale, 
la  dernière  moins  la  première  est  égale  à  la  somme  des  n —  1 
restes  qu'on  obtient  en  retranchant  chaque  quantité  de  celle 
qui  la  précède.  -^ 

Démonstration.  Soient  a,  a,^  a,^  a, ...  ^n-i,  an  les  n 
quantités ,  on  a  Fidentité 

an—a^{a,^à) H-  {a,—  a,)  +  (a,  — tf.)  + ....  (a,»— ai»-0. 

Corollaire,  Si  ces  différences  sont  toutes  égales ,  on  a 

an  —  a=  (n—  1)  (a,  —  a)  j 

ce  qui  a  lieu  dans  les  progressions  arithmétiques. 
ObservaUcn.'  Ce  lemme  est  la  base  du  cakid  anx  différences 


39.  Lbmiib  2.  Lorsque  les  n  quantités  étant  réelles  sont 
écrites  suivant  leur  ordre  de  grandeur,  la  diffârence  des 
quantités  extrêmes  est  plus  grande  qu'aucune  différenos  entre 
des  quantités  intermédiaires. 

Démonstration.  Soient  a.,  a^^  ai....ap....aq.,,.an^  nquan- 
tîtés  écrites  suivant  un  ordre  ascendant,  on  aura 

Un  —  a.'^aq  —  ap] 

car  aq  —  ap  est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  différences  in- 


termédiaîres,  et  a^  —  a,  est  égale  à  cette  même  somnole,  plus 
les  différences  comprises  entre  ap  et  a^  ;  et  encore  entre  an 
et  âf.  Donc,  etc. 

40.  Lemmb  3.  Si  n  nombres  inégaux  se  succèdent  suivant 
un  ordre  ascendant^  deux  quelconques  de  ces  nombres  ne 
peuvent  être  congruents  par  rapport  à  un  module  plus  grand 
que  kl  différence  des  nombres  extrêmes. 

Démonstration.  Le  module  étant  plus  grand  que  la  diffé- 
rence des  extrêmes ,  est  plus  grand  à  fortiori  qu'une  diffé- 
rence entre  deux  nombres  intermédiaires  (lenmae  2);  le 
module  ne  peut  donc  diviser  cette  différence;  les  deux  nom- 
bres ne  sont  donc  pas  congruents. 

Corollaire,  Divisant  donc  tous  les  nombres  par  ce  module, 
on  obtient  n  restes  différents. 

41.  Théorémb  11.  /z  nombres  entiers  consécutifs  étant  di- 
visés chacun  par  n,  donnent  les  résidus  0, 1 ,2, 3  ....  n — 1, 
dans  un  ordre  quelconque. 

Démonstration.  Ce  théorème  est  une  conséquence  immé- 
diate du  lemme  précédent.  (Disq.  arith.,  sec.  1 ,  §  3.) 

42.  Théorème  12.  Soit  la  progression  arithmétique  a,  2a, 
Za....{n  —  1)^ ,  n  étant  premier  avec  a  ;  si  l'on  divise  cha- 
que terme  par  n,  on  obtient  les  résidus  1,  2,3....7»  —  1. 

DémonitraUon.  La  différence  de  deux  termes  quelconques 
est  ka ,  on  k  <in  '^  et  a  étant  premier  avec  n ,  ka  n*est  dont 
pas  divisible  par  n.  Par  conséquent ,  aucune  différence  n'est 
divisibk  par  n  ;  tous  les  restes  sont  donc  différents  et  moin- 
dres que  /i,  et  aucun  reste  n'est  nul.  Donc,  etc. 

(  Im  suite  prochainement.  ) 
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LES  DEUX  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 

DES   DIAMÈTRES  CONJUGUÉS,   DANS  LES  CONIQUES, 

d'après  Apollonius, 


On  sait  que  ces  deux  propriétés  sont  l'une  des  plus  belles 
découvertes  du  grand  géomètre  ;  il  y  a  peut-être  encore  quel- 
que intérêt ,  au  moins  historique ,  à  connaître  sa  marche  ; 
elle  est  même  plus  simple  que  celle  qui  est  communément 
en  usage.  Nous  allons  indiquer  la  suite  des  propositions 
nécessaires  telles  qu'on  les  trouve  dans  le  livre  YII  )  et  parce 
qu'elles  sont  un  moyen  d'exercice,  nous  supprimons  les 
démonstrations,  et  nous  rendons  les  énoncés  conformes  au 
langage  moderne. 

PsOPOSITiON  II. 

A  sommet  d'une  hyperbole,  A'  second  sommet;  T  un 

A'T  AA' 

point  sur  A  A'  entre  A  et  A',  tel  que  l'on  ait  77=-  = -—  ; 

^  '      ^  AT      paramètre 

soit  AB  une  corde  quelconque;  BE  une  perpendiculaire  sur 

l'axe  A'A  prolongé  ;  on  aura  ^^^-^  =  j^. 

Observation.  La  longueur  AT  est  homologue  au  paramètre 
dans  la  proportion  qui  sert  à  déterminer  le  point  T,  et  comme 
cette  longueur  revient  dans  presque  toutes  les  propositions 
du  VII»  livre,  Apollonius  appelle  cette  longueur  Vhomo- 
logue  y  nom  caractéristique  que  nous  conserverons  ;  si  nous 

désignons  cette  longueur  par  h^  on  aura  ^  =  ^      ■    où  a 
est  le  dcmi-axc  Iransvcrse,  et/?  son  paramètre. 
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Proposition  III. 

A  sommet  d'une  ellipse,  A'  autre  sommet  sur  le  même 
axe;  T  un  point  sur  le  prolongement  de  A  A',  tel  qu'on  ait 

■j=,  =  -r-j^  î  le  reste  comme  dans  la  proposition  précédente. 

Observation.  On  a  A  =  — ^— . 
2a— p 

Proposition  IV. 

A  A' axe  d'une  hyperbole  ou  d'une  ellipse;  C  le  centre, 
GB  un  demi-diamètre  quelconque;  CH  le  demi-diamètre 
conjugué;  BE  une  perpendiculaire  sur  Taxe;  BD  une  tan- 

,    ,„         ^         bd"     de 

gente  rencontrant  1  axe  en  D;  on  a  -^rrrr  =  7^. 
Observation.  La  proposition  Y  est  relative  à  la  parabole. 
Proposition  VI. 

A  et  A'  deux  sommets  d'une  hyperbole;  G  le  centre;  AT 
Vhomologue  par  rapport  au  sommet  A  ;  AT  V homologue  par 
rapport  au  sommet  A  {voir  proposition  II) ,  de  sorte  qu'on 
a  AT  =  A'T  ;  les  points  T  et  T' sont  entre  A  et  A'  ;  B  point 
pris  sur  l'hyperbole  dont  le  sommet  est  A;  BD  une  tangente 
en  B,  rencontrant  Taxe  AA'  en  D;  GB  un  demi-diamètre; 
GH  le  demi-diamètre  conjugué  à  GB  ;  AL  corde  parallèle  à 
CH  et  à  BD;  LM  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  ;  on  aura 

CB^^MT 
CH^  ""  UT' 

PROPosmoN  VII. 
Même  proposition  pour  l'ellipse ,  les  points  T  et  T'  sont 
sur  le  prolongement  de  l'axe  AA'. 

Proposition  VIII. 
Mémos  constructions  et  notations  qu'en  VI  et  VII.  Soit 
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Y  une  moyenne  proportionnelle  entre  MT  et  MT',  on  aura 

AA^'        _  AT.MT 
4[CB'+CHT""[MT  +  Y]' 

Proposition  IX. 

Mêmes  constructions  et  notations  qu'en  YI ,  VII  et  YIII; 
AT.MT    _       AA^' 
^"  ^  [MT  -  Y]^  -^  4  [CB  — car 

Proposition  X. 

A  A'*  A'T* 

Mêmes  constructions  et  notations;  on  a  ,  ^p^„  =  -^r"» 
eltipse. 

Proposition  XL 
Môme  proposition  pour  Thyperbole. 

Proposition  XII. 
Dans  l'ellipse ,  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
axes. 

Proposhion  XIII. 

Dans  l'hyperbole,  la  différence  des  carrés  des  axes  est  égale 
à  la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués 
quelconques. 

Observations.  Apollonius  déduit  ces  deux  dernières  pro- 
positions des  propositions  YII  et  YIII ,  qui  reviennent  iden- 
tiquement à  celle-ci  -.  la  somme  (algébrique)  des  carrés  des 
projections  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  sur 
un  axe  est  égale  au  carré  de  cet  axe;  au  lieu  d'un  axe  on 
peut  même  prendre  un  diamètre,  pourvu  qu'on  fasse  les 
projections  parallèlement  au  diamètre  conjugué  à  celui  sur 
lequel  on  projette;  ainsi  la  méthode  analytique  de  M.  Ger- 
gonne  (t.  I,  p.  945)  est  la  traduction  algébrique  de  la  mé- 
thode synthétique  d'Apollonius. 
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Proposition  XXXï. 

Si  l'on  mène  deux  diamètres  œDJagués  quelconques  dans 
Fellipse,  ou  entre  les  hyperboles  conjuguées,  le  parallélo- 
gramme construit  avec  ces  diamètres,  est  égal  au  rectangle 
construit  sur  les  axes  ;  pourvu  que  les  angles  du  parallâo- 
gramme  soient  égaux  aux  angles  formés  au  centre  pour  les 
diamètres  conjugués. 

Apollonius  n'a  ici  recours  qu'à  la  proposition  IV  ;  con- 
servons les  mêmes  constructions  et  notations;  par  H  menons 
une  tangente  rencontrant  en  1  la  tangente  BD  et  en  D'  Taxe 
AA',  la  figure  GBIH  est  un  parallélogramme;  et  on  sait 
par  la  géométrie  élémentaire  que  l'aire  de  ce  paraUélo- 
gramme  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires 
doublées  des  triangles  semblables  DBG,  D'HG;  or,  d'après  la 
proposition  lY,  Apollonius  démontre  facilement ,  emprun- 
tant le  langage  moderne ,  que  l'aire  doublée  du  triangle 

DBG  est  —  et  l'aire  doublée  du  triangle  lyHG  est  —  ;  a , 

h  étant  les  demi-axes  principaux;  et  j:  et^  les  coordonnées 
du  point  B ,  donc  l'aire  du  parallélogramme  est  ah ,  etc. 

La  proposition  lY  est  une  transformation  de  celle-ci  :  le 
produit  des  distances  des  extrémités  d'un  diamètre  D  à  deux 
diamètres  -conjugués  quelconques  est  égal  au  produit  des 
distances,  à  ces  mêmes  diamètres,  de  l'extrémité  du  diamètre 
conjugué  à  D  ;  c'est  l'interprétation  géométrique  de  la  troi- 
sième équation  de  M.  Gergonne  (t.  I ,  p.  246). 

III.  Apollonius  ne  donne  pas  la  solution  du  problème  où 
il  s'agit  de  trouver  les  axes  au  moyen  de  deux  diamètres 
conjugués.  Gette  solution  se  trouvait  probablement  dans  le 
livre  YIII*  qui  ne  nous  est  pas  parvenu  ;  elle  est  d'ailleurs 
une  conséquence  de  la  proposition  lY,  puisqu'on  en  déduit* 
que  le  produit  des  deux  segments  d'une  tangente  interceptée 
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entre  les  deux  axes  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  con^' 
jttgué  à  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact  ;  ce  qui  sulh 
siste  encore  lorsqu'on  remplace  les  axes  par  des  diamètres 
conjugués  quelconques. 

C'est  précisément  y  en  se  fondant  sur  cette  propriété ,  que 
Pappus  donne  la  solution  du  problème,  dans  le  huitième  et 
dernier  livre  de  la  collection  (Prop.  XIV).  Comme  il  a  dédié 
ce  livre  à  son  fils  Hermodore ,  à  l'usage  duquel,  dit-il ,  il  a 
réuni ,  tout  ce  qui  se  trouve  d'épars  dans  les  écrits  de  divers 
géomètres  et  surtout  d'Apollonius,  qu'il  ne  fait  que  com- 
menter et  transcrire,  il  est  probable  que  cette  solution 
que  Pappus  a  placée  dans  son  huitième  et  dernier  livre  est 
ceUe  qu'Apollonius  avait  mise  aussi  dans  son  huitième  et 
dernier  livre  -,  on  peut  étendre  cette  construction  à  l'hyper- 
bole. Euler,  dans  ses  mémoires,  donne  trois  constructions 
difiérentes  pour  résoudre  ce  problème.  (Novir-Comment.  VII, 
1750-51)^  au  moyen  des  diamètres  conjugués,  il  trouve 
la  direction  du  diamètre  égal  à  l'un  d'entre  eux  ;  dès  lors  la 
bissection  d'un  angle  donne  les  directions  des  axes. 

IV.  Dans  ces  derniers  temps ,  M.  Chasles  a  indiqué  pour 
l'ellipse,  cette  construction  d'une  élégance  remarquable. 
Soit  O  le  centre  de  la  courbe  ;  0  A ,  OB ,  deux  demi-diamètres 
conjugués  ;  par  le  point  A,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
AI  sur  OB  ;  et  sur  cette  perpendiculaire,  on  prend  de  part 
et  d'autre  AE,  AE'  égaux  à  OB  ;  on  tire  les  droites  OE,  OE'j 
les  bissectrices  de  l'angle  EOF,  et  de  son  supplément  sont 
les  axes  principaux  de  l'ellipse,  le  grand  axe  est  égal  à  la 
somme  des  droites  OE,  OU  et  le  petit  axe  est  égal  à  leur 
différence ,  et  le  grand  axe  traverse  Tangle  aigu  formé  par 
les  diamètres  conjugués  donnés;  '  ^ 

L'auteur  a  été  conduit  à  cette  construction  en  résolvant 
le  problème  analogue  pour  les  surfaces  du  second  degré. 
{j4perçu  historique,  p.  45);  la  vérification  immédiate  est 
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facile.  Soit  OA  =  ât ,  OB  =  AE  =  AE'  :±=  6 ,  sin  BOA = sinv  ; 
prenons  OA  pour  axe  des  x,  OB  poor  axe  des  y\  il  vient 
AI=:âsin7,  EIa=5tf8in7— ô,  E'I  =  ^ï8in7+6,  OF=d"+ 
4.6»«-2aèsin7,  OF'=û*+6'+2^ï6sin7;  ainsi ,  d'après  les 
deux  propriétés  fondamentales,  OE+OF  est  égal  au  grand 
axe,  et  OE— OE'  ou  OEf  — OE  égal  an  petit  axe  ;  les  coor- 
données dupoint  E  sont  6cot7,  a— 6coBée.7;  l'équation  du 

6c08'y 

diamètre  OE  est  donc^  =  — : —r^-i  el  celle  du  dia- 

tf8m7 — h 

mètre  OE'  estj^=:—    ^^^ 


asin74-^* 

Les  deux  coefBcients  angulaires  vMfient  l'équation  13 
(T.  II ,  p.  29) ,  dans  laquelle  k^a\  B=c,  Ces  V  ;  ainsi  les 
diamètres  OG ;  OE'  sont  égaux,  donc ,  etc.  Cette  bdle  con- 
struction ne  s'applique  pas  à  Thyperbole  ;  en  désignant  par  K 
le  point  où  un  axe  principal  rencontre  la  droite  EE'  il  est  fa> 

OE       KE 

cile  de  démontrer  directement  que  Ton  a  ;r=,  =  ==,  \  donc 

l'axe  est  une  bissectrice  de  l'angle  EOE'. 

Un  prochain  article  sur  les  noms  des  coniques,  les  para- 
mètres et  les  foyers,  selon  Apollonius.  Tm. 


NOTICE  BIBUOGRAPHIQUE  SUR  APOLLONIUS. 


Aucun  renseignement  ne  nous  est  parvenu  sur  la  vie  pri- 
vée d'un  homme  que  l'antiquité  a  surnommé  le  grand  géo- 
mètre ;  titre  qu'il  a  conservé  chez  les  modernes.  On  sait 
seulement  qu'il  est  né  à  Perge  (Pampbylie) ,  au  temps  de 
Ptolémée  Évergète,  qui  a  commencé  à  régner  en -^247; 
c'estce  que  nous  apprend Héraciius,  auteur  d'une  vied'Archi- 
mède,  et  cité  par  Eutocius.  Il  étudia  les  mathématiques  à 
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Alexandrie,  chez  les  disciples  d'Ëuclide,  et  acquit  sa  plas 
grande  célébrité  sous  Philopator,  mort  en  — 205  ;  ainsi  il  a 
siiivi  Arcbimède  d'environ  un  demi-siècle ,  et  précédé  de  peu 
Géminuset  Hipparque,.  Il  est  probable  que  se  dévouant  entiè- 
rement à  la  science ,  Apollonius  a  mené  une  vie  studieuse  et 
méditative  dans  l'Académie  d'Alexandrie.  Nous  savons  tou- 
tefois qu'il  a  fait  quelques  excursions  à  Pergame  et  à  Éphèse. 
Il  a  composé  beaucoup  d'ouvrages ,  dont  deux  seulement 
nous  sont  parvenus,  et  a  eu  quatre  commentateurs  :  Pappus, 
Hypatie,  Serenus  et Eutocius.  Le  [nremier  etle  dernier  existent 
encore.  Pappus,  au  commencement  du  septième  livre  ,  qu'il 
dédie  à  son  fils  Hermodore,  donne  la  liste  suivante  de  ces 
ouvrages ,  avec  quelques  indications  sur  leur  contenu. 

1.  De  Seclione  proportionis  (itep{  X670U  àiioTot«)<;)  ;  faire  des 

sections  en  vue  de  certains  rapports.   Pappus  en  donne 

l'exemple  suivant  :  deux  droites  sont  données ,  et  sur  chaque 

droite  un  point  fixe  0,0';  par  un  troisième  point  donné  , 

mener  une  transversale  qui  coupe  les  deux  droites  en  deux 

OP 
points  P  et  P'  tels  que  Ton  ait  r^^  =  un  rapport  donné.  Cet 

ouvrage  contient  deux  livres.  Il  existe  en  arabe  et  une  traduc- 
tion latine  en  a  été  publiée  par  Halley ,  sous  ce  titre  :  j^pollonii 
Pergcei  de  secHone  rationis ,  Ub.  II;  ex  arabico  MS.  latine 
versi^  accedunt  yusdem  de  sectione  spatii^  lib.  II,  restitua 
Oxonia,  1706,  in-8*;  ouvrage  rare,  n'ayant  été  tiré  qu'à 
quatre  cents  exemplaires. 

2.  De Spatii sectione  (x^p^oM  àTcoxofXTjdj^en  2  livres;  mener 
des  transversales  qui  retranchent  des  espaces  donnés;  perdu. 

3.  Determinatâ  sectione  (8eopi<T(jiv)3c  TOfXTjc;),  en  2  livres, 
contenait  83  théorèmes  et  51  lemmes }  Pappus  en  cite  un 
exemple  :  plusieurs'  droites  données  sont  coupées  par  une 
transversale,  trouver  sur  cette  transversale  un  point  tel  que 
ses  distances  aux  points  d'intersections  de  cette  transversale 
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>aTec  les  droites  aient  une  relation  donnée  -,  problème  déter- 
miné; ouvrage  perdu. 

4.  De  Tactianibus  (ènatp&v),  en  2  livres,  contenait  20 
lemmes,  60  théorèmes  et  21  problèmes;  renfermait  la  sola- 
tion  de  tous  les  problèmes  où  il  s'agit  de  mener  un  oerde 
tangent  à  des  droites,  à  des  cercles,  et  passant  par  des 
points  donnés.  Pappus  donne  Ténumération  de  ce  genre  de 
problèmes  ;  ouvrage  perdu. 

5.  De  Cont?er9en<fbus(veuQreb>v),  en  2  livres,  125  théorèmes 
«t  28  lemmes  ;  traitait  à  ce  qu'il  paraît  des  droites  qui  se 
dirigent  vers  un  même  point ,  des  faisceaux  convergents  ; 
ouvrage  perdu. 

6.  Plants  Lods  (toiccov  èitiitiScov).  Sur  les  lieux  géométri- 
ques de  la  droite  et  du  cercle.  Exemple  !  Deux  droites  passant 
par  deux  points  fixes,  font  un  angle  donné,  le  lieu  du  sommet 
^t  un  cercle;  contenait  en  2  livres,  147  théorèmes  et  2 
lemmes  ;  perdu.  (La  suite  prochainement.) 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

d'un  point  du  grand  axe  d'une  ellipse  qui  se  meut  en  restant 
tangente  à  deux  droites  fixes. 


VAB,    M.    léOVia 

élève  du  collège  royal  de  Micon. 


La  solution  générale  que  nous  allons  donner  de  ce  pro- 
blème est  fondée  sur  cette  propriété  de  l'ellipse,  que,  si  od 
décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  une  circonférence, 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  les.tan- 
gentes  se  trouvent  tous  sur  celte  circonférence. 

I.  Supposons  d'abord  que  le  point  pris  sur  l'axe  soit  le 
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fojtfj  et  que  les  deuic  tangentes  soient  réctangoIaires.Si  on 
considère  l'ellipse  dans  une  quelconque  de  ses  positions ,  on 
obtiendra  les  coordonnées  du  foyer,  eu  abaissant  de  ce  point 
des  perpendiculaires  sur  les  deux  tangentes.  Les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  se  trouveront,  d'après  le  théorème  que' 
nous  venons  de  citer,  sur  une  circonférence  décrite  sur  le 
grand  axe  comme  diamètre  ;  et  le  problème  sera  ramené  au 
suivant  : 

Étant  donnés  une  circonférence  de  cercle  et  un  poirU  F  sUué 
à  une  distance  c  du  centre^  trouver  la  releUion  qui  existe  entre 
les  deux  droites  rectangulaires  menées  du  point  F  à  la  circon- 
férence (6g.  44). 

Posons  FP==^,  FQ  =  j:,  OP  =  tf  et  c^\/d'—b\ 
Les  deux  triangles  OFP  et  OFQ  nous  donneront  : 

cosOFP  =  -^ =^ —  =-^  cosAFP , 

cosOFQ  = =  — =  —  sin  AFP. 

^  2cx  2cx  ,. 

Ajoutant  ces  deux  équations,  après  les  avoir  élevées  au  canrré^  • 
on  trouve 

Cette  équation  peut  se  mettre  aussi  sous  la  forme  : 

et  c'est  sous  cette  forme  qu'on  la  trouverait  immédiatement^ 
en  exprimant  que  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées 
des  foyers  sur  les  tangentes  est  égal  à  b%  et  que  la  distance 
des  deux  foyers  est  égale  à  2c. 

Il  résulte  de  la  solution  que  nous  avons  donnée  et  de  Té» 
nonce  qiéme  du  problème,  que  Ton  devra  trouver  la  ménfe 

ÂRN.  DE  MATHfiM.  UL  2^ 
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éqpaUon  pour  la  courbe  décrite  par  le  lecond  foj^,  et  qne 
peadant  que  te  premier  foyer  décrira  une  portiM  de  la 
eourbe,  le  deuxième  foyer  décrira  l>jautre.  Quant  i  l'équa- 
tioo  (1)  ^  elle  nous  montre  immédiatement,  diaprés  sa  forme, 
que  Tori^ine  est  un  centre.,  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rappcùrt  au^  deux  axes  et  i  leurs  bissectrices ,  et  que  les  por- 
tions de  la  courbe  comprises  dans  les  angles  j^ox',  jr'oor'  et 
yox  sont  tout  à  fait  semblables  à  la  partie  comprise  dans 
l'angle ^o;r.  Nous  pouvons  donc»  dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
nous  contenter  de  considérer  cette  dernière  portion  de  courbe 
décrite  par  une  ellipse  qui  ne  sort  pas  de  l'angle  jrox.  On 
remarque  encore  que  l'équation  est  satisfaite  par  x  =  0  et 
j^  =  0  ;  mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  que  la  courbe  passe  à 
l'origine,  car  si  Ton  résout  l'équation  par  rapport  à  j^,  et 
que  l'on  cherche  les  conditions  de  réalité  des  racines,  od 
trouve  que  les  valeurs  de  x ,  et  par  suite  celles  de^  (  à  cause 
de  la  symétrie),  sont  comprises  entre  a  +  V/a* — 6*  et 
tf  — \/a'-r-6^.  L'origine  est  doqç  un  point  isolé.  On  con- 
clut encore  de  là  que  la  courbe  n'a  pas  de  branches  Infinies  \ 
€B  qut  nous  annaocent  aussi  le^  considératiODS  géométriques 
du  problème. 

En  résolvant  l'équation ,  on  trouverait  facilement  la  forme 
de  la  courbe  tracée  dans  la  figure  45  :  mais  nous  préférons 
construire  la  courbe  par  points  et  la  discuter  d'après  celte 
construction. 

Au  point  F  élevons  une  perpendioulaire  ai|  diamètre  OF^ 
et  prenons  pour  axes  les  lignes  FA  et  FB.  Gela  fait,  voici 
cmimieiit  on  constmira  ke  différents  points  de  la  coerbe  :  par 
le  poHit  F  on  mènera  itoux  droites  rectangulaires  quatoea- 
qnea,  et  on  oessidérera  lesKgnes  FA,  FD  eùaam  les  âbsdi^ 
ses,  et  les  lignes  FB,  FG  comme  les  ordonnées.  Ignsaita,  on 
rabattra  par  des  arcs  de  cercle  ces  longueurs  sur  leaaxes  FX, 
FYf  eC  prenant,  pour  chaque  absdsse,  les  den  otdoMiées 
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correspondaintes,  on  déterminera  quatre  points  de  la  courbe. 
En  continuant  aiùsi ,  on  trouvera  la  forme  de  courbe  tndt- 
quée  par  la  figure  4d. 

Mous  allon3  maintenaoi  chercher  les  points  remarqnaUea* 
Occupops*nou$  des  limites  patallèlément  à  Taxe  .des  ^.)  On 
sait  que  si ,  par  un  point  F  pris  dans  un  cercle,  on  mène  dif- 
férentes lignes ,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  sont  les  ligties 
FA  fH  FO  comptées  sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  F, 
et  que  de  FA  à  FD  la  ligne  menée  du  point  F  à  la  dreonfé* 
rence  va  toujours  en  croissant.  Il  résulte  de  là  que  FA  et  FD 
seront  )ies  limites  des  abscisses.  Et  comme ,  dans  ce  cas,  à  la 
même  abscisse  correspondent  deux  ordonnées  égales  FI  et 
FQ,  on  obtiendra  par  la  considération  de  ces  ordonnées,  pour 
l'abscisse  FA,  deux  points  réunis  en  un  seul  au  point  K  y  et  peur 
rabsdsse  FD,  deux  antres  points  réunis  en  R.  Gonmie  la 
courbe  est  symétrique  par  rap|K>rt  aux  bissectrices  des  angles 
des  axes ,  les  limites  prises  parallèlement  à  Taxe  des  abscisses 
seront  absolument  les  mêmes  que  pour  Taxe  des  ordonnées. 
On  aura  ainsi  deux  autres  points  extrêmes  N  et  L 

On  peut  déterminer  facilement  les  points  im  la  oéurbe 
coupe  la  bissectrice  ;  il  suflBit  pour  cela  de  faire  au  p<9inl  F, 
de  chaque  c6té  du  diamètre,  un  angle  de  45  degrés.  On  aura 
alors  quatre  coordonnées  égales  deux  à  deux,  qut  seront 
eelles  des  points  cherchés. 

2.  On  peut  construire  la  courbe  4'une  autre  moii^  aussi 
simple.  Pour  cela  nous  remarquons  que ,  si  nous  décrivons 
du  centre  de  l'ellipse  une  circonférence  avec  un  rayoû  égal 
ka^  nous  couperons  les  axes  en  quatre  points  dont  les^is^- 
tances  à  l'origine  seront  les  coordonnées  des  tojem.  Les  lon>^ 
gueurs  de  ces  lignes  ne  dépendent  donc  que  des  diverses  posi- 
tions du  centré  pendant  lé  mouvement  de  l'ellipse.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  le  centre  décrit  un  arc  de  cercle  limité  par 
deux  parallèles  aux  axes,  16  etQS  menées  à  la  distance  b;  car 
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il  est  toujours  distant  du  sommet  de  TaDgle  droit  formé  par  les 


deux  tangentes,  de  la  quantité  constante  \/a*+  h\  et  sa  plus 
courte  distance  à  la  tangente  est  égale  à  6.  On  peut  remar- 
quer que  le  centre  décrit  deux  fois  le  même  arc ,  puisqu'il 
ne  peut  pas  dépasser  deux  lignes  fixes ,  et  qu'après  la  rotation 
entière  de  l'ellipse ,  il  revient  à  sa  première  position. 

La  portion  de  cercle  comprise  entre  les  deux  parallèles 
étant  tracée ,  d'après  les  remarques  précédentes ,  il  suffira , 
pour  déterminer  les  différents  points  de  la  courbe,  de  décrire 
de  tous  les  points  de  cet  arc  de  cercle  une  circonférence  d'un 
rayon  égal  à  a ,  qui  coupera  les  deux  axes  chacun  en  deux 
points.  On  obtiendra  ainsi  les  coordonnées  de  quatre  points , 
etoq  déterminera,  en  opérant  ainsi,  la  forme  de  la  courbe 
déjà  trouvée  {fig.  45). 

Il  est  bien  évident  qu'on  aura  les  points  limites  en  décri- 
vant la  circonférence  des  deux  extrémité^  de  l'arc  m ,  et  les 
points  situés  sur  la  bissectrice  en  la  décrivant  du  milieu  de 
cet  arc. 

3.  Connaissant  le  lieu  décrit  par  le  foyer,  nous  allons  dé- 
terminer facilement  celui  d'un  point  quelconque  pris  sur 
l'axe.* 

SoitM  ce  point  pris  sur  l'axe  (/î^.  44).  II  est  facile  de  voir, 
en  menant  les  coordonnées  du  point  M  et  les  coordonnées 
parallèles  du  foyer,  que  si  on  projette  M  sur  FP  et  FQ  en  H 
et  E ,  les  lignes  PH  et  Q£  seront  les  coordonnées  ( j/,  y)  du 
point  M.  Il  résulte  de  là  que  si  nous  pouvons  exprimer  FP 
etFQ  (j^,  x)  au  moyen  de  PH  et  QE  (y,  x')^  ensubsti- 
tuant  les  valeurs  de  ^  et  de  j:  dans  l'équation  du  foyer,  nous 
aurons  une  relation  entre  j^'  ety .  Soit  FM  =,  /.  On  a 


^=y  +  HF,     HF  =  /cosBFA  =  / 
d'où  y  =y  +  / 


2cr 

2€y      ' 
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ou  bien  en  effectuant  : 

.  (2c + /)  y  —  2cyy — Ib* = 0.  * 

En  posant  (2c  +  /)  =  A  et  (2c  +  l)lb'  =  k^  on  lire  de  là  la 
valeur 


cy±Kcy^+A: 

^= jr . 

On  Toit  bien  que  Ton  aura  aussi 

cx'±yc'x'+k 
^= — h — • 

Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  nous  trouvons 
pour  réquation  du  lieu  cbercbé  : 

(2)  [c  {k  +  b'h*)  y  +  (k  —  b'h^)  i/cy  +  kV  + 


+  c  (  ^-.  b'h')  jc'-\-  [c-^b'h')  Kc^x'*-f  Jt=4c''n. 

En  élevant  au  carré  et  faisant  les  opérations  nécessaires 
pour  révanouissement  des  radicaux ,  on  arrive  à  une  équa- 
tion en  a?  et  y  du  huitième  degré.  Mais  après  quelques  pré- 
parations ,  on  voit  qu'elle  ne  contient  que  des  termes  en  xy^ 
or'^+y,  x'*+y^  ou  bien  ((^•H-yT  — 2a/y))  ;  et  que 
par  conséquent  en  la  transformant  en  coordonnées  polaires, 
elle  sera  fonction  de  p  et  de  sin2a).  En  élevant  au  carré  une 
seconde  fois ,  on  trouve  une  équation  bicarrée  par  rapport  à 
sin2&>,  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  à  cette  variable. 

4.  Voyons  maintenant  si,  en  faisant  certaines  hypothèses,  on 
ne  pourrait  pas  faire  disparaître  immédiatement  les  radicaux. 

Cela  arrive  évidemment  lorsqu'on  pose  c=0,  Al-i-6'A*=0, 
ou  bien  encore  k  —  ôV*'  =  o. 

En  développant  ces  deux  dernières  conditions ,  elles  nous 
donnent  les  relations  /  =  —  c  et  c  =  0.   . 

La  première  relation,  /= — c,  nous  indique  que  le  point  M 

(*)  Cette  équation  n'étant  pas  homogène  est  évidemment  fausse.       Tm; 
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est  le  centre  même  de  l'ellipse.  En  Taisant  dans  réquation(â) 
^  +  ^'^*  =  0  et  /=  — c,  on  trouve  an  cercle  dont  le  rayon 


est  égal  à  Va'+b\ 

Nous  voyons,  d'après  la  valeur  c  =  0^,  que  l'ellipse  se 
change  en  une  circonférence  y  et  en  faisant  cette  hypothèse 
dans  réquaUon ,  on  trouve  le  résultat  ar'*+y  =  T,  c'est-à- 
dire  que  le  point  M  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  est  /.  Ce 
qui  était  évident  â  priori. 

Si  le  point  M  est  le  sommet ,  Téquation  n'offre  rœn  de 
remarquable. 

5.  Maintenant  nous  supposerons  que  l'angle  des  deux  tan- 
gentes soit  quelconque ,  et  nous  aurons  à  chercher  : 

Le  lieu  géométrique  des  points  du  grand  axe  d^ufie  ellipse 
gui  se  meut  en  restant  tangente  à  deux  droites  fixes  faisant  un 
angle  quelconque. 

Si  nous  rapportons  la  courbe  à  ces  deux  tangentes  fixes 
prises  pour  axes ,  les  coordonnées  de  ses  différents  points 
s'obtiendront  en  divisant  par  l'angle  des  axes  les  perpendi- 
culaires abaissées  du  point  décrivant  sur  ces  lignes.  La  ques- 
tion est  donc  ramenée  à  trouver  une  relation  entre  ces  per- 
pendiculaires. 

En  supposant  d'abord  qne  le  point  que  Ton  considère  soit 
le  foyer ,  nous  refn-endrons  les  calculs  comme  dans  !e  pro- 
blème précédent.  Seulement,  arrivé  au  point  où  la  première 
soluti(»i  exige  que  l'angle  PFQ  soit  droit ,  il  faudra  seole- 
ment  exprimer  que  cet  angle  est  constant.  Yoici  comment 
nous  continuerons  les  calculs  - 

Posons      cosPFQ  =  m  =  cos(PFA  +  AFQ). 
Nous  déduisons  de  là 

(w  —  cosPFA  cosAFQ)'  ==sin'PFA  sin'AFQ. 

Il  suffit  maintenant,  pour  avoir  notre  relation  cherchée, 
de  remplacer   cosPFAcosAFQ  et  sin'PFA  sin*AFQ  par 
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leurs  yalenrs  e»  fo&ctions  de  or  et  j^,  vaieiiri  trouvées  dans 
le  premier  problème.  ; 

On  déduira  de  ee  lieu  celui  d'un  point  quelconque  pris  sur 
l'axe  ^  tout  à  fait  de  la  même  manière  que»  dans  la  première 
partie. 

Ainsi  le  problème  est  téstiku.  généralement  pour  un  poiQt 
quelconque  du  grand  axe. 

6.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  nous  avons  supposé  que  le 
point  qui  décrit  la  courbe  est  un  point  quelconque  de  l'axe. 
Si  nous  supposons  maintenant  que  ce  point  soit  pris  comme 
on  voudra  sur  le  plan  de  Fellipse ,  l'angle  OFM ,  au  lieu 
d'être  égal  à  deux  angles  droits,  sera  égal  à  un  aigle  con- 
stant quelconque  ;  et  la  seule  différence  entre  ce  cas  et  celui 
que  nous  avons  examiné  précédemment,  proviendra  de  ce 
que  le  cosinus  de  l'angle  HFM ,  au  lieu  d'être  égal  à 
—  cosOFP,  sera  égal  à  cos(OFM  —  OFP).  Le  sinus  de  l'an- 
gle OFP  entrera  dans  l'expression  de  cosHFM ,  ei  si  on 
calcule  sa  valeur  au  moyen  de  celle  de  cosOFP  trouvée  pré- 
cédemment, on  introduira  j^'  sous  un  radical ,  dans  l'expres- 
sion de  jr  ;  alors  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  f  au 
moyen  ûef  ne  sera  plus  du  second  degré.  On  aura  bien  en- 
core, de  cette  manière,  un  nombre  suffisant  d'équations  pour 
résoudre  le  problème  ;  mais  on  ne  pourra  pas  faire  l'élimi- 
na tiou  comme  dans  le  cas  précédent. 

Note,  i .  On  parvient  directemetit  et  promptement  à  ces 
solutions  en  faisant  lisage  de  nos  foriànules  générales.  Pre- 
nons les  deux  tangentes  pour  axes  des  coordonnées;  on  aura 
/  =  /=:0;  or  m  =  V — 4AG;  remplaçant  A^  B,  G  par 
leurs  valeurs  en  k^  k\L^  il  vient 

4L*       2kl^n    ,    ^  _     '• 


m 


rrt?        sin'y  ' 


où  r  négatif  est  le  produit  des  carrés  des  demi-axes  dans  ïeh 


Iip$c ,  et  r  positif  le  même  produit  dans  l'hyperbole.  On  a 

N  =  A  +  C— -Bcos7  = — =i 

.  *LN  _^  k'+k'+ii{kli!+mn)coty  _ 

dans  cette  expression ,  «  est  la  somme  algébrique  des  carrés 
des  demi-axes  (t.  I ,  p.  493,  YII  )  ;  ainsi  r  et  «  sont  des  qnan^ 
tités  données. 
2.  Centre.  Soient  j:  et  ^  les  coordonnées  da  centre  \  donc 


m  m 


on  a  donc 


n:     ^      Il  r 

— +  2jcr— =  -7-;- 
m*  m       sm  7 

et  j:'+ J^*+  2jrx  cos  7  +  2  —  COS7  =  5  ,• 

....  «... 

éliminant  -  ,  il  vient 

m 
(r*  +  •^'—  *)'—  ^^y*  COS'7  =  rcot'7  ; 
lien  du  centre  ;  courbe  du  4«  degré ,  n'ayant  point  de  bran- 
ches inflnieset  du  premier  genre  (Euler,  Inlrod,  t.  II,  lib.  w^ 
§  261)  ;  si  7  ==  1%  elle  se  réduit  à  un  cercle  double. 

3.  Foyer.  Soient  X  et  Y  les  coordonnées  du  foyer,  et  tou- 
jours j:  et  ^  celles  du  centre  ;onaX  =  a  —  j:;y  =  p  — y  \ 
a'  sin*7=  ^'sin'7  —  b'  •  p^sin'7  =  y sin'7  -  6'  (t.  II ,  p.  430)5 

4AL       h'  .         ,    4CL 

car  — ^=:-^  =  j:^;     et    —^=y'; 

m  m  m 

d'où  (j:4-  X)*  sin'7  =  x^  sin'7 —  b^ ,  et  de  là 

Z»'4.X'sîn'7 


JC  = 


2Xsin7 


et  de  même  y  = ^^  .  ,     ,• 

2Y  sm  V 
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^obsliioant  ces  valeurs  dans  le  lieu  da  centre,  il  vient    ' 

[6*  (X'+r) +rX'  (r+  X'—  45)  8in*y  +  WY^^'H*  sinV]*— 
—  4X«r[6'+X'sin»7]  [^"4-Y'*sîtf7]  C08y=  16rY*X*co8'ysia«v, 

lieu  des  foyers  ;  courbe  du  12'  degré.  Si  7  =  1*,  la  courbe  est 
du  6*  degré  et  la  même  que  celle  de  M.  Ferrier .  Ceci  est  pour 
l'ellipse  et  Tbyperbole  ;  pour  la  parabole  dont  le  paramètre 

est  donné ,  =^  est  une  quantité  constante  =c/i'  (t.  I ,  p.  494)  ; 

hV  =  2kkn,  N=  ^^ — -— ?.  aetp  étant  les  coor- 

4L 

données  du  foyer,  on  a  a  r=  "7  ;  ;  p=:_^^  (t.  II, p. 432); 

4INL  4NL 

d'où  Ton  déduit  facilement 

/>"  («'+  P'+  2ap  COS  7)  =  JC'f  ^ 

Si  7  =  1',  on  trouve  Téquation  (3)  de  la  p.  299 ,  t.  I. 

4.  Pour  un  point  quelconque  du  plan ,  voir  a  solution  de 
M.  Rispal,  p.  226  de  ce  volume.  Tm. 


QUESTIONS  D  EXAMEN. 

Surfaces  et  volumes  engendrés  'par  les  polygones  réguliers , 
lorsqu'ils  tournent  autour  d'une  perpendiculaire  au  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit  menée  par  le  sommet  auquel 
aboutit  ce  diamètre. 

PAR  M.  HUBT, 

ancien  professeur  de  mathématiques  spéciales  à  l'École  de  Sorrézc , 
régent  de  mathématiques  spéciales  au  collège  de  Pamiers. 


Nous  adopterons  dans  la  *  résolution  de  ces  questions,  les 
mêmes  notations  que  celles  que  nous  ayons  employées 
p.  353,  t.  II;  seulement,  pour  varier  les  difficultés,  nous 
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chercherons  directement  les  expressions  deif  Tolnmes  et  des 
surfaces  que  nous  nous  nous  proposons  de  trouver  en  fonc- 
tion du  rayon  R  du  cercle  circonscrit.  La  marche  que  nous 
allons  suivre  est  d'ailleurs  la  même. 

SURFAGBS   BNGKNORÉKS. 

V  Triangle  (fig.  46). 

Surf.  T  =  surf.  CB+2sorf.  AB  «  2irBF.GB+29rBF.AB  = 

2BF 
=  47r.AB.BF  =  3AB.27r.  -^  -  =  aAB.2icA0  ;    (1) 

ô 

or  AB  =  RV/3,    A0=R; 

donc         surf.T  =  3.R\/3.27rR  =  6îcR"V/3. 

2*  Carré  (6g.  47). 
Surf.  C=2 (surf . AB+surf.CB)=2it  { BE.  AB+CB(CA+BE) }  = 

=  27rAB  (2BE+  CA)  =  4AB.2irOA  ;  (2) 

or  AB =R  K2 ,  et  OA  =  R  ;  donc  surf.  C  =  87iR'K2. 

3**  Pentagone  (flg.  48). 

Surf.  P  =  2  surf.  AB  +  2  surf.  CB  +  surf.  EC  =  2uBH.AB  + 

+  2tuBC  (CG  +  BH)  +  2îcCG.EC  =  4«AB  (BH  +  CG) } 
or  on  a 

AB=^|j/lO-2V/5,  BF  =  D=  ^(l+V/s)  = 

4  .  4  -a 


.2        4 


BH=  |/âB-ÂH=\  /51  (10-2  \/5)-î^(lO+2\/6)= 
4  4K 
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CG=AD=\/d*-DCÎ=\/j(10+2V/5)-^10-2V/5)= 

=  ?\/30+10|/5=?(5  +  ï/5). 
Donc 
surf.P=r4it.R\/iO-2\/5  |^(5-V/g)+ J(5+\/5)}  = 

=  ^lt'\/|o  — 2V/5. 

♦•  Hexagone  (fig.  49). 

Sarf .  H  =  a  (surf.  AB  +  surf.  BC  +  surf.  CD)  = 

=  2tc  {bG.AB  +  CG— BgVdC(DA  +  CG)}  = 

=  2^  {  BG.  AB  +  (CG  +  BG)  (CG  —  CG)  +  DC  (DA  +  CG) }  = 

=  2irAB  (BG+  2DA+GG)  ân  2icAB.3DA  =x  6AB.27rOA  ;  (3) 

or         OA=:AB  =  R,      donc      8urf.H  =  12irR\ 

5*  Octogone  (fig.  50). 

Surf.  0  r=  2  (surf.  AB  +  surf.  BG  +»Qrf.  CD  +  surf.  ED)  ;= 
=  2ir  {AB.BF+BC(BF+CG)+DC(CG+DF)+ED(DF+AE)}=. 
=27rAB(2BF+2C6+2DF+AE)=27rAB.4AE=8AB.27rAO;  (4) 

or  AB=RV^2— V/2,    OA  =  R; 

donc  8urf.O  =  167rR»V  2  — 1/2. 

6»  Décagone  (fig.  51). 

Surf.D=2(surf.AB+surf.BC+surf.CD+surf.ED+surf!EF)  = 

AB.BG+BC  (BG+CK)+DK— CK+ED(DK+EG)+  \ 


^    ""j  +EF(EG+FA)       } 

_       j  AB.BG+BC  (BG+  CK)  +  (DK+CK)  (DK— CK)  +1  ^ 
(  +  ED(DK  +  EG)  +  EF (EG  +  FA)  ) 

=  2frAB  (2BG  +  CK  -f-  DK  +  2EG  +  2FA)  == 
=^27rAB  {2(BG+EG)f3FA)=27rAB.5FA=:10AB.2TrAO^  (5) 
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or  AB  =  ^(\/5— l),    OA  =  Rj 

donc  surf.  D  =  10«R*  (V/5  —  l). 

7°  Dodécagone  (fig.  52). 

c    ^  1^      c  /surf.  AB  +  sarf .  BC  +  surf.  DC  +surf .  DE  +\ 
Surf.  D  =  2  1  -  ^„         ^  ^«  = 

\  -4-surf.  FE  +  sarf.GF/ 

|AB3H+BC(BH  +  CK)  +  CD(CK  +  DL)H-  | 

"^    '^  (  +ED(DL+EK)  +  FE(EK+FH)  +  GF(FH+AG)|  ~ 

=  27rAB(2BH+  2CK  +  2DL  +  2EK  +  2FH  +  AG)  = 

=  2icAB  {2(BH  +  FH)  +  2(CK4-EK)+2DL  +  GA}  = 

=  27r.AB.6GA  =  lâAB.27tOA  ;  (6) 

or      AB  =  RV/a~\/3=-(|/6— V/i),  OA=Rj 

donc  surf.  D  =  1  2tcR^  (V/e  —  V2). 

Les  expressions  (1) ,  (2) ,  (3) ,  (4) ,  (5),  (6),  n'éltant  autre 
chose  que  la  traduction  du  théorème  de  Guldin,  on  en  con- 
clut que  ce  théorème  conduit  immédiatement  aux  mêmes 
expressions  que  celles  que  nous  fournit  la  géométrie. 

Quant  à  la  surface  engendrée  parle  pentagone,  on  a,  en 
appliquant  le  théorème  de  Guldin:  surf.  P=5AB.i7rR;or 

AB  =  ~  Vio—  2  V/s;  donc  surf:P=57rR*  V^IO— 2V/5î 
jt 

résultat  identique  à  celui  que  nous  avons  trouvé. 

On  pourrait  chercher,  d'une  manière  analogue,  les  ex* 

pressions  de  ces  surfaces  en  fonction  du  côté  c,  ou  en 

fonction  de  Tapothème  r.  La  géométrie  et  le  théorème  de 

Guldin  pourraient  encore  servir  mutuellement  de  vériflca- 

tion.  En  cherchant,  par  exemple,  ces  surfaces  en  fonction 

de  c,  on  trouve  r 

1"  Triangle        surf .  T  t=  2iic' V^S  ; 
2*  Carré  surf.C  =  r^nc'  I/2  ; 
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3°  Pentagone      surf.  P  =  wc"  V  50  +  10  \/b  ; 
4*»  Hexagone      sorf.  H  =  127rc*  ; 
5°  Octogone       surf.  O  =  Stzc*  y  4  +  2  V/â ; 
6o  Décagone      surf.  D  =  iSizc'  (l  +  \/l)  , 
7^  Dodécagone  surf.D=12w'  (V/6  +  V/2). 

{La  suite  prochainement.) 

PROBLÊME  44  (t.  I,  p.  519). 

(H.)f 


élève  en  spéciales. 

Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  un  rayon  vecteur 
quelconque  et  une  perpendiculaire  ai  ce  rayon  ;  puis  sur  ces 
deux  droites  comme  côtés,  et  avec  la  normale  au  point  pris 
sur  la  parabole,  comme  diagonale ,  on  construit  un  rectan- 
gle. Quel  est  le  lieu  du  sommet  opposé  au  foyer  ? 

Soit  M  ifig.  53)  un  point  du  lieu  cherché,  o»  et  p  ses  coor- 
données polaires ,  J  et  p'  celles  du  point  K  de  là  parabole.  Si 
l'on  observe  que  la  tangente  en  un  point  d'une  parabole 
forme  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  qui  va  au  point 
de  contact  et  Taxe  focal,  on  aura  la  relation 

«'— a>  =  90'*— ^, 

2(0 
d'où  a>'  =  60**+;— . 

«5 

Dans  le  triangle  rectangle  FMK  Ton  a 

p'  2=  p  COS  (w' —  w)  ; 

et  puisque 

cos(w'  — w)  =  sin--=  sin(  30**+  ~j, 
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il  vient  p'=P»»n(30«  +  ^V 

Le  point  K  étant  sur  la  parabole  dont  Téquation  an  foyer  est 


• ,  Ton  a  p  = 


*^  ""  i — COSco'  ^         1 — COSio' 

Substituant  4aps  cette  expression  la  valeur  trouvée  pour 
ta'  et  p\  on  aura  pour  l'équation  du  lien 

P8in(30-  +  |)= f. —, 


mais 


donc 


âsin- 


'(^+5) 


DwuAmn,  Pour  &>  =  «>'  on  trouve  la  même  valeur  de  p 
que  pour  (o^rseo^»  — »  ;  la  courbe  est  donc  partagée  en 
deux  parties  symétriques  par  Taxe  polaire.  De  plus,  si  l'on 
fait  ft>  =  b>'  et  u=540''-f-«>S  on  a  pour  p  deux  valeurs  égades 
et  de  signes  contraires.  Il  faudra  alors  porter  la  seconde  va- 
leur de  p  dans  le  prolongement  du  rayon  vecteur  formant 
l'angle  de  540*"  4-<o'  avec  Taxe  polaire ,  de  sorte  qu'on  aura  le 
point  déjà  obtenu  o>=?(o'.  Par  conséquent,  en  faisant  varier 
CD  de  540*"  à  1080'',  on  aura  les  points  déjà  obtenus  en  fai- 
sant varier  »  depuis  0  Jusqu'à  540^ 

On  voit  encore  qu'il  qo  sera  pas  nécessaire  de  donner  à  o> 
des  valeurs  supérieures  à  1080*",  car  l'équation  déterminant 
alors  pour  p  la  même  valeur  que  quand  o  était  <C  1080''»  la 
partie  de  courbe  déterminée  par  ces  valeurs  se  trouve  déjà  tra- 
cée. Gomme  d'ailleurs  les  valeurs  négatives  de  «>  ne  saaraieiit 
fournir  de  nouveaux  points ,  la  courbe  sera  construite  en 
faisant  passer  «>  par  les  valeurs  comprises  entre  0  et  540^ 


p  = 

V 

=  FR, 

p  = 

3|/3 

=  FS, 

p  = 

2 

=  AF, 

p= 

4P 

3i/3 

«FS', 
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Pour    0»  =  0  on  a 

co=rl80* 

b>  =  2W* 

6>=360^  p=    4p    =FR, 

w  =  450*  p  =  oc , 

«  =  540**  p  =  — 4p. 

Ainsi  la  eourbe  cherchée  coupe  l'axe  polaire  à  la  distance 
OR  =  4/7  ;  elle  s'approche  de  plus  en  plus  du  pôle  à  mesure 
que  6)  augmente  ;  et  pour  u  =  180*",  elle  vient  passer  par  le 
sommet  A.  On  obtient  ensuite  la  branche  symétrique  de 
RMA.  L'angle  &>  continuant  sa  marche,  à  partir  de  360<>,  p  va 
en  augmestiuoit ,  et  ce  rayon  deyient  infini  pour  «i  s=  450°.  Les 
▼aleorç  supérieures  de  &>  donnent  la  branche  symétrique  de 
celle-ci. 

D*après  cette  discussion ,  il  semblerait  que  la  perpendicu- 
laire élevée  par  le  pôle  à  fa^ie  polaire  est  une  asymptote  de  la 
courbe  $  mais  il  n'en  est  rieq,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Soit  ç  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  la 
perpendiculaire  NN',  on  aura 

JgCOSoi» 


^sspCOSw: 


âsio^ 


(»'+i)' 


et  ce^  qu'il  s'agit  de  trouver  c'est  la  véritable  valeur  de  ï 

qui  se  réduit  à  r  pwr  w  =  450*». 

Développant  le  détominateur  et  remplaçant  ces  a»  par  sa 
valeur  en  fonction  du  tiers  de  l'arc ,  on  trouve  -. 


—  368  — 

K 

*  cos'  -  —  3  cos  - 
3               3 

P 

cos'  5  +  9  8in*  ^cos  j  +  31/3  sin  ^ 

4cos'^-3 

cos'^  +  9  sin*  5  3+V/3  tang  J 

On  sait  que 

oin* 

^"«•|                              .0.                       1 

sin- 

w                   3                        tù 
H-tang'-                        l  +  tang*- 

posant  tang 

^  =  j:,  et  remplaçant, 
3 

Ç 

1  -  3x*                        1  -  Sx* 

P       1 

l  +  St/Sx  +  9x*  +  3j:V3       (1+ jy3)V 

Supprimant  le  facteur  commun  l+x  1^3,  aux  deux  termes 
de  cette  fraction , 

Ainsi  c'était  le  facteur  1  +  x  \/3  qui ,  en  s'annulant  dans 
Thypotbèse  de  w  =  450%  masquait  là  vraie  valeur  de  la 
fraction  qui  se  réduit  à  Tinfini.  Donc  la  perpendiculaire 
MN'  n'est  pas  une  asymptote  de  la  courbe ,  et  même  nous 
allons  voir  que  cette  courbe  n'a  aucune  asymptote.  Pour  y 
parvenir,  chercbons  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente ,  qui  nous  servira  aussi  à  mener  des  tai^entes  aux 
points  remarquables  de  la  courbe.  On  a ,  commç  on  sait , 

tang  M  =  p  lim  7- ,  et  la  sous>tangente  polaire  S  s=  p""  lim  t  . 

h 

Il  s'agit  de  déterminer  la  limite  de  - . 
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«quation  qae  Ton  peut  transformer  ainsi  : 

P  Ir^  P 

3  Sin  (  r j— C09  w  38in( —  1  — cos(«+A) 

pais,  après  avoir  renversé  les  deux  membres  de  ces  équa- 
tions,  jeleiretrandieetjetroave 

^r  .    /90^+«+M       .    /90«+w\l 
^        3 1  sm  ( — - —  j  — sm  (  — 3- j  J  +co8«-coç(c*+A) 

3C0S  ( g j  +sm  (^co  +- j  ^m- 

d'après  les  formules  connues  de  trigonométrie;  puis  : 

k 


sin 

i>L        \        ^        / 

""  P 

4'OVL 

6         ;t 

P  (p  +  A:)  •  Â^  ' 


.    ^        ^       180"+26)+^ 

sin  -       3co8 ' 

6        3 

""    ^  P 

6 

passant  à  la  limite  »  on  trouvera 

lim.  7  = =^ 

k 


+3cosfa)+-j— 4sin'-sinU+^j 


p"  j  008^30"  +  ^  j 4- sinw 

Aun.  de  Mathéii.  III  25 
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par  conséquent 

tang  M  =  — 

et 

S  =  — - 


rcos(^30o  +  ^)  +  sinwl 


^P 


cos  (30^ +  -1+810» 


(30- +^3) 


Pour  avoir  les  asymptotes  il  faut  trouver  ce  que  devient 
la  valeur  de  S  lorsque  p=oc.  Alors  t»s=450*',  partant  S=oc; 
puis  donc  que  S  n'a  pas  de  limite ,  la  courbe  ne  peut  avoir 
d'asymptote. 

La  considération  des  tangentes  va  nous  permettre  de  tracer 

la  courbe  plus  exactement  ; 

4p 
pour        »=0       on  a    S  =  —  -^, 

V/3 

«  =  360  S  =      -^ . 

V/3 

Si  donc ,  à  partir  du  point  F,  on  prend  les  deux  distances 
FN ,  FN'  triples  de  FS ,  en  joignant  le  point  R  aux  points 
N ,  N\  on  aura  la  direction  des  tangentes  au  point  R.  La 
tangente  en  A  est  perpendiculaire  à  Taxe,  par  conséquent 
cette  tangente  se  confond  avec  celle  qui  est  menée  au  même 
point  à  la  parabole. 

Si  Ton  résout  l'équation 


1— costrt=2sin^  /3(r  +  ^j , 


on  verra  qu'elle  ne  donne  que  laseule  valeur  réelle  b>=:180''; 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne  rencontre  la  parabole  qu'au 
point  A  seulement. 

Note.  Cette  belle  discussion  peut  s'abréger  en  adoptant  la 
formule  donnée  par  M .  Rispal  (tome  II,  p.  51 2) .         Tm. 
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CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE  DU  RAPPORT  ~. 
PAB  M.  A.  PE-raoïiriirT, 

Élève  interne  du  collège  Saint-Louis.  (  Classe  de  M.  Vincent  ) 


Il  arrive  quelquefois  que  dans  certaines  coostroctlous 
géométriques,  on  est  conduit  à  déterminer  deux  lignes  dont 
le  rapport  soit  égal  à  une  puissance  quelconque  du  rapport 
do  deux  autres  lignes ,  et  on  y  parvient  toujours  au  moyen 
de  troisièmes,  et  de  quatrièmes  proportionnelles  successives. 
Je  Èoe  propose  d'exposer  ici  une  méthode  plus  simple ,  et 
qui  a  surtout  l'avantage  de  représenter  par  la  Ggure  elle- 
même,  la  suite  de  toutes  les  opérations. 

Soient  aei  b  les  deux  lignes  données,  p  la  puissance  en- 
tière et  positive,  à  laquelle  on  suppose  élevé  le  rapport  de 
ces  deux  lignes.  Il  s'agit  de  déterminer  deux  droites  m  et  n, 

„        .    m       a^ 
telles  que  Ion  ail  —  =  7^. 

1.  On  connaît  la  construction  à  efiEectuer,  lorsque  j9  est 
une  puissance  exacte  de  â. 

Il  faut  construire  un  triangle  rectangle  ayant  aeib  pour 
côtés ,  comprenant  Tangle  drdt  ;  abaisser  du  sommet  une 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  puis  rabattre  sur  cette 
perpendiculaire  l'un  des  deux  segments  de  l'hypoténuse; 
répéter  sur  le  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  ces  deux 
segments,  l'opération  que  l'on  vient  d'effectuer  sur  le  pre- 
mier et  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  abaissé  autant 
de  perpendiculaires  que  p  contient  de  fois  la  puissance  de  â. 
Alors  le  rapport  des  deux  derniers  segments  est  le  rapport 
cherché. 
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2.  Cousidérous  maintenant  le  cas  oà  p  est  un  nombre 

impair. 

m       CL^ 
Je  vais  déterminer  le   rapport  —  =  -- ,   au    moyen  de 

n       b 

deux  lignes  m"  et  n\  dont  je  supposerai  le  rapport  égal 

Je  prends  deux  droites  rectangulaires,  ^q,  54,  et  sur  ces 
deux  droites  je  porte  à  partir  de  leur  point  d'intersection, 
deux  longueurs  OA  et  OB  respectivement  égales  à  a  et  à  b\ 
pais  deux  autres  lignes  OM  et  ON  égales,  Tune  à  w!\  et 
l'autre  à  n^'.  Je  mène  ensuite  par  les  points  M  et  N ,  les 
droites  MM'  et  NN'  parallâes  à  AB. 

Les  deux  triangles  OMM'  et  ONN'  sont  semblables  et 
donnent 


OM' 

=  0M 

a 

0N'  = 

a 

OM' 

ON'" 

OM 
ON 

a' 

b' 

a' 
'6'  ~ 

a' 

À?' 

d'où 

OTVf'  m 

et  -r^zrp  est  le   rapport  cherché  —. 

Oii  aurait  pu  donner  aux  droites  OM  et  ON  (OM  par  ex.), 
des  positions  différentes  par  rapport  aux  axes ,  telles  que 
OM, ,  OM,,  OM3 ,  alors  la  droite  MM. ,  aurait  pris  l'une  des 
positions  M.M/,  M,M.',  M3M/,  la  seconde  étant  parallèle  à 
AB ,  et  les  deux  autres  étant  perpendiculaires  à  cette  ligne. 
11  est  évident ,  qu'en  supposant  égales  entre  elles  les  lignes 
OM ,  OM, ,  0M„  OM3,  il  en  serait  de  même  des  lignes  OM', 
OM\,  0M'„  OM'3;  et  que  Ton  aura 

OM'       OM,       OM,  _  OM'3  _  ^ 
ON'  ""  ON'  "^  ON    ""  ON'  "^  ¥' 

Supposons  que  l'on  ait  p  =  3 ,  alors  le  rapport  -77  n'est 
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CL 

autre  chose  que  le  rapport   - ,  et  les  deux  ligues  OM  et  ON 

peuvent  être  représentées  par  OA  et  OB.  On  voit  alors,  que 
si  nous  menons  les  droites  A  A,  et  BB. ,  perpendiculairement 

a  AB ,  nous  aurons  pr^  =  —. 

^        .       OA,  .       .     .,  .'w"  , 

De  même  rr^  représentant  le  rapport  -^,  dans  le  cas  ou 
UU,  n 

ron  suppose  ^  =  5 ,  on  aura  en  menant  les  lignes  A,A,,  B.B, 

OA        a^ 
parallèlement  à  AB,  -^  =  j^. 

Et  cootitraant  ainsi  à  tracer  les  lignes  A.A3,  A^A^...  B^,, 
B^B^...,  successivement  perpendiculaires  et  parallèles  à  AB, 
on  obtiendra  les  diSérentes  valeurs  de  toutes  les  puissances 

impaires  du  rapport  7. 

o 

OA,  _  a^      OA.  _  û5      OA3       a^      OA,  _  a» 
OB,  ""^3^  ÔB;"65'    (SBi^ô^'   ôb;""^*'^ 

3.  Les  deux  modes  de  construction  que  je  viens  d'exposer 

nous  permettent  de  déterminer  le  rapport  j^  quel  que  soit /?. 

Gar/>  pouvant  contenir  le  facteur  2  à  une  certaine  puis- 
sance A:,  on  aura  /7=y.2^  p'  étant  un  nombre  impair,  et 

par  suite  Tp  ==  (  ri»/  •  ^^^  première  méthode  nous  fait  con- 

w'      a'* 
naître  le  rapport  — 7  =  ^ ,  et  la  seconde  le  rapport 

4.  Au  lieu  de  construire  rj, ,  en  passant  par  toutes  les 
puissances  impaires  moindres  que  p\  il  est  préférable  de 
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décomposer  />'  en  ses  facteurs  premiers  a,  p,  y,...  et  de 
construire  successivement 

et  ainsi  de  suite  ;  a ,  6 ,  7. . .  sont  tous  des  nombres  premiers, 
mais  plusieurs  peuvent  être  égaux  entre  eux. 

Il  peut  arriver  que  les  facteurs  premiers  de /?'  soient  des 
nombres  assez  grands,  mais  qu'il  n'en  soit  pas  de  même  da 
nombre  p^  diminué  d'un  nombre  pair  â.c.  Alors  il  faudra 

construire  le  rapport  —,—    ,  on  déterminera   ensuite  le 

^pf-2(c-i)  ^p^-acc-i)  .    .   ^         ... 

rapport  -3 — - — ,,  puis  ,  ,  •  , — -,  et  ainsi  de  suite  jus- 

'«  ^  W' 

Mous  remarquerons  que  dans  le  second  mode  d'opérations 
les  lignes  qui  expriment  le  rapport  cherché ,  vont  l'une  en 
augmentant,  et  l'autre  en  diminuant ,  et  que  l'avantage  de 
la  précision  est  ainsi  uni  à  celui  de  pouvoir  effectuer  toutes 
les  opérations  sur  une  portion  de  surface  plane  peu  étendue. 


CONSTRUCTION  DES' FORMULES ,  Axï{a±b), 
COS(azt:^). 

PAR  M.  MIBT, 

Ancien  proresseur  des  collèges  royaux. 


Les  formules  qui  donnent  les  sinus  et  cosinus  des  sommes 
ou  des  différences  de  deux  arcs  en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  ces  arcs  ne  sont  prouvées  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires  qu'au  moyen  de  constructions  et  de 
démonstrations  qui  sont  assez  compliquées. 
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Les  élèves  nous  sauront  peut-être  gré  de  leur  faire  con- 
naître celles  qui  suivent,  recueillies  dausundes  examens 
pour  l'Ecole  polytechnique,  à  Paris,  et  qui,  par  leur  simpli- 
cité ,  me  paraissent  pouvoir  être  substituées  avec  avantage 
aux  solutions  connues. 

Soient  AB,  fig.  55,  le  diamètre  d'un  cercle ,  et  AGBD  un 
quadrilatère  inscrit.  Prenons  le  rayon  de  ce  cercle  pour 
celui  des  lignes  trigonométriques ,  ou  pour  unité,  faisons 
l'arc  BC  =  2a  et  BD  =  2^. 

Alors  les  cordes  BC,  BD  seront  égales,  la  premièreà  2sina, 
la  seconde  à  2sin6,  et  les  cordes  AC  et  AB  à  2cosa  et  2cosA  ; 
par  suite  Ton  aura 

corde  CD  =  2sin(a+6). 

Donc,  en  s'appuyant  sur  le  principe  connu  que  le  produit 

des  deux  diagonales  du  quadrilatère  est  égal  à  la  somme  des 

produits  des  côtés  opposés ,  Ton  aura 

2  X  2sin(a+^)=  2s\na  X  2cos^  +  2cosa  x  2sin6, 

et  par  suite 

sin  [a-k-h)  =  sin^cos  ^  +  cos  «  sin  b, 

£n  vertu  du  même  principe,  les  fig.  (56),  (57)  et  (58),  dans 
la  dernière  desquelles  on  suppose  CI  =  BD,  donneront  sans 
pane  les  trois  autres  relations  connues  ; 
sin(a— c)  =  etc. 

Note,  Le  théorème  sur  ^  quadrilatère  inscrit  et  la  for- 
mule des  cordes  se  trouvent  pour  la  première  fois  dans  FAl- 
m^este  de  Ptolémée  (liv.  I,  ch.  IX).  Carnot  s'est  appuyé 
indirectement  sur  ce  théorème  pour  démontrer  les  formules 
trigonométriques  {Géom.  deporitian,  p.  155).  Ce  sont  celles 
qu'on  vient  de  lire;  nous  rappellerons  une  autre  démons- 
tration consignée  dans  le  Géomètre  (p.  161). 

1"  On  a  les  deux  identités 

sin(2'— A)  =  sinA,      cos(2'— A)  =  — cosAj 
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2""  Soit  un  triangle  ABC  et  Aa,  B^,  Ce  les  trois  hauteurs; 
on  a  réquation  évidente  AC.B6  =  Aa.Ba  +  Aa.aC ,  et  de  là 
B^        Aa.Ba        Aa     aC 
ÂB'^ÂCrÂB"*"  ÂBÏC' 
oubiensinA  =  sin(B+C)  =  sinCco8B  +  sinBcosC; 

3*"  Sur  BG  comme  diamètre ,  décrivons  une  demi-circoiH 
férence  ;  elle  passe  par  les  points  6  et  c ,  et  coupe  la  hauteur 
Aa  en  un  point  O  ;  on  a ,  par  la  propriété  des  sécantes, 

A6.  AC  =  ÂT  —  ÂÔ'  =  Âô"  —  Ba.aC  ; 
doù 

Ab  _  Aa    Aa      Ba    aC 

ÂB  ""  AB    ÂC  ""  AB    ÂC' 

ou  bien  cos  A  =  —  cos  (B+C)  =  sinBsiaC  —  ces  BoosC  ; 

4"*  Soit  A'  l'angle  adjacent  et  supplémentaire  à  A ,  on  a 

s^nB=sinAcosC+sinCcosA,  sinA  =  sinA',  cosAs=— cosA, 

donc  sinB  =  siir(A'  —  C)  =  sin  A'  cos  C — sin  G  cos  A'  j 

5**  cosB  =  sinAsinC  —  cosAcosC,  donc 

cosB  =cos(A'  —  C)  =  sin  A'sinC  +  cosA'cosC. 

(Voir  tome  II ,  p.  309.)  Tm. 

QUESTIONS  PROPOSÉES. 

87.  Si  on  multiplie  142857  (multiplicande),  par  326451 
(multiplicateur) ,  tous  les  chiffres  d'une  même  colonne  ver- 
tiàde  dans  les  produits  partiels  sont  égaux;  trouver  d'autres 
nombres  jouissant  de  la  même  propriété. 

88.  Trois  circonférences  étant  tracées  sur  un  même  plan, 
on  propose  de  trouver  sur  ces  circonférences,  en  ne  faisant 
usage  que  du  compas,  trois  points  qui  soient  les  sommets 
d'un  triangle  équilatéral. 

89.  Soit  F  (x)  une  fonction  entière  en  j:  i  a^b  deux  nom- 
bres po«ttf/i  et  b>a;  si  |J^>0  et  U^^^IS^<0,û 

y  aura  au  moins  deux  racines  de  F' (jt)  oominrises  entre  a  tib. 
Ces  questions  sont  proposées  par  M.  E.  Prouhet,  pro- 
fesseur au  collège  d'Auch  (voir  t.  I ,  p.  438). 
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GRAND  CONCOURS  DE  18U  [F.  t.  II,  p.  374). 

0UB$TIONSl  PROPOSÙsS. 

Mathématiques  spéciales. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  la  circonfé- 
rence ,  on  décrit  un  cercle  tangent  à  la  courbé  en  ce  pdnt , 
et  Ton  mène  au  cercle  et  à  rellfi^ ,  les  deux  tangentes  com- 
munes, autres  que  celles  qui  toucheraient  les  deut^  courbes 
iû  j[>olnt  donné  A. 

On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  d'inter- 
section de  ces  deux  tangentes ,  quand  on  fait  varier  le  rayon 
duccrde. 

Je*     r* 
j/Voto.  Si  on  représente  l'ellipse  par  l'équation  -5-  +  7-=!, 

on  pourra  si  Ton  veut  exprimer  les  coordonnées  du  point  A 
en  fonction  d'une  seule  constante  cp  de  cette  manière  ! 

x  =  a8in7,     ^=6cosy. 

Mathématiques  élémentaires.  1  «^ 

Pour  un  point  O  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre 
BA  d'un  cercle ,  on  n^ène  une  sécante  quelconque  qui  cen- 
contre  le  cercle  en  d^ix  points  m  et  m',  et  de  ces  pôints^on 
mène  au  centre  G ,  deux  rayons  mC ,  m'G. 

Prouver  que  le  produit  des  tang  ^  MCA  par  tang  -  AfCA 
est  constant,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante. 

Nous  donnerons  incessamment  la  solution  couronnée  de 
la  belle  question  spéciale  ^  qui  renferme  une  propriété 
îinportante,  récemment  découverte,  des  coniques  bi-confo- 
cales.  Voilà  enfin  un  sujet  de  concours,  digne  de  l'Académie 
de  Paris.  Tm. 

Amn.  db  Matbém.  m  26 
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ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE, 

par  Eugène  GATALàR ,  répétiteur  k  PÉcole  polytechnique,  etc.  1843, 1-8,  ».v, 
818  pigttt  lY  plMches  {% 


Qnel  est  le  point  do  perfection  que  doit  se  proposer  Faii- 
teur  d^an  traité  élémentaire  de  géométrie  ?  Son  ouvrage  s'an- 
nonce comme  nne  transition  entre  les  idées  premières ,  d(mt 
le  fonds  est  commun  à  tous  les  esprits,  et  les  profondes 
cçnceptions  dont  les  génies  les  plus  élevés  ont  construit  peu 
à  peu  Fadmirable  édifice  de  la  science.  Sa  tâche  est  de  com- 
bler l'intervalle  en  ménageant  toutes  les  liaisons ,  d'établir 
les  voies  les  plus  directes,  les  mieux  affermies  qu'il  est  pos- 
sible en  réipandant  partotit  la  clarté  d'une  ëvlâénce  côlin- 
plète.  ILaceepte  uneadre  donné  embri^ssanitressentMloBieiit 
une  ceiApôpqe  somme  de  ooiMuissanees  ^  mm  eoHAOlion  de 
théorèmes  d'une  importance  reconnue.  Le  mérite  est  d'en 
former  un  ensemble  logique  où  tout  s'harmonise ,  où  les 
choses  se  groupent  naturellement ,  où  l'esprit  puisse  em- 
brasser «ans  effiort  le  cbenin  ^'ii  0  ;paMouim.  L'iélève 
dont  on  veut  développer  les  idées  ipii  seront  la  huit  .dfe 
son  in84ru€tk)ii  ultérieure ,  rédane  i  la  fois  «in  fonda -adide 
et  la  méthode  la  plus  propre  à  étendmee  foadstat.à.le  fiÉre 
valoir. 

Si  tmit  le  monde  est  à  cet  égard  d'accord  en  principe , 
Tapplication  oBre  des  difficultés.  Le  grand  tiotnbrevtelntités 
qui  ont  paru  jusqu'ici  témoigne  des  efforts  nombreux  qui 
ont  été  faits  y  et  des  différences  qui  peuvent  exister  sur  la 
manière  d'envisager  la  question.  Quel  doit  être  d'abord  le 


O  Chei  Bachelier,   imprimeur-libraire.  Les   planches  sont   gravées  par 
£.  Wormter. 
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^int  de  départ  ?  où  doit  s'arrêter  Faxioine  pour  foire  place 
au  théorème  ?  les  règles  de  la  rigueur  géométrique  ne  sont 
pas  uniformément  tranchées  pour  tous  les  esprits ,  et  l'autcw 
d'un  traité  élémentaire,  en  batte  aux  critiques  l6s  plus  oppo- 
sées, se  trouve  entrQ  des  écueils  également  à  craindre,  et 
que,  de  Tavis  général,  des  livres  justement  eélèhros  n'ont  pas 
évités. 

L'ouvrage  que  nous  avons  en  vue  d'unidyser ,  partit  If 
résultat  de  Fixions  approfondiei  à  ces  divers  égard^^  On  y 
remarque  une  rédaction  nette,  nne  grande  précision  dans, 
les  termes,  et  un  enchaînement  naturel  entre  les  propqai- 
tions.  Une  tradition  respectée  depuis  EucUde,  a  consacré  on 
quelque  scHTte  la  géométrie  élémentaire  à  la  méthode  synthé- 
tique ;  c'est  là  que  cette  méthode  se  présente  sous  son  jour  le 
plus  favorable  ;  une  légère  induction  suffi^allt  le  plus  flOiiw»t 
pour  conduire  d'une  véritèà  la  découverte  4'une  autre,  et  le 
principal  intérêt  consistant  4  régulariser  ies  résultats  de  la 
manière  lapins  simple.  En  se  conformant  aux  ,habitud<«'»4e 
renseignement ,  l'auteur  n'a  pas  refusé  le  concours  de  r^na- 
lyse  lorsquç  son  emploi  s'ofirait  naturellement  $  on  neisaueifi 
«n  effet  trop  tôt  s'initier  a>veç  cette  méthode  qoi  acquit 
une  si  grande  importance  da^s  les  giarties  élevées  )de  la 
science ,  où  son  rOle  a  été  si  brillant  depuis  deux  sièdcs. 
Un  grand  nombre  de  questions  choisies  servent  aimsi  d'ali- 
ment à  cette  méthode  d'invention ,  en  .même  temps  qu'elles 
forment,  comme  application ,  un  complémen^jpéeessaire  des 
théories  développées  dans  l'ouvrage.  La  considération  des 
limites  remplace  partout  la  réduction  à  l'absurde ,  aujour- 
d'hui généralement  repoussée. 

L'ouvrage  est  partagé  en  huit  livres  qui  correspondent 
exactement  et  dans  le  même  ordre  à  ceux  de  la  Géométrie  de 
Legendre.  £n  sacrifiant  peut-être  ses  propiies  idées  sur  le 
classement  général  des  matières,  il  est  évident  que  l'auteur 
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a  voalu  s'adresser  plus  immédiatement  à  la  grande  majorité 
des  élèves  déjà  familiarisés  avec  le  plan  du  traité ,  qui  depuis 
longtemps  sert  de  base  à  l'enseignement  classique.  Toiit  en 
reproduisant  le  cadre  adopté  par  notre  célèbre  géomètre ,  iî 
a  chercbé  à  j  introduire  les  modification»,  les  additions^ nom- 
breuses dont  la  nécessité  est  reconnue. 

Il  laisse  avec  raison  de  côté ,  les  dénominations  vagues  des 
trois  dimensions  de  l'étendue  ;  partant  des  idées  acquises  re- 
lativement aux  corps  matériels ,  H  suffit  de  définir  les  6ur- 
/tee»  comme  limites  des  corps,  les  lignes  comme  limites  ou 
intersections  des  surfaces ,  les  points  comme  limites  ou  intor- 
sections  des  lignes.  Les  corps,  les  surfaces,  les  lignes  se 
nomment  figures;  la  géométrie  est  la  science  des  figures. 

Après  avoir  posé  ces  définitions  qui  nous  paraissent  très- 
convenables,  Tauteur  admet  la  notion  de  la  ligne  droite 
comme  une  idée  première  acquise  par  Texpiérience ,  et  qui  se 
refuse  à  être  définie^  C'est  en  effet  le  terme  le  plus  simple 
que  notre  esprit  aperçoive  dans  le  cercle  des  idées  relatives 
aux  grandeurs ,  et  à  ce  titre  il  sert  lui-même  d'élément  à  la 
plupart  de  ces  idées.  Les  notions  primitives  sur  la  ligne 
droite  sont  traduites  en  demandes  qu'il  est  essentiel  d'ad- 
mettre ,  et  sur  lesquelles  en  effet  il  ne  peut  s'élever  aucun 
doute. 

La  définition  du  plan  telle  qiTon  la  trouve  ici,  et  dans  tons 
les  traités  élémentaires ,  reproduit  assez  bien  l'idée  que  nous 
avons  de  cett%surface  la  plus  simple  de  toutes.  Cependant, 
comme  il  importe  de  restreindre  autant  que  possible  le 
nombre  nécessaire  des  notions  primitives,  il  conviendrait 
sans  doute  en  posant  cette  définition  de  la  présenter  d'abord 
comme  anticipée,  et  d'établir  plus  tard  qu'elle  appartient 
réellement  à  une  surface  engendrée  suivant  une  certaine 
loi.  Cette  remarque  a  déjà  été  faite  depuis  longtemps  par 
M.  Duhamel  {Problèmes  et  développements  mr    diverses 
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parties  des  mathématiques,  par  MM.  Reynaud  et  Duhamel). 

11  parait  très-difficile  de  trouver  -ane  définition  conveDàfole 
de  V angle.  Ce  mot  ou  ceux  d'écartement ,  d'inclinaison  ^ 
réveillent  une  idée  simple  et  précise  résultant  immédiate- 
ment de  l'inspection  de  deux  droites  qui  se  coupent  ;  ils  fixent 
pour  notre  esprit  la  position  actuelle  de  ces  deux  Ugnes^  Tune 
par  rapporta  l'autre.  Les  mots  espace  infini  compris  entre 
deux  droites  ne  peuvent  rendre  cette  idée  qui  f  st  indépen- 
dante de  la  considération  insaisissable  de  l'ihfini.  Si  Fauteur 
adopte  cette  définition  à  l'exemple  de  beaucoup  d'autres  ou*- 
vrages,  il  avertit  que  c'est  faute  d'une  meilleure  ;  mais, 
ainsi  que  le  dit  Lacroix  daiis  l'Essai  spr  renseignement,  est-ii 
indispensable  de  définir  l'angle  ?  ne  suffit-il  pas  de  le  morh- 
trer? 

Le  premier  livre,  comparé  àceluideLegendre,  offre  d'abord 
comme  addition,  divers  théorèmes  sur  les  longueurs  relatives 
des  lignes  droites  et  brisées,  sur  les  bissectrices  des  angles,  etc. , 
propositions  d'une  importance  reconnue.  M!ais  la  princi- 
pale différence  ne  pouvait  manquer  d'avoir  rapport  à  la 
théorie  des  parallèles  qu'il  fallait  refaire  entièrement,  dette 
théorie,  comme  l'on  sait ,  est  le  désespoir  de  la  géométrie  élé- 
mentaire ;  de  quelque  manière  qu'on  Tait  retournée,  il  reste 
toujours  une  lacune  entre  les  propositions  qui  s'y  rattachent, 
et  celles  qu'une  logique  sévère  a  fondées  sur  les  premiers 
axiomes.  L'auteur  a  cru  devoir  franchir  l'intervaHe-ven  fat- 
sant  intervenir  littéralement  sa  définition  de  l'angle ,  c'èst-à- 
dire  quMi  a  employé  la  considération  d'é^aees  infinis  d^ 
différentes  grandeurs.  Toutes  les  démonstrations  proposées 
jusqu'ici  roulent  en  général  sur  ce  môme  fonds;  elles 
commencent,  je  crois,  à  être  peu  goûtées  aujourd'hui ,  et 
l'infini  est  regardé  comme  d'autant  moins  abordable  à  la 
géométrie  élémentaire ,  que  l'esprit  de  précision  de  notre 
époque  le  bannit  même  des  hautes  parties  de  la  science ,  6ù 


son  iolerYcntion  fut  signalée  par  de  ^  belles  découvertes.  Le 
odteax  n'est-il  |ms  d'accepter  sans  détour TimperrectioD  de  la 
tbéotiedes  parallèles,  et  de  la  baser  stir  quehfuedemaBde  aassi 
fiieile  à  accorder!  que  celles  qui  sont  relatives  aux  aotioobde 
h  ligM  droite  »  et  qui  soit  elle-même  oomaie  une  snite  néces^ 
saire  de  ces  BOtions^  Au  rcsle  rien  n'eoipdcherait^  dans  Fou- 
vrageque  nous  analysons,  d'ériger  en  postolalun  la  première 
proposition  de  celte  théorie ,  ce  qui  reviendrait  à  pass^  par- 
dessus une  démonstration  de  quelques  lignes^,  sans  autres 
modifications. 

Tous  les  théorèmes  relatifs  aux  triangles,  aux  parallélo- 
grammes ,  aux  trapèzes ,  aux  polygones  quelconques  dont 
là  énoncés  appartienneni  au  premier  livre,  ont  été  réunis 
sans  interruption  à  la  finde  celui-ci.  L'ensemble  ne  peut  qu'y 
gagner.  , 

Si  nous  comparons  encore  le  second  livré  à  oehù  de  Ler> 
gendre,  les  principales  différences  portent  d'abord  sar  les 
contacts  et  les  intersections  des  cercles ,  qui  en  oBét  avaient 
besoin  d'être  présonics  d'une  manière  plus  satisfaisante.  La 
mesure  des  angles  est  complétée;  le  cas  des  angles  incom- 
mensurables, est  traité  par  la  méthode  des  hmitcs^  quise  pré- 
senlcnt  ici  pour  la  première  fois,  et  sort  a  définir  nettement 
ce  qu'on  doit  entendre  par  le  rapport  do  quantités  incom- 
mensurables. Ge  livre  est  terminé  pjAr  les^  théorèmes  sur  les 
polygones  insciriptibles  et  circonsoriplibles. 

Viennent  ensuite  les  problèmes  qui  se  rapportent  aux 
deux  premiers  livres ,  et  qui  offrent  un  en^mblc  très-com- 
plet. 

•Le  troisième  livre  commence  par  la  tfaéorie  dos  lignes 
prufKirtionnelles  présentée  ainsi  indépendamment  des  théo- 
rèmes sur  la  mesure  des  surfaces  :  cette  séparation  se  com- 
mandait d'elle-même.  De  là  découlent  toutes  les  propositions 
sur  la  similitude  des  polygones ,  sur  la  proportianaalité  de» 
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HgWS  bouMdûgues.HLe  IbéorémQ  sur  les  l^issectrices  d'à» 
angle  d'oa  triaogle  et  de  Tangle  sup^lteieDtaire ,  donoe 
Ueu  à  la  division  harmonique  dont  il  çer^t  B9m  doute  à.  dé- 
sirer que  les  propriétés  ks  plus  simple^  f9sieqt  éi^  dowaine 
de  renseignemeat  élémeolaire.  Le  tbéoréne  sur  le  eimxia^ 
des  médîmes  conduit  à  la  considération  si  importante  du 
centre  des  moyennes  distaoees  de  trois  points. 

La  mesure  des  aires;  des  polygones  et  les  ttiéorém^qui 
s'y  rattacbenl  lormt nt  l»  dernière  mpitié  dq^  troisiéimJivpe. 
Outre  les  propositions  données  daps  Legendr^,  on  y  trouve 
le  théorème  sur  la  lomme  des  carrés  des  côtés  d'un  quadri- 
latère^ Vexpression  en  fondionl  des  côtés  de  Taire  d^  trian- 
gle et  du  quadrilatère  ioscrit. 

Parnû  les  problèmes  placés  à  la  fin  de  ce  livre ,  citons  le 
partage  d'un  trapèze  par  des  parallèles  à  la  base  en  parties 
proportionnelles  k  des  nombres  donnés;  la  construction  d'un 
quadrilat^e  inscriptible  de  côtés  donnés  i  quelques  problème» 
sur  la  construction  d*un  cercle  tangent  à  des  droites  ou^  à  des 
cercles  donnés. 

Dans  le  quatrième  livre,  relatif  anx  pp^gones  réguliers 
et  à  la  mesure  du  cercle ,  on  remarque  les  es^pressions  du 
côté  et  de  Taire  en  fonction  du  rayon  pour  chacun  def  tfiij" 
gones  inscrits  dont  la  construction  peut  s'exécuter  géométri- 
quement, et  un  ensemble  assez  complet  de  toutes  tes  Wlres 
formules  auxquelles  peuvent  donner  lien  les  polygones  ré- 
guliers. 

La  transition  des  polygones  aux  figures  terminées  par. des 
courbes  donne  lieu  à  une  observation  importante.  D'aceprd 
avec  Tesprit  actuel  de  l'enseignement  ^avec  te  mardie  natu- 
relle des  idées,  Tauteur  efiectue  cette  transition  simplement 
en  considérant  ces  dernières  figures  comme  les  limites  vers 
lesquelles  tendent  les  polygones  à  mesure  que  le  nombre  de 
leurs  côtés  airtn^nte;  mais  pent-étre  lroHvera->t-on  qu^il  a 
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éCé  trop  loin  co  introduisant  l'idée  de  limite  dans  les  éé&m- 
tiODS>  mêmes.  Ainsi  y  en  se  conformant  anx  définitions  pré- 
sentées jasqn'ici  dans  tous  les  on?rages  élémentaires,  l'aire 
d'une  figure  curviligne  ne  peut-elle  pas  être  conçue  comme 
Une  portion  limitée  de  plan  sans  que  cette  idée  exige  néces- 
sairement celle  de  polygones  dont  les  côtés  devieniM'nt  de 
plus  en  plus  nombreux?  Cette  observation  se  présenté  de 
même  dans  le  sixième  livre  à  Tégard  des  corps  terminés  par 
des  surfaces  courbes.  Dans  tous  les  cas  Tesprit  isole  de  l'idée 
de  forme ,  celle  d'espace  qui  en  est  essentiellement  distiticte. 
Toutefois,  relativement  aux  longueurs  des  lignes,  aux  aires 
des  surfaces ,  on  ne  peut  s'empécber  de  reconnaître  que  l'idée 
de  limites  se  présente  plus  nécessairement  pour  la  transition 
des  lignes  droites  aux  lignes  courbes,  des  surfaces  planes 
aux  surfaces  courbes;  aussi  l'expression  de  longueur  ne 
^emble-t-^e  pas  offrir  le  même  sens  pour  des  lignes  non 
SQperposables ,  de  même  que  celle  de  superficie  pour  les 
surfaces  qui  ne  peuvent  s'appliquer  exactement  les  unes  sur 
les  autres.  , 

Le  rapport  de  la  circonféi^enee  au  diamètre  est  obtenue 
par  la  méthode  la  plus  simple,  savoir,  la  méthode  desisopé- 
rimétres  ;  mais  des  formules  données  précédemment  sur  les 
polygones  réguliers ,  on  déduit  de  même  immédiatement  les 
autres  méthodes  élémentaires. 

«B  ns  un  appendice  au  quatrième  livre,  on  trouve  une 
démonstration  très-simple  de  ce  théorème,  que  le  cercle  est 
plus  grancT  que  toute  autre  figure  plane  de  même  péri- 
mètre (*)  ;  il  contient  aussi  plusieurs  questions  d'exercices 
sur  les  polygones  réguliers. 


C)  Cette  démonstration  est  extraite  d'un  beau  mémoire  de  M.  Steiner,  inséré 
d«n»  le  Journal  de  MaMiématiques  de  M.  Liouville,  I84r.  On  peut  en  voir  d'autres 
d'une  grande  simplicité  qui  s'étendent  également  aux  surfaces  sphérîques,  dans 
le  Ipme  3«deft  Neuf  elles  annales  de  Mathématiques,  page  480. 
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Le  ciocinièiiie  livre  sur  les  plans  el  les  angles  polyèdres , 
Dous  parait  parfaifetnent  remplir  le  cadre  qu'il  embrasse.  Il 
forme  une  introduclion  attssî  complète  qu'on  peut  le  désirer 
pour  la  Géométrie  descriptive.  On  y  trouve  les  théorèmes 
sur  le  quadrilatère  gauche,  sur  la  plus  courte  distance  de 
deux  droites,  sur  les  angles  trièdres  supplémentaires  et  sur 
tons  les  cas  de  l'égalité  des  angles  trfèdres. 

Dans  le  sixième  livre,  relatif  aux  polyèdres,  on  ronarque 
le  théorème  d'Ealer  sur  le  nombre  des  côtés  des  faces  et  des 
sommets  d'un  polyèdre  quelconque,  ceux  qui  sont  relatif»  au 
nombre  des  faces  d'un  nombre  impair  de  côtés,  etc. ,  à  la 
somme  des  angles  plans.  L'égalité  de  vplume  des  tétraèdres,  de 
même  hauteur  et  de  bases  équivalentes  est  démontrée  en  consi- 
dérant ces  tétraèdres  comme  les  limites  des  prismes  intérieurs 
formées  sur  des  sections  parallèles  aux  bases.  On  pourrait 
regretter  de  ne  pas  trouver  aussi  la  belle  démonstration  de 
ce  théorème,  telle  qu'elle  est  dans  Legendre,  indépendam- 
ment de  la  considération  des  limites.  L'^alité  des  polyèdres 
de  faces  égales,  démontrée  par  M.  Gauchy,  forme  un  des 
plus  beaux  théorèmes  de  la  géométrie;  son  absence  laisse 
dans  cet  ouvrage,  comme  dans  tous  ceux  qu'on  a  pubUés 
jusqu'ici,  une  lacune  qu'il  serait  à  désirer  de  voir  combler. 

Plusieurs  problèmes  importants  sont  traités  à  la  fiu  de 
ce  livre,  particulièrement  la  recherche  de  la  hauteur  d'un 
tétraèdre  de  côtés  donnés,  le  partage  d'un  tronc  de  pyra- 
mide en  parties  proportionjpelles  à  des  nombres  donnés  par 
des  plans  parallèles  aux  bases,  Fexpression  du  volume  Jivt 
rhomboèdre,  du  dodécaèdre  rhomboïdal  en  fonction  du 
côté. 

Dans  le  septième  livre,  nous  remarquerons  les  théorèmes 
sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  à  un  tétraèdre  ,  à  un 
polyèdre  régulier  ;  la  construction  des  cinq  polyèdres  ré- 
guliers. 
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Uil  appendice  à  ce  livre  traite  des  figures  symétriques, 
ipar  rapport  à.  ma  point»  à  une  droUeoii  à  on  piao.  Il  OMtient 
aussi  diverses  questions  sur  la  sphère  et  les  polyèdres  régu- 
liers $  nous  indiquerons  les  suivantes  :  Trouver  le  ray^ 
d'une  sphère  sotide,  construction  d'un  quadrilatère  spbérique 
inscriptible  de  côtés  donnés ,  lieu  des  sommets  des  triangles 
spbériques  de  même  base  et  de  métoe  surface,  expressions 
des  ri^yons  de  la  sphère  inscrite  et  de  ta  sphère  circonscrite 
à  chacun  des  c\ûq  pdyèdres  réguliers ,  expressions  des  aires 
el  de»  volumes  de  chacun  de  ces  polyèdres  en  fbncHon  du 
rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

Relativement  au  huitième  livre  nous  parlerons  seulement 
de  l'appendice  qui  le  termine.  Entre  plusieurs  problèmes 
d'exercice  sur  les  corps  ronds,  on  y  trouve  cette  propositioD 
importante,  que  parmi  tous  les  corps  de  même  surface,  la 
sphère  est  celui  du  plus  grand  volume.  La  démonstration  de 
cette  propositimi  parait  pour  la  première  fois  dans  un  traité 
de  géométrie. 

On  ne  peut  qu'applaudir  aux  eflbrts  du  '^jeune  auteur 
pour  compléter  les  éléments  d'une  science  qu'il  expose  avec 
tant  de  clarté  et  de  rigueur  ;  il  aurait  été  à  désirer  que  f on 
eût-  joint  le  théorème  de  Cauchy  sur  les  polyèdres,  qui 
remplit  cnGn  une  si  ancienne  lacune. 

La  table  des  matières  placée  en  tête  du  volume,  renferme 
les  énoncés  de  tous  les  théorèmes,  de  tous^IeS  problèmes; 
ce  qui  facilite  non-seulement  les  recherches  mais  encore 
les  moyens  d'étude;  les  élèves  peuvent  repassera  rue,  et 
ce  tableau  synoptique  fait  voir  le  développement  de  Farbre 
delà  science,  depuis  le  germe  initiai  jusqu'aux  rameaux, 
les  plus  élevés  de  la  tige. 

En  résumé ,  malgré  quelques  moyeus  de  démonstration 
que  nous  nous  sommes  permis  de  critiquer ,  sauf  quelques 
définitions   entachées  de   puritanisme,  nous   croyons  que 
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l'oawage  élémeniairc  de  M.  Catalan ,  déjà  afaniageosenienl 
connu:  par  dea  tria  vaux  phi»  rcleTés ,  occupera  nue  phoe  ho- 
norable dans  la  IMtéraluve  gèomélriqiie» 

Thîbmjlt. 
Licmeié  es  êcienee»,  professeur  de  mtx^hémcMques^ 


NOTE 

sur  les  candik(ms  de  récUilé  des  racines  de  PéquaHon  générale 
du  quairiéme  degré. 

PAH    M.    BS8BOTS8, 

profbiseiur  à  MAoon. 

Qaand  on  cherche  les  conditions  de  réali(6  desVacincs  de 
Téquation  générale  du  \'>  degré,  en  se  servant  de  Téqualion 
aux  carrés  des  différences,  ou  du  (héorémc  de  M.  Sturm,  on 
est  conduit  à  des  calculs  assez  longs.  Mais  nous  allons  faire 
Toir  dans  cette  note  qu'on  peut ,  sans  recourir  à  ces  deux 
méthodes ,  déterminer  les  conditions  de  réalité  d'une  manière 
très-simple.  L'équation  générale  du  4'  degré  peut  toujours 
élre  mise  sous  la  forme 

et  si  Ton  désigne  par  x^-^pjc-^-  q  un  facteur  quelconque  du 
second  degré  du  premier  membre,  on  trouve  très-facilement 
pour  l'équation  qui  détermine  p , 

^•^4.^^,4+ (Q>_4S)/>^—R'  =  0. 
En  posant  ^^p^^  on  a 

23  +  2Qz'*  4-  (Q*  -  4S)  2  —  R^  =  0 , 

«t  IfS  racines  do  l'équation  en  z  sont  les  carrés  des  sommes 
dos  racines  de  réquation  proposée  prises  deux  à  deux. 
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Il  est  évident,  d'abord,  que  si  les  racines 4e  réqaation 
proposée  sont  réelles,  l'équation  en  z  a  tontes  ses  racines 
réelles  et  positives ,  et  par  conséquent  qu'elle  est  complète  et 
n'a  que  des  variations.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que 
réciproquement  y  si  les  conditions  de  réalité  des  racines  de 
l'équation  en  z  sont  remplies ,  et  que  cette  équation  ne  pré- 
sente que  des  variations ,  l'équation  proposée  aura  toutes  ses 
racines  réelles.  En  effet ,  lorsque  les  conditions  précédentes 
sont  remplies,  toutes  les  racines  de  l'équation  en  z  sont  po- 
sitives ,  et  nous  allons  voir  que  cela  ne  peut  arriver  qu'au- 
tant que  toutes  les  racines  de  l'équation  du  4''  degré  sont 
réelles. 

Si  les  racines  de  l'équation  du  4*  degré  ne  sont  pas  toutes 
réelles ,  il  pourra  se  présenter  deux  cas  :  ou  bien  les  quatre 
racines  seront  imaginaires ,  ou  bien  il  y  en  aura  deux  réelles 
et  deux  imaginaires. 

Si  les  quatre  racines  sont  imaginaires ,  on  voit ,  en  se  rap- 
pelant que  leur  somme  est  égale  à  zéro,  qu'elles  seront 

azt.h  V —  1 ,  —  a-±LV  K —  1 ,  et  que  par  suite  les  racines 
de léquation  en  z  seront  4^%  —  (^ -f  &')%  —  (*  —  *T-  li  y 
aura  donc  des  racines  négatives  dans  l'équation  en  z  «  les 
quantités  h-\-h\  h  —  b'  ne  pouvant  être  nulles  en  même 
temps ,  puisqu'on  en  conclaerait  &  =  0 ,  &  ==  0 ,  ce  qui  est 
contre  Thypothése  f  ). 

Si  deux  racines  sont  imaginaires  et  les  deux  autre  réelles; 
en  ajoutant  une  racine  réelle  à  une  racine  imaginaire,  on 
aura  toujours  une  quantité  imaginaire,  et  en  l'élevant  au 
carré,  on  aura  une  quantité  imaginaire  ou  une  quantité  né> 
gative.  Ce  dernier  cas  arrivant  seulement  lorsque  la  racine 


(*)  On  peut  même  dire  qu'aucuoe  racine  n'est  nulle  dans  Téquaiion  en  z.  «i 
on  suppose  R  différent  de  zéro.  Or  c'est  ce  qu'on  peut  toujours  supposer  ici ,  le 
cas  de  R"-o  pourant  être  traité  directement. 
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réelle  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  parlie  réelle  de  la 
racine  imaginaire  n. 

On  peut  donc  conclure  de  ce  qui  précède ,  que  c'est  seule- 
nient  dans  le  cas  où  l'équation  du  V  degré  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles ,  que  réquation  en  s  a  toutes  ses  racines  réelles 
ei^posUives. , 

Remarquons  que  nous  n'avons  pas  dû  ici ,  comme  on  le 
fait  pour  l'équation  aux  carrés  des  différences,  nous  borner  à 
la  seule  condition  que  Féquatiga  en  «  n'eût  que  des  Yaria- 
tiens.  De  ce  que  l'équation  en  z  est  complète  et  n'a  quo 
des  variations,  on  en  conclut  ^ien,  il  est  vrai,  que  cette 
équation  n  a  pas  de  racine  négative  ;  mais  il  ne  résulte  pas 
de  là  ,  comme  dans  le  cas  de  réquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences ,  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  imaginaires  dans  l'équation 
proposée.  Ainsi ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure» 
il  est  évident  que  dans  le  cas  où  il  y  a  dans  la  proposée  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires,  il  arrivera  généralement 
que  l'équation  en  z  aura  une  racine  positive  et  deux  racines 
imaginaires. 

La  condition  que  l'équation  en  z  n'ait  que  des  variations 
donne  immédiatement 

Q<0,    Q.'--4S>0. 

On  exprimera  ensuite  que  l'équation  en  z  a  ses  racines  réelles, 

en  la  transformant  en  2'*-(-^2i'-f-B  =  0  et  appliquant  à 

cette  équation  la  condition  connue  4A'  -j-  27B*  <  0. 

fi  et  A  sont,  comme  on  sait ,  les  résultats  de  la  substitu- 

2 
tion  de  —  ~  Q  dans  le  premier  membre  de  l'équation  en  z 

ô 

et  dans  sa  dérivée.  En  faisant  ces  substitutions ,  on  trouvé 


(')  La  somme  des  racines  étant  égalé  à  zéro,  il  faut  pour  qu'une  racine  réelle 
puisse  satisfaire  à  la  condition  précédente,  qu'il  y  ait  deux  racines  réelles 
égales  dans  l'équation  du  4*  degré. 
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€t  en  développant , 

4*S5+4"SQ*— 23.4*ffQ'— 3'R*— 4**Q»+8'x4*Qffll*>0. 

Cette  inégalité«t  les  desx  précédentes  wntaastii  celles  que 
Lagrange  a  dédaites  du  calcul  de  l'équation  aux  carrés  des 
diOërenees.  (>Rés.  dm  éq.  num.,  p.  48, 1808.) 

NùU.  Nous  crojons  utile  de  consigner  ici  les  fonctions 
Bhmmmnes  O  pour  ^équation  complète  du  quatrième  degré, 
telles  qu'elles  ont  été  calculées  par  M.  Midy  (Du  (héorème 
deM.^tnrm,  p.  S7,  I836).> 

Faisons 

3/7*— 8^= A  ;  py— 6r=B  ;  /?r— 165=C  ;  9/?'— 32py+48r=D, 

on  aura 

X,=Aar'4-2BavfC;  X3t=:[4AC+2BD— â^rA'Jjr+CO— AV, 
W         X,=Ma:+N;  X,=N[2MB— 3AN]— CM\ 
Lorsque  /?  =  0 ,  on  a 

A=— 8^;     B  =  — 6r;     C  =  — 165;     D=:48r; 

M=64[8y5— 9/^— a^r^];  N  =  — 64r(485  +  ^'); 

X,  =  2^3^'  (875  —  9r"—  2q^)  (485+  ^'J  +  3.2'.€^r'  (485 +^*)'  -f 
4-2^5(8^5  — dr*—%3ja 

Daprès  la -théorie  connue,  A  doit  être  positif ,  M  négatif,  et 
X4  positif.  Ainsi  ^  <  0. 
Faisons  -r-^  =  ç',  alors  on  aura 

V^<8î'5+9r^.ou  ^'»<45  +  ?^,  et  X,>0. 

2y 

Ces  inégalités  de  condition  ne  sont  pas  les  mêmes  que  cdies 
que  donne  l'équation  aux  carrés  des  différences.  Cette  di- 
versité n'cst-elle  qu'apparente  ?  Tm. 

(*)  Nous  hasardons  celte  ekpression  ;  on  dit  bien ,  les  BombresSenMVllinM. 


—  391  — 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  40  (T.  I ,  p.  395). 
PAH  M.  osimoss  niTT. 


L'énoncé  de  oe  problème  qtri  n'est  applicable  qn'anx 
courbes  du  deuxième  ordre  douées  d'un  centre  peut  être 
modifié  et  gëfnéralisé  de  la  manière  suivante. 

Soit  ABC  tm  triangle  inscrit  dans  une  conique,  soit  mei^ 
une  droite  quelconque  parallèlement  à  la  tangente  qui  passe 
par  A  ;  te  point ,  le  milieu  de  la  portion  de  la  parallèle 
interceinéc  entre  les  côtés  AB  et  AC,  et  le  pôle  P  du  côté 
BC  sont  sur  une  même  droite. 

La  démonstration  de  ce  théorème  s'obtient  facilement  par 
Tanalysé. 

Si  l'on  prend  pour  axes  coordonnés  les  côtés  AB ,  AG  > 
l'équation,  de  la  courbe  sera 

ky  -f  Bjc^ +Ca:r+  D^+Eo:  =^0. 
On  déterminera  facilement  les  longueurs 
E  D 

et  Von  aura  l'équation  du  troisième  côté,  BC , 

5r  +  |.r+i  =  0.  (1) 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  pôle  P  de  cette  droite,  on 
prendra  l'équation  générale  de  la  polaire 

(2A€4-B«+D)^+(2Ca+B6+E)a:+D6+Ba  =  0.     (2) 
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Et  égalant  les  cociBcients  des  variables,  on  aura  les  relations 

2A6  +  Ba+D       D 


d'où 

Ton  tire 

1 

D6-f-Ea 

2Ca+Be+E 

D«+E« 

~A' 
C 

a  =- 

D 
"B 

.— 1 

et 

6 

a 

£ 

(3) 

D'ailleurs  l'équation  de  la  tangente  à  Forigine  A  »  est 

Dr+E:c  =  o,      ou     ^  =  -|;     (*) 

d'où  il  suit  que  les  côtés  AB  et  AG,  la  droite  AP  et  la  tan- 
gente en.  A,  forment  un  faisceau  harmonique. 

Si  donc  on  mène  entre  les  côtés  AB  et  AC,  une  transver- 
sale quelconque  parallèle  à  la  tangente  a^  point  A ,  cette 
transversale  sera  divisée  en  deux  pitiés  égales  parla  droite 
AP,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  l'on  cherche  l.es  coordonnées  du  pôle  F  du  côté  AB, 
on  trouvera 

~  2AE  —  BD  ' 

2AE  — BD 
Pareillement  les  coordonnées  du  p61e  F'  do  côté  AG  sont 

DE 


6"=- 


2CD  — BE' 
E* 


2CD  — BE' 
d'où  l'on  conclut  les  équations  des  droites  BF,  GP", 

BP-.....Y+cp.+  ,"f|_BDE(^+l)-^' 
CP'        Y4- 5  -t-  AJ/+2CD-BDE     ^ 


Et  les  coordonnées  de  leur  point  d'intersection 

D*E 


X=  — 

Y  =  — 


2AE*4t2ÇD*— BDE' 
DE* 


2AF+aCa)'— BDE* 

d'où  l'on  tire 

...    Y  ^g     . 

Donc  les  droites  AP,  BP,  GP',  se  ooopent  en  un  seal  et 
même  point  ;  ce  qui  vérifie  une  prcqppiété  connue. 

Si  l'on  cherche. la  polaire  do  point  de  concours  de  ces 
droites,  on  trouve 


VCD  — BE/       \AE— Bd) 


Note.  La  même  proposition  peut  se  démontrer  par  la 
synthèse.  Soit  I  l'intersection  de  BG  avec  la  tangente  en  A , 
et  O  l'intersection  de  AP  et  de  BG;  I  est  le  pôle  de  AP; 
donc  les  quatre  points  I,  G,  O,  B,  sont  placés  barmoni- 
qnementsnr  la  sécante  IGB  ;  les  quatre  droites  AB,  AO, 
AG,  AI ,  foraient  donc  un  faisceau  harmonique^ ,  etc. 

Tm. 
—«■si  '       .       ■  '      I      Mu      II   ■  i   ■     .   ' 

TOLUMES  ENGENDRÉS. 

(Mêmes  flgares  que  pour  lee  rarfaees).  —  PMCToir  p.  801). 


«neien  protesseur  de  mathémaUqiies  spéeides  i  KÈeole  de  Sorréze , 
■égent  de  mtthémaUqiies  spéciales  au  collège  de  Pamiers. 


!•  Triangle. 
-2volABFsi 

=icBjP*(cB-gAF\=?CB.BF'5 


YolT  r=r  vcdGBEF— 2vol  ABF  «  icBF.GB-^^ttBF.AF  ; 

3 


AHN.  DI  MATBtif.  111.  27 
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or  AB  =  RK3,  BF=5R, 

donc  volT  =  ^7uR3V/3. 

^  Cwrré. 
Vol  C  =  2  voie  AB  =  2  (volCAEB  —  vol  ABE)  = 

=  -  icAECcÂ +BÊ +CA.BE— BE')=?7cAE.CA(CA4-BE)=: 

=|itAÎ!.?CA=î,tCA'; 
3  2  3  '. 

or  CA=2R; 

donc  volC  =  4wR^ 

3*»  Pmtag&m. 

VolP=2vol  ABCD  =2volDCAG+2(volCBB(G— vol  ABB)  = 
=5volT+volT0. 

VolT=«AGeG'5  voir  te:  voh-- vol/; 
or  vol/=JiKiH(CG'+BH +CG.RH),  et  voh^=53tAH.BH'- 

Cela  posé,  AC=l>±=5|/iO+2V/5;  AB=^|/iO— 21^5; 

AG=^=.?l^lO-2\/5î  CG=5-(5+\/5);  AH=5  = 
2         4  4  '2 

^10+21/55  GH=^-AG=|(l^lO+2k^K^ÔI#^) 

♦  .2 

donc     volT  =  icvV^10  — 2^5.^(30  +  101/5)  = 

4  8  ♦  o 
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Voir  =1  «|/5-2k'5 1  ~C30+10\/5)+^(30-.10V/5)  -f 
1)6 


20R' 
16 


YoU=  îic?\/lO+2V/5  .  ^(30— 10\/5)  = 

=|.|.:^.rRV80-32\/5=|.|«R»  |/5-2\/5. 

Par  saite ,  yo\T=  ^. J^rR»  j iy/s—iVl—y/i—iVl j  =. 

=  |itR»|/5-2V/5; 
«t  partant, 
volP=:2(volT+voir)=|«R»y/5+2k'5+|icR»y/5-2V/5  = 

=|itR'(^y/5+2V/5+y/5— 2V/5^=|.rR'y/l(M.2\/5. 

4"  Hexagone. 

Vom  =  2  volABGD  =  2  (volADCG-^volABG)= 

=  ^  i:AG^*+ C5'+ DA.CG  —  BG'>= 

=1  irAG  Ida  +  (GG  +Be) (CG-  BG)  +  DA .  CG j  = 
=H«AG.DA(DA+CB+CG)=|7cAG.2R(4R+BG)=67uR\AG5 
or  AG  =  5:V/3 ,        donc  yoIH  =  SuR»  V/3. 

5'  Oetogùne. 

VolO  =  2  vol  ABCDE  =  2  (vol  ABDE  +  vol  BCD)  = 
=  2(volT+volT). 

Vo1T==:voUFDE~yoUBF==Î7ïAF(Â1+DfVaE.PF--BF*) 
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=  îicAFJÂi'+(DF  +  BF)(DF— BF)4AE.DFJ  = 

=  5  irFG.DB{AE+DB+DF)=  |itAF.CG(3CG+|DB^  = 

=  icAF.CG(2G6  +  DB). 
Voir  =  volDCGF  —  volBFGC  = 

=  l  itFG  (dF+  CG'+  de  .  CG— BF'— CG'—  BF .  CG)  = 

3 

=  ^  itFG  I  (DF + BF)  (DF-  BF) + CG  (DF-  BF)  j  = 

=  I  icFG .  DB  (AE  +  G6)  =  «FG .  DB .  CG. 
Or.      CG=R;  DB  =  RV/2;    AF=^  =  ^; 

FG»B-AF  =  R-ï^=|(2-.V/2)^ 
donc 

VOIT» r  .  1(2 ~  V/â)  . R \/2. R  =^  (2 \/2- 2 )  = 

=icR»(V/2-l)} 
par  suite  volT + tÔ1T'=  2«R3  \/2 , 

et  partant  .  vol  O  =  *itR»  X/ï. 

6*  Décagone. 

VolD =2  vol  ABCDEF  =  2  (vol  ABEF  +  volBCDE)  = 
=2(volT  +  volT'). 

VolT  =  vol  AGEF  —  vol  ABG  = 
=  ;  itAG  (ÂF + Ëg'+  AF.  EG  —  BG')  = 

=  ^  « AG  j  ÂF*+ (EG  +  BG)  (EG— BG)  +  AF.  EG  j  = 


-SOT  — 

=  iirAG.AF(AF+EB-t-E6)a:|icAO.A0/3A0+^£B\  = 

=:icAG(3A0  +  EB). 
VolT'=  i7cGK(^»+DK +EG.DK— BG*— CiT— BG.CK)  = 

=|«GK  { (E6+B6)(E6-BG)+(DK+GE)(DK-CK)+EG.DK- 

— BG.Ge|  =^kGK(AE  .EB4-AE.DG  f  EG.DK-BG.GK). 
Cela  posé,  ona    OA  — 11;  )AE^2a; 

=|(l+V/5)  ;  EB=2EY=5(l+ï/5)5  DC=C=5(V/5-0; 
AK  =  r  =  \/^'  =  Y/^(6-2V/T  = 

=  jy/ïô+ii/f  ;  GK=r  AK— AG= j(y/*®+^^^ 
-y^lO-2  \/5)= j  v/20^8V'5=||/5-2»/5i 

BG=  y/ÂB'-ÂG'=jy/u-6^^5=j(8-kl)  ^ 

CK=R-5=?(5-V/s)i  EG«EB+BG=Ç(5+V^5); 
2      4.  ♦ 

4 

On  a  donc     volT=«.  j^ïô^^^^/î  UK^{t+\/l)\  =. 
=  !|!  (s+Vs) /i^I^»  ^V20(H40^/5» 
=  :i^y/5(M.10V/5: 
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+  %  (5+V/5)  (3  +  r/5)  -.^(3-V/s)  (5-K5)j  = 

=  • .] .  ^^itR»y/5-2\/5  .  48V/5  =  ^  itRS y/as-ioj/â  j 

partant  y 

volT+TolT' ==  j^R*  {y^50  +  I0I/5  +  2y/ 25--lbV/5  j . 

En  élevant  la  parenthèse  au  carré  et  en  extrayant  k  racine 
carrée,  on  obtient  : 

TOlT+volT'=iirRîy/250~50V/5=:^«R3y/ 10— 2V^&  j 

et  par  suite,     volD ^—'cll' t/lô— 2\/5 , 

expression  égale  à  la  surface  engendrée  par  le  pentagone, 
multipliée  par  la  moitié  du  rayon  R^  résultat  remarquable* 

T  Dodécagone. 

YblD  39  2  vol  ABCDEFG=  2  <v(rfT  +  volT'+  volT"). 
VolT=volABFG  =  volAHFC  — volABH  = 

=:iirAH  (acVhF+  AG  .  HF  —  BH')  = 
=  ^  «AH  !  ÂG'  +  (Hf  +  BH)  (HF— BB) + AG .  HF  j  = 

«=  j  itAH .  ÀG  (AG  +  BF+HP) =5  «ah  .  AO  (3A0  +?  BF)  = 

=  «AH.'aO(3AO+BF). 
Voir=  volHFEK  —  TolHBCK  = 


=  -  «KhChF'+kF+HF.  KE  —  BH  — CK'— BH .  CK)  = 

«I 


ItcKhChf'h 

= ^  itRH  j  (HF + BH)  (HF—  BH)  +  (KE  +  CK)  (KE  —  KC  j  + 
+  HF.KE  — BH.Ck}  = 


:s  |itKHJA^.BF  •!;▲&..  C£+JiF.KG.<r-Bfl;CKL 
V61T»=volKËDL-yolkCDL  =  '        " 
î  icKL  (KÊ' +  DL*  +  E?^  DI' -- DL"  •- CK"  —  DL  .  CK)  = 

=  lirKI.  1kE(KE+DL)— (DL  +  CK)  CK  j . 
■    f        I  ;  .'  J  :  14:-'     ■ 

Or,  on  troibvc  facilement  OA  =  RB  =  CE  s  DL  =  R  ; 

AG=2Ri    AH  =  ÔV=1r;    FF=Ri/3j    AB  =  C  = 

=|(37rl<3).  i  FE=  FB+BH^  R\/3r»-?|(«-r*V/â)  »=». 
5(2+V/^  j  KE=»|h;  CR=EE-*Bq^R/;  DY=.»^Ri 

KL=CY  =  V/C'-Ç=îî(2-V^3);j  BÉWàL-AH- 

KL4-iR(ï-»^3)  =  iÉ(Wlh-i).' 

,    2;      2  •  '.  •  •      .  2  .r.  :;  .  .  • 

Donfc  VOIT  =  TT .  ^  (2R+RV/3)  =  i /«ftî  (2+\/2)  ; 
Voir=5ir.î  (l^-l)[2RV3+2R*+f  R*(2+W^- 

3        2  \  T  •  <., 

_|*(2_V/2)j==|.l«R»(V/3-l>(l2  +  12\/i>  = 

-  i^,rR»(*/î--l)  (»/d+l)  «isirR». 

yoir'=|.4(2-.ï/2)j|R(|»H.B)-.iB(ÎR^:R)i= 

=^.g«R'(2-P/2):i2i=i«R»(2~l/2)i  * 

Partant,    yolT+volT'+ wlT"=|itR».6  =  3»rR»," 

et  par  suite ,  toUD  =  ÔwW^ 

résultat  d'une  simplicité  remarquable. 
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ItouB  allons  maMeDânt  vérifier  «es  téMiUat»  {lar  la  mé- 
thode  de  Guldin.  P'abord  oo  (rpiive  facilemeot  pour  expres- 
sions des  surfaces  des  poljgones  ri^liersen  fonction  de  R  : 

8urfT  =  ?R*V/â}  »urfC=*=2R*; 
Wrf  P  =1  R*  y/ïÔS^  ;  surf  H  =  I  R*  V/3  ; 

•rarf  O  =  2R»|/2  ;  smf  DG'G  =  j  R'y/s— 2I/5  ; 

8arfDo<;=3R*. 
Onadonc,  entppUqoant  Iaf<^nnale  to1Po/s;:S.9iA: 

irorr=3;R*V<3.4»rR=|*R»V^S;TOl€=8R*.aitR=*nR«ï 
volP=»|  R»  y^l(M.2\/5 . 2«R= jitR»y/lO+2V^  ; 

volH,=f  |a'V^.  a«R  =  8»R'\/3; 

VOlO  =  2R'K2  .  2^R  =  4irR3K2  î 

YOlD  =  jR*y/|(H-2V/5  .  2irR  =^,rR3y/iO-2V^f 

V(ÀD<>rf=  3R\  2wR -=£  67rR»  ; 

résidtats  identiques  avec  ceux  que  nous  yesiODS  de  trouver 
par  la  géométrie.  ' 

On  pourrait  encQre,  en  suivant  l'une  d^  deux  marches 
que  nous  venons  d'employer ,  trotiver  les  expressions  des 
mômes  volumes ,  soit'Qn  fionetiçn  du  o^^  ei  f  soit  en  fonction 
de  l'apotiième  r. 

Par  exemple  9  en  fonction  du  côt^  ^  on  troiivarait  : 

#0lT  =  lirC^    YOlC=ncV^;    VOLP  =  jW(5  +  3V/5)  ; 

VOlH :;;=  3;rC'  \/l  ;  VOlO=  27rc'y/20+l4|/5  j 
volDc'c  =  ^cc^y/50+22\/^'  vol Dorf  =  37rc< 3^6+5^2). 
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RÉPONSE  AUX  NOTES  DES  PAG^IS  148,  149. 
»AR  M.  FnrcnL, 

docteur  es  sciencat,  professeur  à  i'ËeoIe  d'arttUerie  et  an  oollôge  de  Strasbourg, 


l*L'équation  du  second  degré  à  deax  Tariables  peut  être  re- 
présentée d'une  infinité  de  manières  par  /7jr  -{-  ^'  7=^  ^  >  4^^ 
renferme  six  constantes,  p^q,  a  sont  de  la  forme  ^-f  Bx  +6, 
ony  +  kx  -\-l;  dans  ce  dernier  cas ^  a'  serait  multiplié  par 
une  constante.  Admettons  cela  :  notre  équation  devient 

Je  ne  reprendrai  pas  les  raisonnements  de  M,  PlUcker  ;  il 
faudrait  entrer  dans  des  détails  qu*on  peut  éviter.  Je  me  rap- 
prociierai  des  méthodes  enseignées  dans  nos  écoles.  Soit 
donnée  une  courbe  du  second  degré;  j'y  prends  deux  tan- 
gentes et  la  sécante  de  contact  :  soient  ^  +  A:j?  +  /  =  0, 
y  +  kx'-hl'  =  0  les  tangentes  ;  y  +  *x"  +  /  =  0  la  sécante. 
L'équation  représente  une  infinité  de  lignes  du  second  degré, 
ayant  les  deux  premières  droites  pour  tangentes ,  la  dernière 
pour  sécante  de  contact.  Il  y  a  plus  :  l'équation  (1)  les  repré- 
sente tçutes ,  car  elle  renferme  sous  ce  rapport  une  arbi- 
traire X,  et  c'est  tout  ce  qu'elle  peut  renfermer  d'arbitraire. 
Donc  (1)  représente  aussi  notre  courbe. 

Yoici  une  seconde  démonstration  moins  simple  -.  soit 

y  +  mx^'^2kx  =  0,  (2) 

réquatkm.  de  la  cowbe  rapp<»rtée  an  diamètre  mené  par  le 
pmiit  de  concours  de9  tangentes,  et  à  la  tangente  au  sommet 
de  ce.  diamètre.  Les  équalîons  des  langeâtes  seront  de  la 
forme 


--*(»  — 

yy»  —  mxx^  — h  {x  +a:')  =s  0. 

La  sécante  de  contact  x  —  j/  :^  0. 

Je  dis  qae  Téquation  (2)  peut  se  transformer  en 
\,yy^-mxx''^U^X'>tx*)\\jy'^m^3d—h^^ 
ou 

ou 

^,,  ,  J^-{maf^k)\^^-kx\mafJt^^\x^  ^  (W*')x^'_^ 
y  "tx  — ;^[ +^a:— -p5 -t pyr u. 

Annulons  d'abord  le  dernier  terme ,  en  prenant  X  =  A:\  Le 
coefficient  de  x^  devient 
— 7/1*  x"  —  ^kmx! 


Celui  de  âx,  se  transforme  en 

(— 2^j/  — ma;") 


=  m ,     VU  que    y*  +  wx'»  4*  a^jr*  =  0. 
isforme  en 
=  k^    parla  même  maison.  Donc,  etc. 


y 

Rien  n'empêche  de  généraliser  ce  résultat  par  une  trans- 
formation de  coordonnées ,  ce  qui  d'ailleurs  est  inutile. 

2<'Prenezsi]r  Unelignëdnseconddegréquatrepoints  :  parces 
quatre  points  vous  pourrez  faire  passer  une-  infinité  de  ces 
lignes,  dont  l'équation  aura  une  seule  constante  arbitraire; 
soient /9=:0, 9=0,  deux  côtés  oppo^s  du  quadrilatère  déter- 
miné par  ces  points  ;  r=r  0 ,  5=0  les  deux  autres!  L'équation 

^q  =  \rs 

représente  uneligne  du  second  degré  quelconque  menée  par  ces 
quatre  points.  En  effet,  elle  est  satisfaite'  par  les  quatre  points 
dont  le  premier  est  (j9  zzO,  rât:0),le6ecoDd(p^a,^3nO>^etCi; 
et  elle  renferme  une  arbitraire  X.  0û«e  die  yepvéswté  Mssi 
notre  courbe.  Autrement  :  pretteer=$o  pour  aM  de»  tr;  st=i^ 
pour  axe  des  y  ;  soient  x\  x"  les  abscisses  des  points  sitChé» 
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sur  le  premier  axe  ;  y\y^  les  ordonnées  des  deux  autres^ 
les  équations  de  nos  quatre  droites  seront 


r=0 

OU       ^  =  0 

»  =  0 

J?==0 

p=0 

^+5-=« 

y  aaO 

?+P-'=«- 

Donc 


;,,_Xr,=(^+f_l)(^+|_i)^>x^=a, 


ou 


Or ,  «réquation  d'une  conique ,  menée  par  ces  quatre  points  ^ 
est 

En  faut-il  davantage  pour  convaincre  ? 

Note.  Oui ,  il  fant<lavantag[e.  La  méthode  dont  M.'Plucker, 
àVinstar  de  MM.  Bobillîér,  Lamé  etc.,  fait  usage,  consiste  à 
identifier  une  équation  donnée  avec  une  équation  de  même 
degré,  mais^ d'une  autre  forme,  à  Taide  d'un  certain  liombre 
de  constantes  arbitraires  ;  pourvu  qu'on  ait  autant  d'équations 
que  de  constantes  arbitraires,  cette  identification  est  possible, 
analytiquement  payant.  Mais  la  possibilité  géométrique 
exige  que  Ton  prouve  que  ces  constantes  ne  deviennent  ja- 
mais ni  infinies ,  ni  imaginaires  ;  et  ici  il  s'agit  d'une  applicà- 
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tioD  à  une  portion  détenninée  de  l'espace ,  à  bu  géométrie  ; 
c'est  donc  ce  dernier  genre  do  possibilité  qu'il  làul  établir. 
Dès  lors  t  on  est  entraîné  dans  une  discussion  assez  épineuse 
qui  fait  disparaître  l'avantage  de  la  simplicité.  On  devra  aussi 
dire  pourquoi  le  même  genre  de  raisonnement  cesse  d'être 
applicable  quand  H  s'agit  de  lignes  supérieures  au  second 
degré  ;  à  quoi  cela  tient-il?  d'ailleurs,  la  méthode  est  si  ra- 
pide ,  si  féconde ,  qu'il  ne  faut  rien  négliger  pour  la  mettre  k 
l'abri  de  toute  objection.  Tm. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  85  (p.  256). 


vAa  M.  nous  oovn, 

bachelier  es  sciences  mathémaUques. 


Problème.  —«Quel  est  le  nombre  des  permutations  jde  n 
lettres  a,  6,  c,d..,  où  une  lettre  au  moins  est  à  sa)>lace? 

Solution.  Nous  rappellerons  d'abokrd  que  dans  le  triangle 
arithmétique  de  Pascal,  la  somme  des  p  premiers  nombres 
figurés  de  Tordre  n,  qui  forment  la  (a ^-1}^***  ligne  du 
triangle,  est  égale  au  p^^*  nombre  figuré  de  la  ligne  sui- 
vante, c'est-à-dire  de  Tordre  n-|-l,  ce  qui  donne  pour 
cette  somme  Texpression 

p(p+i)(p+2)...(p+n) 
1.2.3...  (/i -1-1) 

(  Voir  pour  la  démonstration»  itlgébre  de  Wnjek  et  Cho- 
quet ,  2*  édition ,  p.  342  et  suivante).  Gela  posé,  revenons  au 
problème.  Représentons  paLV  ?(»)  le  nombre  des  permutations 
de  n  lettres.  D'abord  le  nombre  de  permutations  où  l'une 
des  lettres,  la  première,  je  suppose,  est  à  son  rang,  égale 
évidemment  le  nombre  de  permutations  que  Ton  peut  faire 
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atecles  n  —  1  aatres^  c'est-à-dire  =  P(n-i)  ;  le  nombre  de 
permutatioDS  où  la  seconde,  b,  est  à  son  rang  égale  aussi 
Pn-i ,  diminaé  du  nombre  de  permutaffons  où  b  était  à 
son  rang  dans  le  nombre  Pa-i  obtenu  en  premier  lieu.  Or 
ce  nombre  est  éyidemuiént  Pn-.3,  c'est-à-dire  le  nombre  de 
permutations  qne  Ton  peut  faire  aveâb  les  n — 2  autres  let- 
tre» obtenues  eu  négligeant  a  et  b.  On  a  donc  en  définitive 
P(»-.i) — P(ii^2).  Maintenant  le  nombre  de  permutations  où  c 
est  à  son  rang  ::=  P«-.i,  diminué  dii  nombre  de  permutations 
où  déjà  cette  lettre  était  à  son  rang  dans  les  deux  nombres 
déjà  obtenus  pour  béia.Or  ce  nombre  est  facile  à  obtenir, 
car  il  sûfBt  de  dWinuer  les  indices  de  1  dans  les  nombres 
précédents,  c'est^-dire  que  ce  nombre  ^t  [Pc*— 9)]-f~ 
[P(n.2)  —  P(fi-3)]«  En  effet,  les  permutations  où  a  et  c  sont 
à  leurs  rangà  respectifs  =  Pn~3»  et  lés  permutations  où  b 
et  c  sont  à  leurs  rangs  respectifs  =:P(fi-.2) ,  diminué  du  nom- 
bre de  permutations  où  ils  étaient  déjà  à  leurs  rangs  dans  le 
nombre  précédent  P(ft-3)  obtenu  pour  a  et  c ,  c'est-à-dire, 
en  d'autres  termes,  diminaé  Au  nombre  de  permutations  où 
les  trois  lçttre3  a,&,c  sont  à  leurs  rangs,  nombre  évidemment 
s=  P(»-t).  Ainsi  les  permutations  où  b  et  c  sont  à  leurs  rang6 
=  P(n-2) — P(i^-3) ,  donc  enfin  : 

P(ii--ir-[P(»--«)+P(w-2)— P(»-»)]— P(n-l)--2P(w_2)-fP(»-3), 

est  ce  nombre  de  permutations  où  c  est  à  son  rang.  Et  en 
général  pour  avoir  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre 
est  à  son  rang ,  quand  on  a  celui  où  chacune  des  lettres 
précédentes  est  à  son  rang,  il  snflBt  de  retrancher  de  Pcn-o, 
la  somme  des  nombres  de  pèrmutatious  obtenues  pour  toutes 
les  lettres  précédentes,  mais  prises  avec  une  lettre  de  moins, 
c'estrà-dire  en  ayant  soin  de  diminuer  de  1  diaque  indice; 
et  en  effet  le  ncîmbre  de  j^rmutations  où  une  lettre  quel- 
cooiqae  A:  est  à  son  rang  =  P(n-i)  diminué  de  la  somme 
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des  nombres  de  permatatioDs  où  déjà  elle  était  à  son  rang 
soas  toutes  les  permutations  obtenues  pour  les  lettre»  pré- 
cédentes. Or  supprimez  cette  lettre,  k  dans  tontes  les  per- 
mutations précédentes  où  elle  est  à  son  rang,  il  dods  res- 
tera pour  le  nombre  de  pennutations  où  elle  est  à  son  rang, 
1«  nond)re  de  permutations  déjà  écrites,  mais  faites  avec 
une  lettre  de  moins,  c'est-àniire,  ^e  les  indice?  seront*4i- 
minnés  jle  !•  On  a  donc  ainsi  les  niMàbres  soivaiito  : 

Nombre  de  pennutationf  .    n*  de* 

o A  est  à  (on  rang:  '  '         -      '   leiirii. 

a  =  Vn^ts..:..  1 

6  =  P«_i-iP^, -  2 

C=Pn-:i— 2P,_8+  P»_j....  *  3 

««=s.P,_.-3P„_2+3P«_3— P»-4.....  4 

e^P,^,— *P»_,4-6P,-g— 4P«_4-fTP»-5...  5 

/=  Pn_,—5P»_2-f-10P—ï—l0P»_44-5Pn-.5— !»«-....  6 


*  =  P^.  _,(„^2)  P^,  +  iîii^|r!l  p,^,  _ 

^       (»-l)(n-2)(n-3)^  _ 
"Tâl ^^+,-  =F  P.  •.       n. 

Li9  somme  S  de  tom  ces  nombres  de  permutatioD^,  sera 
le  nombre  cherché.  On  a  le  double /signe  di.  r|-  est  pour  n 
iny>air,  et  —  pour  n  pair.  On  voit  que  les  co^cients  de 
Pn-i ,  Pi»^...  dans  la  ligne  générale ,  celle  pour  la  n^^  let- 
tre ,  sont  ceux  du  bin6me  :  l'exposant  étant  (r^—i). 

Enfin  on  se  rappellera  que  P,==l  (t^oir  les  cours  d'algèbre). 

Calculons  maintenant  la  somme  S.  Or  on  remarq[U0  qoç 
dans  cette  somme  les  coefficientedePii~2i^Pii-s..*  neM^nt 
autre  diose  que  la  somme  des  nombres  figurés  des  âirors 


ordres,  formant  le  triangle  de  Pascal ,  somme  dont  nous 
avons  donné  Texpresâon  au  commencement  de  cet  article. 

Renàarquons d'abord  que  n  =  l^-l+l+i...  =  la  somme 
de  n  unités,  c'est  donc  la  somme  de  la  première  ligne  hori- 
zontale du  triangle  de  Pascal,  continuée  ju^'à  ce  tpi'eUè 
renferme  n  termes,  et  c'est  le  coefficient  de  P»-.i  dans  la 
somme  S.  Les  coefficients  suiyam'ts  sont  successivement  la 
somme  de  la  2™%  3™^  4™,...  n^«*»  ligne  horizontale  du 
triangle  de  Pascal,  par  conséquent  le^ nombre  des  termes  de 
diaque  coefficient  va  toujours  en  diminuant  de  1 ,  et  enfin 
la  n^*  ligne  du  triangle  étant  1 ,  le  dernier  tqrme  P,  de  S 
a  en  effet  le  coefficient  1  ;  on  a  donc  dans  cette  somme  S  : 

Coef.  de  ou  somme  de  la  ligne  horii.  nombre'  des 

du  triangle  de  Pascal  termes. 

P„_,  1"        =«...  n 

«  («  — 1)« 

P«_s  2""'      =       iX""' 

„  (w— 2)(n— l)n 

P                   im.       ._(n-3)  (11-^2)  (^l)n      ^ 
P^  4m.      =_ -^^ -...  n-3 


^'  ^       ^[  1.2.3...  (n— 3) 

.        '  ^       ^  1.2...  (b— 2) 

^       ^  t.2...(i»— 1) 

1»,  a_  1.2.3...»  ,  . 

Donc  la  formule  cherchée  est 
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•  * 

(w— 3)...  »^  „ 

.        -^      1.2.3.4     '^^T^^ =P^" 

formule  qu'on  {leut  écrire  sous  une  forme  diQérrate  en  re- 
marquant que 

nPi^i=Pii ,  i»(i»— l)P*-^=Pii  ,n(ii-l)(ii— 2)Pii-.s=P,i,etc. 

p  '  '  .        ^         ■   - 

Alors  en  écrivant  P»  =:^  i  sous  la  forme  —,^  on  peut  mettre 

Pn  en  facteur  commun,  et  éorire 

OrPn  =  1.2.3.4...  n,  donc 

S  =  (i.2.3././i)— (3.4.../i)-f  (4.5,..ii)  — (5.6.../i)...qzn±:l, 

et  il  est  bon  de  remarquer  que  dians  les  applications  numé- 
riques de  cette  formule ,  pour  former  le  premier  terme , 
1.2.3...  n,  on  devra  le  conunencer  à  rebours,  c'ést-À-dire  de 
la  sorte  :  7i,(n-;-l)(n — 2)...  3.2.1,  parce  que  les  produits 
partiels  »,  (ti— l)/i,  (n— 2)(ii— l)it...  sont  précisément 
les  autres  termes  de  la  formulé. 

II.  Au  moyen  de  la  formule  {Nrécédente  on  pourra  trouver 
le  nombre  de  permutations  où  aucune  lettre  n'est  à  sa  place. 
Car  ce  nombre  est  évidemment  Pn —  S  =  S',  et 

S'==(3.4...n)  — (4.5...«)  +  (5.6...»)...itiiq=l. 

III.  Gomme  application  numérique,  nous  résoudrons  le 
problème  suivant  ^e  probabilité,  résolu  pour  la  première 
fois  par<  Montmort  C) ,  et  proposé  dans  la  Correspondance 
mathématique  de  Quételet,  t.  III,  p.  315.  On  a  13  cartes 
dont  aucune  n'est  répétée,  on  les  bat,  puis  on  les  tire  siicces- 


O  EsMi  d'analyse  sur  les  Jeux  de  hasard,  p.  54  ;  Montmort  ne  résout  qu'un 
eas  particulier  de  la  question  ;  son  ouvrage  a  paru  en  1708.  Tm. 
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^vemeoien  nommaiit  suivant  Tordre  des  cartes  :  as.  2,3,4,.. 
jusqu'au  roi  qui  e9t  la  dernière  ^  et  ou  parie  qu'il  arrivera 
au  moins  une  fois  qu'une  carte  sera  à  son  rang,  quel  doit 
être  le  rapport  des  paris? 

Il  faut  faire  n  =  13 ,  S  est  le  nombre  de  cas  favorables, 
S' le  nombre  de  cas  défavorables ,  or  ici  t 

Vn  =  1.2.3...  13  =  6227020800 , 

et  on  trouve  pour 

S  =  7318002277  —  3381774409  =  3936227868. 

C'est  là  le  nombre  de  chances  favorablea  :  le  nombre  de 
chances  défavorables  est  donc 

6227020800  —  3936227868  =  2290792932. 

Il  faut  donc  parier  393....  contre  229...,  ou  (en  divisant 
.  par  36),  109339663  contre  63633137,  qu'il  arrivera  au  moins 
une  fois,  qu'en  tirant  une  carte ,  on  la  nommera;  Ids  deux 
derniers  nombres ,  sont  premiers  entre  eux ,  mais  étant  fort 
^ands  on  se  fait  difficilement  idée  du  rapport  des  paris.  Mais 
si  le  second  nombre  se  terminait  par  un  8  au  lieu  d'un  7, 
il  serait  divisible  par  6  ;  le  quotient  sera  10605523,  et  di- 
visant 109339663  par  ce  quotient,  on  trouve  10  et  envi- 
ron ^.  On  peut  donc  dire  qu'il  fiiut  parier  un  peu  moins  de 

o 

11  contre  6. 

Enfin,  pour  terminer,  disonsqucsion  fait  successivement 
dans  S  et  S', 

n  =  l,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,    10,   11,    13,    13, 

on  aura  . 

S=  1,  1,  4,  15  76  455  3186  25487  229384  2293839 

25232230  302786759  3936227868, 
S==0,  1,  2,  9,  44  265  1854  14833  133496  1334961 
14684570  176214841  2290792937. 
Arm.db  Matbém.IIL  28 
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Oo  peut  voir  i  Développement  sor  k  partie  élétnentaife 
des  mathématiqiieB  par  Bertrand  de  Genève,  1. 1 ,  p.  410,  la 
aoliilioo  du  problème  de  Montmort,  maia  non  par  la  formule 
générale  que  nous  avons  donnée  ici.  Voir  aussi  Annales  de 
Gergonne,  t.  XII,  p.  120. 

Note.  Le  problème  da  jeu  de  rencontre  a  été  résolu  par 
Euler  (Mémoires de  l'Académie  de  Berlin»  1751);  Laplace  s'en 
est  aussi  occupé  (Calcul  des  probabilités,  p.  217),  sa  marche 
est  analc^e  à  celle  que  M.  Goupy  a  suivie.  Enfin  M.  Cata- 
lan a  généralisé  l'énoncé,  on  trouve  la  solution  au  journal  de 
M.  LioaviUe,  tome  II,  p.  475.  On  voit  qœce  problème  mène 
à  une  série  ,  développement  de  6~'  ^  Daniel  Bemoatlli  est 

lepremier  qui  ait  indiqué  l'équation  limite  i  1~^  j^  ^e"^. 

(Hémoiree  de  P.,  t  XIY»  p.  6,  1769);  M.  Caucby  en  a 
donné  une  déomistration  rigoureuse,  et  en  a  fait  )a  baie 
du  calcul  difiërentiel,  méthode  aussi  ingénieuse  que  peu 
naturelle  (Moigno,  1. 1,  p.  3).  Ti^i. 


NOTE 
fur  FéquaHon  aux  eearrés  des  différences. 

9M9Lim.  TARMZm; 

profeifear. 

V  Trouver  la  relation  entre  les  coefficients  d'uneéquation, 
pour  qu'dle  soit  l'équation  aux  carrés  des  diffîrences  d'une 
équation  du  3*«  degré  de  la  forme  x^  4-  y  x  4-  r  =  0. 

D'après  la  relation  n  =  ^12"  ^  ^^  ^^*^  ^®  n=s  3; 
l'équation  cherchée  étant  du  3""*  degré ,  est  de  la  forme 
Ç*  +  Fç\+6ç+H»0. 
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Or  le  calcul  donne  pour  équation  aux  carrés  des  diflérences 
de  jc^  +  ^x  +  r*  =  0, 

et  Von  voit  en  identifiant  que 

F 

Cette  condition  G  »  -y  est  nécessaire  et  suflfisante.  En  effet , 
4 

F 
pour  retrouver  Véquation  primitive,  on  prendra  ^  =  —, 

et  on  pourra  choisir  r,  de  façon  qu^on  sAiAq^  +  27r*  ^  H  ; 
r  poqrra  être  imaginaire. 

dette  condition  ne  peut  pas  s'énoncer  ainsi  :  «  la  somme 
des  trois  premiers  coefficients  est  un  carré  »  ;  mais  bien  • 
«  les  trois  premiers  termes  doivent  être  les  trois  termes  du 
carré  d'un  binôme,  en  supposant  le  coefficient  du  premier 
terme  égal  à  1  »  ^  el  encore  miras  ^  «  le  carré  de  la  moitié 
du  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  au  produit  des 
coefficients  du  premier  et  du  troisième  terme.  » 

3^  Nous  allons  «mposer  «oe  deuxième  méthode  qui,  ne 
nécessitant  pas  l^équatioa  aux  carrés  de»  tfIfléFênce»,  s*^- 
plique  à  toute  équation  du  troisième  degré,  et  indiqvler  la 
mèUiodeà  ssivre  poiu>  on  éegté  mspèrieat  an  trèisiène. 

Soient  b  les  ra^ctnes  de  ré<)ia^Uoi|,j  ce))âs  de, 

c  '         '  ."    '  • 

Ç»  +  FÇ*HrGÇ  +  H=;:0, 

{a  —  by  a-^ii' 

aont  [b  —  e)*  ;  et  Ton  voit  quë  le»  trois  quantités  b  -^  csoni 

leUet  f  que  la  aonmie  des  deux  premiéraa  doDlne  la  irolsièfUe  ; 
donc  9  les  trois  racines  sont      q^       et  l'on  a 


—  4ta  - 

(2)         g^pV  +  C/^'+î*)  (/»  +  ?)". 

(3)  -  H  =/.Y(/^ +  !?)•; 

P  F 

il  saffit  d'élimmer  9,  pour  avoir  la  relation  entre  G.  Or, 

H 
on  a  : 

F* 

Cette  condition  G  =---  est  suflBsante,  car  en  prenant  P  ,  de 

.        *  y 

(1)  F* 

manière  à  satisfaire  à     ,  G  sera  toujours  égal  à  -j. 


THÉORIE  DES  FOYERS, 


1.  Il  est  nécessaire ,  pour  oomprenike  le  langage  d' Apol- 
lonius ,  d'exfdiquer  certaines  dénominationB  en  josage  ehei^les 
andens. 

jéppliquer  un  reUangU  à  une  droîle,  c'est  partager  celte 
droite  en  deux  segments ,  tek  que  le  rectangle  construit  sur 
ces  segments ,  soit  égal  au  rectangle  donné. 

Nous  disons  égal  au  rectangle^  car  les  anciens  ne  se  ser- 
Taient  pas  du  mot  équivalent  introduit,  je  crois,  par  Legendre. 

Is  moi^appliquer  (napapdlXXu)) ,  vient  de  ce  que  le  rec- 
tangle était  joint ,  appliqué  à  la  droite  donnée  ;  soit  AB  cette 
droite  BCle  prolongement  de  AB;  et  B6DE  le  rectangle 
donné  j  il  s'agit  de  partager  AB  en  deux  segments ,  tels  que 
le  rectangle  construit  avec  ces  segments,  soit  égal  an  rec- 
tangle BGDE  ;  on  voit  que  BCDE  est  joint  à  la  droite  AB; 
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une  drailê  ordotmée  d  un  diamètre  f  c'est  une  droite  parallèle 
au  diamètre  oonjogné.  <  ^ 

Figura  d'un  diamHre^,  (nUs  tov  ICaf^rpou)  :  c'est  le  rec- 
tangle coBStrait  sur  ce  diamètre  et  son  paramètre. 

Oa  yoit  que  la  figure  d'un  diaméirej  est  éqai?aleiiteâu 
carré  da  diamètre  conjugué. 

Les  théorèmes  sur  les  foyers  soût  dans  Te  livre  III  ;  nous 
en  extrayons  les  proposition^  rjelatives  à  notre  objet. 

Proposition  XLII~. 

Si  dans  rbyperbole ,  ou  dans  Tellipse,  oo'dans  la  circon- 
férence du  cercle,  ou  dans  les  sections  opposées,  ou  mène 
par  les  extrémités  d*un  diamètre  deux  droites  ordonnées  à  ce 
diamètre  ;  et  encore  une  autre  droite  tangente  ;  oelle*di  re- 
tranche des  deux  inremières,-  des  longueurs  renfermant  mi 
rectangle  égal  au  quart  de  la  figure  faite  sur  le  diamètre  ;  en 
d'autres  termes ,  dans  le  trapèze  formé  par  un  diamètre ,  les 
deux  tangentes  parallèles  menées  par  ses  extrémités,  et  une 
troisième  tangente  quelconque,  le  produit  des  deux  base»  e^ 
équivalent  au  carré  du  demi-diamètre  conjugué.  Lorsque  la 
troisième  tangente  est  parallèle  au  diamètre,  le  trapèze  se 
change  en  parallélogramme ,  et  la  proposition  devient  in- 
tuitive. Cette  observation  est  d'Apollonius.  Par  section  oj)- 
posée,  on  entend  les  deux  branches  opposées  de  l'hyperbolev 
qu'Apollonfus  considère  toujours  à  part» 

Propositioit  XLT. 

Si  dans  Thyperbole  »  oa  dans  l'ellipse,  ou  dans  Iff  cfrcon- 
féreuce  du  cercle,  ou  dans  la  section  opposée,  on  mène  des 
perpendiculalf es  aux  ex-trémités  de  Faxe ,  et  qu'on  applique 
àl'axe  de  part  et  d'autre  vu  rectangle  égal  au^ quart  de  la 
figure  ;  qu'on  mène  une  droit6ioucbai|Ltla  section  et.  roopant 
ks  perpendiculaires j  les  droitesmenées  par  les  pointe '<ytn- 
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tersedions,  aux  points  faiis  par  appliealieny  fiBranent  des 
angles  droits ,  en  ces  points. 

ObserTation  :  le  qaart  de  la  figure  sv  faxe  trans^Ferse, 
c'est  le  carré  du  demi'^xe  coojtigiié  ;  fii  o»  apidiqne  à  l'axe 
tramyorae  m  rectangle  écjfaivalent  an  eirré  d«  demi^axe 
conjagué ,  c'est-à-dire  si  on  divise  cflt  a»e  en  deux  segments 
additifs  poor  l'ellipse,  «OMiractifs  pow  t%ypertole ,  4ont  le 
produit  soit  égal  an  carré  An  demi-axe  eonfugoé,  on  obtient 
sur  cet  axe  et  pour  chague  extrémité,  un  point  fait  par  appli- 
cation; ce  sont  là  les  foyers,  mois  qu'Apollonius  ne  connaît 
pas.  Ils  désignent  toujours  tes  points  par  cette  phrase,  points 

faits  par  application    {xk  sx  vr^9  leapœpoX^o'  fs^tfHhna.  aii\\àvS).  — 

Ainsi,  la  proposition  XLT  peut  se  traduire  ainsi  en  langage 
nkddéme  :  toute  tangente  int^ceptée  entre  deux  tangentes 
menées  par  les  extrémités  de  Taxe  tratisverse ,  tk  vné  du 
%er  sous  un  angle  droit. 

On  voit  que  cette  détermination  da  foyer  n*est  pa  prati- 
cable dans  la  parabole;  mais  Apollonius  ne  parle  nullement 
du  foyer  de  cette  courbe. 

'  '  Proposition  XLVï. 

•  ^  ^Vl^ejvConstruction  fue  ^ans  la  jurécédente  ;  soient  A  et  B, 
leseiLtréorités  de  Taxe  transverse;  A&,  fiD,  les  perpendi- 
culaires élevées  sur  cet  axe  ;  DFG.  une  tangente  quelconque, 
et  E  le  point  de  contact;  F  et  F  lés  deux  foyers;  on  aura 
angle  FDF  =  angle  FGIP. 

'■"'*'    '      '         Proposition  XLVIÏ."     * 

ii'flttéoie  HeoKtiiictîen  que  àsM la  frôcédente ;  «oit  T  l'îster^ 
iftieetioaido  HP'  et  deGF;  la  dfioifte  TG>€ët  ffiMipeDdieuMi» 
4or  la  tangent  BEG; 
-"fCette  Mie  propriété  estqpeuoonnue. 
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Apolionios  démontre  que  si  on  abaisse  da  point  T,  une . 
perpendiealaire  sâr  la  tangente ,  elle  se  oonfoiid  avec  TE. 

Proposition  XLYIII. 

Mène  constrnction^  les  rayons  vecteurs  font  des  angles 
égaax  avec  la  tangente. 

PaoposiTioii  XLIX. 

Même  constreîction  ;  si  d'an  foyer  on  abaisse  ttnè  perpen- 
diealaire snr  une  tangente ,  et  qu'on  joigne  le  pied  de  lor  per- 
pendiculaire avec  les  extrémités  de  Vaxe  transvei^,  ces  deat 
droites  sont  perpendiculaires,  l'une  sur  l'autre. 

Proposition  L. 

Même  construction  ;  si  l'on  mène  par  le  centre  une  parai- 
Itie  au  rayon  vecteur  qui  passe  par  le  point  de  contect,  la 
portion  de  cette  parallèle  comprise  entre  le  centre  et  la  tan- 
gente est  égale  à  la  moitié  de  l'axe  transverse. 

Proposition  LI. 
Si  dans  l'hyperbole  ou  dans  les  sections  opposées ,  on^ne 
des  deux  foyers,  deux  droites  au  même  point  de  la  section^ 
la  plus  grande  surpasse  la  plu»  petite ,  d'une  longueur  égale 
à  l'axe  transverse. 

Proposition  LU. 

Si  dans  l'ellipse,  on  mène  des  deux  foyers,  deux  droites- 
à  un  même  point  de  la  section ,  la  sonime  dé  ces  droites  est 
égale  à  l'axe  transverse. 

Apollonius  passe  toujours  d'une  proposition  à  làttuivanle; 
tes  propositions  LI  et  UI  sont  les  dernières  relatives  aux 
foyers  ;  il  n'y  eu  a  point  d'autres  de  cet  auteur  ;  il  ne  fait 
aucupe  mention  de  directrices^ 

OhservaHon.  Il  existe  despi^inU  fàiUpar  applieaiUm  sur 
tous  les  diamètres  de  l'hyperbole,  et  sur  les  diamèim  de 
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rdlîpse  plus  grands  qae  leurs  diamètres  oonjngoés, 
M.  le  capitaine  Jacob  en  a  donné  le  lieu  géométriciiie  (t.  Il , 
p.  138). 

Claude  Mydorge  dans  ses  coniques  C) ,  donne  aux  points 
éFapplication  faits  sur  Taxe,  le  nom  d'Ombilics  (Umbilicusj. 
—  Descartes,  dans  sa  Oioptrique,  dit  :  «à  cause  de  cer- 
taines propriétés  de  ces  points ,  que  vous  entendrez  ci-après, 
iiousle^  nominerons  les  points  brûlants  »  (QEupres,  Y.  p.  94. 
Cousin)  ;  il  est  probable  que  celte  expression  a  été  changée 
ea  celle  de /oyer.  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITE 
et  équations  fondamentales  relatives  aux  courbes  de  second 


(Voir  t.  II,  pÀge  sss.  ) 


XLVIII.  Transformation  des  courbes. 

Lemme.  Si  dans  une  équation  algébrique  à  deux  inconnues 
x,  jr  du  degré  m,  on  remplace  respectivement  les  deux 
yariables  par  les  expressions  ayant  même  dénominateur, 

les  neuf  coefficients  donnant  huit  rapports  ^  Téquation  résul- 
.  t^nte  est  ^core  du  degré  m. 

Démonstration,  Soit  l'équation  F  (x ,  jr)=  Pu»  -ï-,,  .P»  +. . . 


(*)  Claudii  Mydorgii  Patricii  Parisini  pro^romi  oatoptiçorum  et  diopticorum, 
sive,  conicorom  operis  âd  abdita  radit  reflexi  et  refracli  mysteria  |>nB¥if  et  facem 
pneferentisy  iibri  qMtpor  priores.  D.  A^L.  G.Parisiis*  f  i 
premier  traité  méthodique  des  sections  coniques  en  F** 

•  é^oMté  M  âkux  Uvrei  en  iftsi .  Les  énoncés  des  qiif  ' 

Je  synopsis  du  P.  Mersenne. 
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p.s=0  OÙ  Pm»  Pu  sont  .les  fonclioDS  homogènes  des  degrés 
m  et  n,  etc.;  en  opérant  la  substitution  indiquée,  Pji^ devient 
une  fonction  de  degré  m  divisée  par  (dy  -|-ej:+/)**,  et  P» 
une  fonction  de  degré  n  divisée  par  (^r+^-^+Z)*  «t  /»>»j 
multipliant  donc  toute  l'équation  par  (û?jr  +  e-îc +/)"*,  on 
aura  ^une  nouvelle  équation,  fonction  entière  et  du  degré  m. 

ObservaUon.  Ce  résultai  n'aurait  pas  lieu,  si  les  expres- 
sions fractionnaires  étaient  de  dénominations  différentes. 

XOX.  La  première  équation  représentant  une  ligne  plane 
de  degré  m,  la  seconde  équation  représentera  une  ligne  de 
même  degré,  une  ligne  transformée^  rapportée  aux  anciens 
ou  à  de  nouveaux  axes.  Nous  verrons  plus  loin  que  cette 
méthode  de  transformation,  due  originairement  à  Newton, 
et  généralisée  par  Waring(Propn6to(65  curvarum  aigebraica- 
ft«m,  p.  240),  est  d'une  extrême  fécondité  ;  à  son  aide,  on  trans- 
porte les  propriétés  connues  d'une  conrbe,  dans  une  autre 
courbe  de  même  espèce.  En  disposant  des  huits  rapports  in- 
déterminés, on  peut  m^ettre  en  relation  des  courbes  à  bran- 
ches infinies  avec  des  courbes  fermées,  des  hyperboles  avec 
des  cercles,  etc.;  et  sachant  mener  des  tangentes  à  Tune 
de  ces  coarbes ,  on  fait  de  suite  construire  la  tangente  à  la 
courbe  transformée,  etc. ,  etc.  C'est  aussi  la  théorie  analy- 
tique des  méthodes  graphiques,  dites  projeclives,  perspec- 
tives, etc.  Dans  ces  derniers  temps ,  M.  Lamé  C)  ^  donné  la 
plus  grande  extension  possible  4  ce  système,  en  remplaçant 
les  trois  variables  dans  les  équations  des  «urfaces ,  par  des 
fonctions  quelconques  et  déduisant  les  relations  entre  la 
surface  primitive  et  les  surfaces  transformées. 


O  Auteur  de  l'Examen  des  différentes  méttiodes  pour  résoudre  les  problèmes 
de  géométrie,  in-So,  en  124  pages,  i6i8.  Opuscule  précieux,  auquel  se  rattachent 
les  principaux  progrés  de  la  géométrie  analytique ,  et  qu'bn  deTrait  toujours 
citer  ;  aussi  n'en  parle-t-on  jamais. 
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L.  Changemmi  dn  coordonnées. . 

Problèmb.  Qqelles  valeurs  doit-on  donner  anx  neufs  coef- 
ficients, pour  que  la  courbe  transformée  se  confonde  avec  h 
courbe  donnée. 

Solution.  V  Si  les  axes  doivent  rester  les  mêmes ,  H  suflBt 
évidemment  de  faire  a=zV^f'=^\ ,  et  de  rendre  nul  les  six 
autres  coeflBcients  .*  ^  si  les  axes  changent  il  faut  faire 


_sin(Y-y)  sin(Y-y) 

"*■"      sinY      '  ~      sInY 

,_8mX'  SinY 

"*■"  SinY'  ""  slnY 


(33) 


c  et  c'  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  relative- 
ment aux  anciens  axes;  les  grandes  lettres  désignent  les 
angles  formés  par  les  axes  correspondants  et  Vancien  axe 
des  X.  ^ 

Oh%enûatàm,  I.  Cette  solution  est  indiquée  dans  tous  les 
ouvrages  élémentaires.  On  peut  supposer  d'abord  que  Tori* 
gine  ne  se  déplace  pas.  Alors  le  problème  devient  cette 
question  de  tétràgonométrie  :  dans  un  quadrilatère  connais- 
sant tous  les  angles  et  deux  côtés  adjacents,  déterminer  les 
deux  autres  côtés.  On  peut  ramener  la  question  à  la  trigo- 
nométrie,  et  c'est  ce  qu'on  fait  ordinairement;  mais  il  vaut 
mieux  avoir  recours  au  principe  général  qui  sert  de  base  à 
la  polygonométrie,  plane  on  gauche;  savoir,  que  la  somme 
algébrique  des  projections  des  côtés  d'im  polygone,  plane  ou 
gauche,  sur  une  droite  fixe,  est  nulle,  Parce  que  cette  même 
méthode  sert  aussi  au  changement  de  coordonnés  dans  l'es- 
pace où  il  s'agit  d'un  hexagone  gauche. 

Observation  II.  Camot  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait 
déjrigné  les  fuAgles  des  axes  par  les  deux  lettres  qui  servent 
à  désigner  ees  axes.  D'après  cette  notation  commode,    i^ 
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faudrait  écrire  Y',  X  ;  X',  X,  etc. ,  poar  iiiar<|ner  les  angles 
qae  forment  les  axes  des  Y'  et  des  X'  avec  Taxe  des  X,  ele.  ; 
dans  le  cas  àctad,  on  peut  sans  inconTénieots  supprimer  la 
lettre  X  et  la  sous-entendre  (Comte ,  Géaméirie  analytique  y 
page96>. 

Corollaire  I.  Si  on  déplace  l'origine  sans  changer  les  axes 
de  direction  ;  alors  X'  =  0 ,  V^Y,  donc  a=i  ,  t=0,  a'ssO, 
6'  =  1  ;  ce  qui  est  d'aillenrs  d'ane  évidence  intuitive.  Ainsi 
on  remplace  x  par\r  +  c,  etj^  ^ary-hc^  donc  dans  l'é- 
quation transformée  Pm  reste  le  même ,  et  le  terme  toal 
connu  est  égal  à  F(cr,  &). 

Corollaire  II.  Si  Ton  conserve  de  posilion  l'axe  des  X, 

alors  X'=0^  «ses  1; 

«InY      '    '^      «'t     "       shiY'  ♦ 

et  si  l'on  oonsenre  de  position  l'axe  des  Y,  on  a  Y=Y',  donc 
8in(Y— X')      .      „        ,      sinX'  ■    ,      , 

U.  DéfinUUms  relatives  au  point. 

Un  poiiit  d'une  courbe  est  dit  rM ,  lorsque  ses  deux  coor- 
données sont  réeUes. 

Le  point  «st  •tmajfinatre,  lorsqu'une  de  ses  coordonnées 
ou  toutes  les  deux  sont  imaginaires. 

Le  point  est  4irdinairej  lorsqu'aueune  fonction  dérivéïe, 
d'une  ordonnée  par  rapport  à  Taulre,  h  partir  de  la  seconde  dé- 
rivée, nedevieot  en  ce  pomtéinulle,  ni  infime,  «i  imaginaire. 

Le  point  est  singulier ^  lorsqu'une  d^  ces  conditions  existe. 

Le  pcHnt  est  simple^  lorsque  la  tondjon  prime  d'une  cv don- 
née pris<^  par  rapport  à  l'autre  n'a  ea  ce  poiol  qu'une  valeur. 

Le  point  est  multiple  ^  lorsque  cette  fonction  prime  a  plus 
d'une  valeur. 
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Le  point  est  à  distance Tlnie,  IcMrsque  les  deux  coordonnées 
ont  des  valears  finies. 

Le  point  est  à  distance  infinie,  lorsqa'ane  de  ses  coor- 
donnés ou  tontes  les  deui[  ont  des  valeors  infinies. 

Observation,  Ces  diverses  circonstances  peuvent  se  trou- 
ver réanies  -,  ainsi  le  même  point  peut  étreàla  fois  singulier, 
multiple  et  à  distance  infinie. 

0    00 

Observation,  Nous  ne  mentionnons  pas  le  cas  de  -  ,  —, 

0     X 

puisqu'on  a  des  méthodes  pour  découvrir  tes  valeurs  de  ces 

expressions. 

LU.  Théorèmb.  Une  droite  coupe  toujours  une  ligne  de 
l'ordre  m  en  m  points  et  pas  davantage  ;  ces  points  sont  réels 
ou  imaginaires,  ordinaires  ou  singuliers,  simples  ou  mul- 
tiples; à  distances  finies  ou  infinies;  et  réciproquement, 
lorsqu'une  droite  quelconque  ne  coupe  une  ligne  qu'en  m 
points,  l'équation  de  la  ligne  est  de  degré  m. 

Démonstration,  Une  ligne  de  l'ordre  m  est  représentée 
par  une  équation  de  degré  m  ;  la  droite  est  donnée  par  une 
équation  du  premier  degré;  en  éliminant  une  quelconque 
des  deux  coordonnées,  on  obtient  une  équation  du  degré  m 
dont  les  racines  sont  les  secondes  coordonnées  de»  points 
d'intersections.  Or  ces  racines  sont  au  nombre  m  et  pas  da- 
vantage; réelles  ou  imaginaires,  simples  ou  multiples»  finies 
ou  infinies.  Ayant  les  valeurs  des  coordonnées,  on  peut 
4)btenir  celles  des  fonctions  dérivées,  et  par  conséquent 
savoir  si  }es  points  d'intersections  sont  ordin«res  on  singu- 
liers >  etc.  ;  la  réciproque  est  évidente. 

CoroUaire  I.  Une  fonction  symétrique.des  coohiOiinées, 
des  points  d'intersections,  même  des  poinis  imaginaires^  a 
toujours  une  valeur  réelle.  C'esrt  une  conséquence  de  la 
théorie  des  équations. 
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Conllaire  II.  Les  m  points  d'intersections  donnent  lien  à 

— T-;r — ,  cordes  réelles  ou  imaginaires)  simples  ou  mal  tipîes, 
finies  ou  infinies;  dans  un  point  multiple  de  l'ordre  n,  il  y 
a  r —  cordes  qui  deviennent  nulles. 

ObservaHon.  Une  ligne  de  l'ordre  m  est  une  courbe  du 
genre  m-^i-,  voici  à  ce  sujet  les  idées  de  Descarte;^,  point 
de  départ  de  tout  ce  qu'on  a  fait  là-dèssus.  «  Je  pourras 
»  mettre  ici  plusieurs  autres  moyens  pour  tracer  et  €onee- 
»  voir  des  lignes  courtes  qui  soient  de.  plus  en  plus  composées 
»  par  degrés  à  Tinfini  ;  mais  pour  comprendre  ensemble 
»  toutes  celles  qui  sont  dans  la  nature,  et  les  distinguer  par 
»  ordre  en  certains  genres ,  je  ne  sache  rien  de  meilleur  que 
»  de  dire  que  tous  les  points  de  celles  qu*op  peut  nommer 
»  géométriques,  c'est-à-dire  qui  tombent  sous  quelque  me- 
»  sure  précise  et  exacte,  ont  nécessairement  qudquerapport 
»  à  tous  les  points  d'une  ligne  droite ,  qui  peut  être  expri- 
»  mée  par  quelque  équation ,  en  tous  par  une  même ,  et  que 
»  lorsque  cette  équation  ne  monte  que  juscpi'au  rectangle 
»  de  deux  quantités  indéterminées,  ou  bien  au  carré  d'une 
»  même ,  la  ligne  courte  est  du  premier  et  plus  simple 
»  genre ,  dans  lequel  il  n'y  a  que  le  cerde,  la  paratele,  l'hy- 
»  pertele  et  TeHipse  qui  soient  comprises  ;  mais  que  lorsque 
»  l'équation  monte  jusqu'à  la  troisième  ou  quatrième  di- 
1»  mension  des  deax,  ou  de  l'une  des  deux  quantités  indéter- 
»  minées  (car  il  en  faut  deux  pour  expliquer  ici  le  rapport 
»  d'un  point  à  un  autre)  ^  elle  est  du  second  ;  et  que  lorsque 
»  l'équation  monte  jusqu'à  la  cinquième  ou  sixième  dimen- 
»  sion,  elle  est  du  troisième  ;  et  ainsi  des  autres  à  l'iufini*  » 
(La  Géométrie ,  livre  second,  voir  p.  337 ,  édition  Coosin.) 

Ainsi  ^  selon  Descartes ,  les  courbes  des  degrés^  â^-f- 1  et 
an + 2  sont  du  même  genre  ;  il  choisit  pour  exemple  le  lieu 


géométriqiie  suivant ,  le  premier  qu'oo  ait  trouvé  par  la 
méthode  cartésienne.  Soit  GAL  on  triangle  rectangle  en  A , 
G  et  A  sont  dés  sommets  fixes  sur  AL  prolongée,  on  prend 
LK  d'une  longueur  constante;  par  K  on  mène  une  droite 
de  direction  donnée ,  cette  droite  rencontre  rbypoténuM  va- 
riable GL  en  un  point  G  dont  Descartes  détermine  le  lien, 
quil  trouvé  être  une  hyperbole ,  courbe  du  premier  genre. 
Il  énonce  cette  propositioù  générale;  si  la  ligne  qui  ptise 
par  le  point  K,  au  lieu  d'être  «ne  droite  est  une  ligne  donnée 
du  genre  m ,  et  se  mouvant  paraUèlement  à  dHeHoènie ,  le 
lien  du  point  G  est  une  ligne  du  genre  m-^i  ;  les  élfives  en 
trouveront  facilement  la  démonstraliott.  Tdle  est  idon  Des- 
cartes  la  génération  organique  des  oonrbea  géométrifnes  de 
tous  les  genres,  et  d'une  exécution  mécanique  trèa*fscile; 
GL  est  une  régie  mobile  autour  de  G,  et  KL  une  antre  régie 
se  mouvant  dans  une  rainure  ALK,  et  poussanl^devantdle.  la 
règleGLet  la  courbe  donnée;  si  cette  coQibedonnée  est  un  cer- 
cle, ligne  du  premier  genre»  ayant  L  pour  centre  et  KL  pour 
rayon ,  le  lieu  du  point  G  est  évidemment  nne  ceadbolde , 
courbe  du  second  genre  ;  il  j^ce  les  courbes  qui  vont  au 
carré  de  carré ,  au  même  genre  que  eeUea  qui  montent  au 
cube ,  eC  cdles  dont  l'équation  remonte  au  cftrré  de  cube 
(sixième  degré),  au  même  genre  que  le  snr-^attb  (cinquième 
degré) ,  parce  que,  dît*il ,  il  y  a  règle  générale  pour  réduire 
au  €uè$  tùutei  les  diffimUés  qui  wnU  au  carré  de  narré  eiau 
mr-êolide  taukê  celles  qui  poni  au  carré  de  eube^  de  façon 
q^'m  ne  doit  powil  les  estimer  plus  composées.  (Même  é(fition, 
p.  SM.  ) 

lîi  Géométrie  parut  en  lOftS,  année  de  la  naissance  de 
Louis  XIY ,  et  quatre  amaées  avant  la  mort  de  Galilée  et  la 
naissance  de  Newton  ;  ce  n'est  qu'en  17M ,  qne  oeC  illustre 
géomètre  publia  en  latin  à  la  suite  de  l'optique  en  aqglais , 
la  classiflci^lon  des  lignes  du  troisième  ordre;  en  1706  l'op- 
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tique  fui  iraduile  en  latin ,  par  le  célèbre  philosophe  déiste 
Samuel  Clarke»  in4<^  de  348  pages.  Car  à  cette  époque,  les 
philosophes  ne  croyaient  pas  encore  déroger  en  s'occupent 
de  physique  et  de  géométrie.  Newton  fut  si  satisfait  qu'il 
gratifia  le  traducteur,  de  cinq  cents  livres  sterling.  A  cette 
traduction  est  joint  l'opuscule  de  24  pages  :  Enumeratio  H- 
nearum  terUi  ordinis.  On  voit  ici  la  première  théorie  exacte  des 
lignes,  fondéesur  les  idées  cartésiennes  ;  cet  ouvrage  très-rare 
n'a  jamais  été  traduit  en  français  \  voici  le  début  :  «  Lineœ  geo- 
9  meifieœ  secundum  numerum  dimensionum  œquationis  qua 
»  relatio  inter  ùrdinatcts  et  ah8cis9a8  definitur,  vel  {quidp&rinde 
»  est)  secundum  numenâmpunctotum  in  quibi^  a  linea  recta 
M  seeari  possunt  ùptime  distinguuntur  in  ordines.  Qua  ratione 
»  linea  primi  ordinis  erit  recta  sola^  eœ  secundi  sive  quadratici 
»  ordinis  ertmisectiones  conicœ  et  drculus^  et  eœ  tertii  sive  eu- 
»  hici  ordinis  parabola  culnca,  parabola  neiliana^  cissois  vête- 
n  rum  et  reliquœ  quas  hic  enumerare  suscepimus.  Curva  autem 
»  primi  generis  {siquidem  recta  inter  curvas  non  est  numeT 
»  randa) ,  eadem  est  cum  linea  secundi  ordinis^  et  curva 
n  secundi  generis  eadem  cum  linea  ordinis  tertii.  Et  linea 
9  ordinis  infinitesimi  ea  est  quam  recta  in  punctis  infinitis 
»  secare  potest,  qu^lis  est  spiralis^cyclois^  quadratrix  et  linea 
»  omnis  quœper  radii  vel  rotœ  revolutiones  infinité  gene^ 
»  ratur.  »  La  parabole  cubique ,  dite  aussi  cartésieniie,  est 
de  la  tarmej-^ax^^  et  la  parabol^  neilienne  a  pour  équdi- 
tiony'=ax%  elle  est  célèbre  parce  que  c'est  la  première 
courbé  qu'on  ait  su  rectifier  ;  voici  l'origine  du  nom  :  Wallis 
avait  indiqué  des  relations   dUTérentielles  qui   pouvaient 
amener  à  découvrir  des  ix)uii>es  rectifiables.  Un  jeune  géo- 
mètre, Guillaume  Neil ,  indiqua  une  courbe  géométrique, 
satisfaisant  aux  relations  de  Wallis  ^   et  derechef  celui-ci 
trouva  que  c'était  la  courbe  où  le  cube  de  l'ordonnée  était 
proportionnel  au  carré  de  l'abscisse;  on  a  appris  depuis  que 
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cette  coarbe  n'est  autre  qae  la  développée  de  la  parabdc 
ordinaire;  et  toutes  les  développées  sont  rectiflables  essen- 
ttelleinent. 

un.  Définitions  relatives  aux  segments. 

Si  Ton  prend  an  point  fixe  O  sur  une  droite ,  coupant  une 
ligne  de  Tordre  m ,  les  distances  du  point  O  aux  points  d*in- 
tei*sections  se  nomment  segments  de  la  droite ,  relatifs  au 
point  de  rorig[ine  O ,  et  selon  que  ces  segments  aboutissent  à 
des  points  réels  ou  imaginaires ,  simples  ou  multiples,  etc. 
Les  segments  prennent  la  même  dénomination. 

Observation,  Ainsi  lorsque  la  droite  n'a  aucun  point  de 
commun  avec  la  ligné  de  l'ordre  m ,  tous  les  segments  sont 
imaginaires,  ont  une  existence  parement  analytique ,  mais 
une  fonction  symétrique  de  ces  segments  a  une  valeur  réelle. 

{La  suite  prochainement.  ) 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


90.  Dans  la  figure  59  qui  sert  à  la  démonstration  du  carré 
de  l'hypoténuse,  démontrer  que,  l""  les  trois  points  G,  A,  D 
sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  Tangle 
A  ;  2''  AL  est  perpendiculaira  à  6G   comme  AM  à  BD  ; 

AIH  y  BD ,  GG  se  coupent  en  un  même  point  I  ;  la  même 
propriété  a  lieu  si  les  carrés  sont  construits  dans  le  sens  in- 
verse. 

(  Georges  Ritt,  ) 
Cette  propriété  a  été  remarquée  par  un  Anglais  nommé 
Hammet.  Tm* 
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NOTE 


Stur  la   quesiion  proposée  au  concours  général  de   1844. 
{Mathématiques  spéciales).  (V.  p.  377.) 


PAR  J.  A.  SSaBST. 


La  belle  proposition  que  rAcadémie  de  Paris  a  choisie 
cette  année  pour  le  sujet  de  concours,  est  due  à  M.  Ghasles. 
Elle  se  trouve  énoncée  dans  un  mémoire  présenté ,  par  ce 
savant  géomètre ,  à  T Académie  des  sciences  C)  et  intitulé: . 
Propriétés  géométrique  des  arcs  d'une  section  conique  dont  la 
différence  est  rectifiable. 

L'étude  géométrique  des  hransccndantes  elliptiques  de  se« 
conde  espèce,  a  naturellement  conduit  M.  Ghasles  à  des 
théorèmes  nouveaux,  dont  la  démonstration  directe  et  syn- 
thétique offrirait  sans  doute  de  grandes  difficultés  :  parmi 
ces  théorèmes  dont  l'auteur  n'a  pas  encore  publié  la  démons- 
tration, se  trouvent  les  suivants. 

Qîiand  deux  arcs  semblables  C*^)  ont  une  extrémité  eom^ 
mune ,  leur  différence  est  égale  à  la  différence  entre  les  ttm- 
gentes  menées  par  les  deux  autres  extrémités ,  et  terminées  à 
leur  point  de  concours. 

Par  ce  point  et  V extrémité  commune  des  deux  arcs ,  onrpeui 
faire  passer  une  conique  homo focale  d  la  proposée. 

Quand  deux  arcs  semblables  ont  une  extrémité  commune , 


<')  Comptes  rendus  des  séances  de  rAcadémie  des  seMnees,  lXVII,  p.  838. 
('*)  M.  Ghasles  appelle  arcs  semblables  d'une  section  coniqve,  ceai  dont  Ir 
difTérence  est  rectifiable. 
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dam  rang  h  formé  par  les  tangentes  menées  par  leurs  deux 
autres  extrémités ,  on  peut  inscrire  un  cercle  qui  touche  la 
conique  au  point  commun  des  deux  arcs. 

Des  théorèmes  qui  précèdent,  on  conclut  aisément  le  sui- 
yant  qui  tàutlàt  Ift  soltttkm  de  la  qfiie^tiûii  qtd  ûocià  oceupé. 
Si  Ton  conridiérê  tons  les  cercles  itoi  todCfiéttt  tme  section 
coniqae  en  nn  même  point,  et  qu'on  mène  à  chacun  de  ces 
cercles  deux  tangentes  qui  touchent  eu  ûiéme  temps  la  co- 
nique, le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  ces 
deux  tangentes  sera  la  trajectoire  orthog^ouale  et  conjuguée 
de  la  conique  donnée  qui  passe  par  le  point  doimé. 

M.  Chasles  ne  lardera  pas  sans  doute  à  publier  ses  élé- 
gantes recherches.  Quant  à  nous ,  nous  n'avons  d'autre  but 
que  de  montrer  comment  on  pouvait  arriver  simplement,  et 
à  l'aide  de  l'analyse  à  la  solution  de  la  question  proposée; 
seulement  nous  donnerons  un  peu  plus  de  généralité  à  l'é- 
noncé en  ne  spécifiant  pas  Tespèce  de  lar  conique  donaée* 
Problème.  Étant  donnés  une  comique  quelconque  et  un  point 
.  fixe  sur  cette  courbe^  on  lui  mène  un  cercle  tangent  en  ce  point, 
et  l'on  demmde  le  liçu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des 
deux  tangentes  extérieures  communes  d  la  coniqueM  au  cercle, 
lorsque  le  rayon  de  ce  dernier  varie. 

Solution.  Soient  pris  pour  axe  des  ^  la  tangente  com- 
mune au  point  donné  au  cercle  et  à  la  courbe,  et  pour  axe 
des  j:  la  normale. 
L'équation  de  la  conique  sera  ' 

(i)  ^"-hÀJrj^+Bx'+Gr  =t=0, 

et  celle  du  cercle 

(2)  y+ar*  +  2/**=:iO. 

Substituant  mx-^nky,  dans  ces  deux  équattons,  on  trouve 

(m'+ Ai»+B  )j:*+ (2/w/i  +  A«+ C) a:  +  »' =  0  , 
(m'  +  1)  j:'  +  2  (mn  +  r)  x-f  n*  ==  0  ; 
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lesqueUes  équations  auroiit  pour  jM^tni^s  meuAres  Aes 
carrés  parfaits ,  si  l'équation 

(3)  yt^mx^iiy 

est  eelle  d'une  tangente  eomtnu&e  au  cercle  et  à  la  conique. 
Dans  cette  bypotfaèseon  aum  le»  déttt  CMflfHol^k  suitâtites  : 

(4)  (A*—  4B)  »•+  4Cmn+2AC/i  +  C"  ==  0 , 

(5)  «*  — 2m/ir-— r'=îO, 

Si  dans  les  équations  (4)  et  (3)  on  met  au  Heu  de  m  sa  valeur 
Urée  de  (5),onaoliA 

(6)  {  r(A*— 4B)  +  2C }  n'  +  2 ACr/»  4-  Cr{Ç-^2r)  ^  0-, 

(7)  (2r+J^)/i*— 2r^/i  — r'j:  =  0. 

Et  l'équation  (7)  >  dans  laquelle  on  noettra  successivement  au 
lieu  de  n,  les  deux  racines  de  Téquation  (^)  fournira  leséqoa- 
tiens  des  deux  tangentes  extérieures  couumuies  au  cerete 
et  à  la  conique;  mais  si. j:  et  j^  représentent  spéciukmem  les 
HX)ordonnées  du  point  où  ces  deux  tangentes  se  coupent  ^  on 
voit  que  l'équation  (7)  se  changera  en  une^  identité  j  quand  on 
mettra  au  lieu  de  n  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion (6).  Sous  ce  point  de  vue  on  peut  donC  dire  que  lés 
^nations  (6)  et  (7)  ^nt  les  mômes  racinéft  y  M  par  suite  sont 
identiques. 

L'identification  des  équations  (6)  et  (7),  fournit  lesi  rela* 
tiens 

2r  +  x  _  — X  — ^^ 

r(A"^  — 4B)  +  -20  ""  "ÂC  ""0(0  —âr)  * 

ou 

(8)  \(A'^(B)y'¥ikC]r+t{AJt+^y)±=Oy 

(9)  (Ax+S^)r  — qyt=i*. 

Ces  éqnations  ne  renferment  t  qn-au  premier  degré;  elles 
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représentent  deux  droites  qui  se  coupent  au  même  point  que 
les  tangentes  communes.  On  trouvé  en  éliminant  r,  . 

(10)  (A*  —  4B  +  ^)y+  4AjEy  +  k^x'+  2AQr  =  0  , 

équation  qui  est  celle  du  lieu  géométrique  demandé,  lequel 
n'est  autre  qu'une  section  conique  tangente  à  l'origine ,  à 
Taxe  des  x  y  et  qui  par  conséquent  coupe  orthogonalemcirt 
la  conique  donnée  au  point  donné  ;  cette  dernière  remarque 
nous  sera  tout  à  l'heure  très-utile  pour  reconnaître  la  posi- 
tion relative  des  deux  courbes. 

Si  H  et  H'  représentent  les  quantités  que  l'oÀ  désigne  ha- 
bituellement par  B*— 4AC,  et  qui  sont  relatives  aux  courbes 
(1)  et  (10),  on  trouve 

H  =  A»— 4B,       H'=--4AMV— 4B), 

la  courbe  cherchée  sera  donc  une  hyperbole ,  une  parabole 
ou  une  ellipse ,  suivant  que-  la  courbe  donnée  sera  une  el- 
Hpse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole.  ^ 

Ces  deux  courbes  ont  même  centre;  on  trouve  en  effet 
pour  les  coordonnées  du  centre  dç  la  première , 

(11)  ^y-jr  Ax  =  0,      Ajr  +  ^Bx+C^O, 
et  pour  celui  de  la  seconde 

(12)  (A*— 4B+4)^4-2Aj:+ AC  =  0,     ^y+Aa;  =  0, 

et  les  équations  (12)  sont  évidemment  des  conséquences,  des 
équations  (11).  Ces  deux  systènaîes  s'accordent  à  donner 

—  AC  2C 


^  ""A^  — 4B'  A*— 4B 

Si  de  l'équation  (lu)  on  retranche  l'équation  (1)  après 
ravoir  préalablement  multipliée  par  4 ,  on  trouvera 

(13)  .       {X'^nxy  4-  a:')-*-2Aqr— 4Ca:  =  0. 

Si  (A*  —  4B)  n'est  pas  nul,  c'e»t-à-dire  si  les  o(mrbes  (i) 
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et"  (10)  ne  sont  paâ  des  paraboles,  l'éqaation  (13)  représente 
un  cercle  qai  passe  par  les  quatre  points  conkmuns  aux 
courbes  (1)  et(lO)  et  qui  du  reste  a  évtdemoicnt  môme  centre 
que  ces  deux  courbes  C)  »  on  conclut  de  là  que  les  deux 
courbes  (i)  et  (10)  ont  mêmes  axes ,  et  comme  elles  se  cou- 
pent orthogopalement,  il  en  résulte  qu'elles  sont  homo*- 
focales.  . 
Si  A' — 4B  est  nul ,  f  équation  (1 3)  devient 

(il»)  Ar— 2Ca:  =  0. 

Elle  représente  une  droite  perpendiculaire  aux  diamètres  des 
parabioles  (1)  et  (10);  il  résulte  encore  de  ik  que  ces  deux 
courbes  ont  même  axe  et  même  foyer,  puisqu'elles  se  cou-^ 
peut  ortbogonalement. 

En  résumé  on  voit  que  lé  lieu  demandé  est  la  trajectoire 
conjuguée  et  orthogonale  qui  passe  par  le  point  donné  de  la 
conique  donnée. 

On  peut  au  surplus  rendre  plus  explicite  cette  dernière 
conséquence. 

Supposons  d'abord  que  la*  conique  donnée  soit  une  éllipso 
comme  dans  renoncé  du  problènjie  proposé  au  concours. 

Soient  ^ 

jc'     y     .         ^  - 

-t  +  t;  =  1 
a         a 

l'équation  de  la  courbe  rapportée  k  son  centre  et  à  ses 
axes,  et  ^r'y  les  coordonnées  du  point  donné  M,  le  lieu 
demandé  seca  une  hyperbole,  et.si  du  point  M^comme  centre 
avecOM,  comme  rayon^  on  décrit  un  cercle  qui  coupe  l'el- 
lipse aux  quatre  points  M,  M',  M",  M"',  ces  quatre  points  , 
ainsi  que  nousTàvons  montré  précédemment,  appartiendront 

(*)  C'est  un  principe  général  qae  si  cp— '0,  ^»-o  sont  les  équations  de  deux  .. 
etniques  concentriques,  l'équation  cp  +  X^— 0  où  >k  est  une  constant^  queicon^ 
que,  appartient  à  une  iroisiéme  conique  concentrique  aux  premières. 
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iosti  à  l'bypwrbole  qui  aar«  p»r  cmuéquent  les  mènes  axes 
i|ae  l'ellipK  ;  sgo  éqnatiop  sera  donc  d«  ]«  forme  . 

Pour  déterminer  les  coefi^cients  Pet  Q,  noosaorons  d'abord 

et  comme  les  tangentes  en  M  à  réUipae  et  à  l'hyperlxrfe,  se 
eeapent  à  angles  droits ,  on  aara  aussi 

Qx'    b'x'  _  _  .  Q^ £_ 

W'^~         ""    Py'  ~-**^ 

de  cette  éqnatien  et  de  la  précédente  ^  on  tire  en  posant 

a'—b*=e\ 

0^^       P=^ 
d'eà  l'on  déduit  pour  l'équation  du  lieu  demandé 


(t)"    (?)• 


=s|. 


Ce  ifui  est  bien  Téquation  de  l'hyperbole  homofoeale ,  q^xi 
passe  par  le  point  M ,  puisque 


(f)" -(?)■-■ 


Un  calcul  analogue  conduit  aux  mêmes  conséquences, 
dans  le  cas  où  la  conique  donnée  est  une  hyperbole.        \ 

Supposons  en  dernier  lieu  que  la  courbe  donnée  soit  une 
parabole  ;  cette  courbe  rapportée  à  son  sommet  et  k  son  axe^ 
aura  pour  équation 

Soient  x\y  les  coordonnées  du  point  donné  M,  la  courbe 


èberebée  mrà  upe  paratiole ,  passant  par  le  peinl  M' et  son 
symétrique  M^,  elle  aura  donc  même  axe  que  la  proposée , 
puisque  la  direction  de  leurs  diamètres  est  la  même,  et  son. 
équation  sera  de  la  forme 

Gomme  les  deux  couii)e8  se  coupent  k  angles  droits»  on  aura> 
pour  dàteriaiaer  P  et  Q , 

y  =  Py+Q      et      ^'=-*, 
oequi  cpndttit  à  Téquation  suivante  du  lieu  demandée  : 


NOTE  SUR  LE  MEME  SUIET. 


I;  La  solution  qu'on  vient  de  lire-ne  laisse  rien  à  désirer 
pour  la  simplicité  et  Télégance.  Mais  nous  croyons  qu'il  n'est 
pas  sans  utilité  de  traiter  la  même  question  spos  un  point  de 
vue  plus  général. 

Soient  deux  coniques  atnées  dans  le  même  plan  el  données 
ebacune  par  une  équation  générée  à  six  termes  et  rappor- 
tées à  des  aiLes  quelconques.  Concevons  une  droite  tangente 
aux  deux  coniques ,  et  soit  y^  ax  -4-^'+  a j/ca  Q  l'équation 
de  cette  droite,  passant  par  le  point  {x\  y')  \  on  aura  pour 
la  première  ojnique  l'équation  de  condition  (  t.  II,  p.  111  ) , 

a' (m  Jc'" -- 2A:x' +  0  ~  2/z  (Ay  +  *'x' +  n --.  mxy  ) -h 
4-wy-i2Ay  +  r  =  0. 

On  a  une  équation  analogue  pour  1^  seconde  conique  ;  ces 
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équatienâ  devant  donner  les  mêmes  valeurs  pour  le  coefficient 
angqlaire  a ,  il  vient  : 

mxy  —  hy  —  A:'jc  — n        ^xy;  —  xf  —  x'j:—  v 
mx''-ikx-\'l        ~~       fij:'  — 2xj:+>        * 
my"^  2k'f^i  ^  fxr*--  2x>+>^ 
lax'  —  ^Àkx^l       {iur^— 2x'j::>K.X  ' 

jT,^  sont  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deni; 

tangentes  commîmes ,  et  les  lettres  grecques  représentent 

pour  la  seconde  conique  des  fonctions  analogues  aux  mêmes 

fonctions,  ^i^ignéespar  des  lettres  rofamines  dansla  première 

coniqne  ;  ceà  équations  prennent  cette  forme 

|iur  [  (r — kxy-^-  A V + nx']+  x  [myx*  -^ty  —  â^x* — 2/i jr  ]— 

—  y!x  {mx*—  2kx  +  /)  —  V  [mx"'—  2kx  +  /)  — 

—X  {jnxy —  ky — kx —  n}z=zO^ 

fx  [ly*—  2kxy'+1lk'yx'-'  /V]  +  2xjc  {my^  —  ik'y  + 1)  — 

2x>-(mx'— 2itx+/)— >  (my^'-^^ky+l')  +1' {mjt^—2kx+l)  =  0^ 

prenant  la  valeur  de^  dans  la  première  équation ,  et  la  sub* 
stituant  dans  la  seconde,  on  a  une  équation  du  sixième  degré 
en  :r;  il  y  a  donc  six  points  d'intersection  entre  les  tangentes 
communes;  par  conséquent,  il  n^  saurait  exister  que  quatre 
tangentes  communes^  ce  qu'on  pouvait  prévoir  à  priori 
D'ailleurs  on  démontre  aisément ,  à  Taide  de  la-  théorie  des 
polaires  réciproques ,  que  deux  lignes  algébriques ,  places 
sur  le  même  plan>  l'une  du  degré  m^^ei  Tautre  du  degré  r», 
ne  peuvent  avoir  en  commun  .que  mn{m — 1)  {n-^i)  tan- 
gentes; et  dans  le  cas  actuel  /7i=^/i.3s:2;  on  voit  aussi  ^qu'on 
peut  simplifler  les  deux  équations,  en  prenant  k=kf=  0, 
x^O,  ce  qui  est  toujours  possible  si  les  deux  courbes  ont 
un  centre;  si  l'une,  lia  première  par  exemple/ est  une  [para- 
bole ,  alors  m  =  0,  on  peut  faire  x  =  x'=:  0  et  ^=5  0  ;  si  les 
deux  sont  des  paraboles ,  alors  m  =  {x  =  0 ,  on  peut  encore 
prendre  A:  =  ??  =  o*  Ce  qui  simplifie  les  deux'  équations. 


—  433  — 

II.  Représentant  les  binômes  de  cette  forme  mi  -^  >E^^  par 
fmx],  alors  les  deux  équations  peuvent  s'écrire  ainsi 

y  a?  [//ix]  +  x^  [A^V]  +^-^  [^H-] +^'  \n\f[  +^  [^>]  -f 


+  x(2[^v]+[*'X])+[^)i]  =  0,  '     ^*^ 

Si  les  conicpies  sont  concentriques,  prenant  le  centre  pour 
origine,  les  termes  du  troisième  degré  s'annulent  ainsi  que 
le  terme  en  x^  de  la  seconde  équation,  de  sorte  qu'on  -n'a 
plus  que  deux  équations  dusecoild  degré. 

Si  les  deux  coniques  ont  un  foyer  en  commun,  ixant  Fo- 
rigine  à  ce  foy^,  et  prenant  les  axes  rectangulaires,  on  a 
/= /,  X  =  V,  »  =±  V  =  d.  (Voir  t.  II,  p.  427)  ;  ainsi  les  deux 
deniers  termes  des  deux  équations,  ainsi  que  le' terme  en  x* 
et  le  coefficient  [â:v]  ,  disparaissent  ;  ce  qui  simplifie  l'équation 
finale.  Du  reste ,  nous  reviendrons  dans  uœ  autre  occasion 
sur  cette  discussion  importante. 

IH.  Supposons  que  la  seconde  conique  représentée  par  des 
lettres  grecques,  soit  entièreûient  donnée  et  qtie  la  première 
ne  soit  assujettie  qu'à  quatre  conditions;  les  six  binOmcs  A:, 
A:',  /,1?',  /»,  n  fournissent  cinq  rapports,-  supposons. que  l'on 
ait  quatre  équations  entre  ces  cinq  rapports ,  au  moy^en  de 
ces  quatre  équations  et  des  équations  (1)  et  (2),  ou  pourra 
éliminer  les  cinq  rapports,  €t  on  obtiendra  iêlieu  géométrique 
des  intersections  des  taiigentes  communes  à  la  conique  fixe 
et  à  la  conique  variable.  Donnons  quelques  exemple^. 

A.  La  coniqtie  variable  e»t  (assujettie  à  rester  semblable  à 
elle-même  et  semblablement  placée. 

Fixons  l'origine  au  centre  d'homologie,  alors  A,  B^  G  de- 
vient p*A^  p^B ,  p^G ,  D  et  E  se  changent  enj^D,  /?£  et  F  ne 
changent  pas,  doncw,  k,  k\  l^l\  ndey\eï\nei\ip^m,p^kyp^\ 
pU^  /?'/*,  p^n;  substituant  dans  les  équations  (1)  et  (2),  elles 


4eyienDeDt  divisibles  par  /?'  ;  et  cbaspQiie  m  fenferve  pla»^ 
que  p*  eip  ;  éliminant  cette  constante  arbitraire ^  po;Obtieat 
le  lieu  géométrique  da  point  de  concours  des  tang^tes 
commi)nes  à  une  conique  fixe  et  h  Qne  conique  toujours  sem- 
blable à  une  autre  conique  et  semblablement  située,  et  selon 
les  diverses  suppositions  que  Ton  fera  >ur  la  position  du 
centre  d'homologie.,  le  lieu  géométrique  se  simplifiera. 

2.  La  conique  variable  est  assujettie  à  n'avoir  qu'un  élé- 
pient  arbitraire. 

Supposons  qu'on  ooimaisse  les  quatre  iMnôines  f» ,  y,  >,  x  ; 
et  qu'on  ait  une  relation  entre  X'  et  x';  on  tire  de  la  première 
équation  la  valeur  de  x ,  pour  la  substituer  dans  l»r  seconde 
écpiation,  où  Ton  prend  la  valeur  de  X'^  et  Ton  voit  que  x'  e^t 
une  fonction  en  x,  y  du  troisième  degré  divisée  par  une  autre 
fonction  du  même  degré ,  et  /  une  fonction  du  sixième  d^é 
divisée  par  une  fonction  du  cinquième  degré;  d'aptes  le  degré 
de  la  rdation  enùre  V  et  x',  il  sera  facile  de  cbnnatàre  la  limite 
supérieure  du  degré  du  lieu  géométri^e;  p.  ex.  si  Ton  a 
V=ax '+6 ,  a  et  6  sont  des  quantités  données  ,^  le  lieu  géomé> 
trique  ne  dépassera  jamais  le  douzième  degré. 

Soit  Ax*  +  Bj:j^  +  Cj:^  +  Er  =  0;  équation  de  la  conique 
donnée ,  et ^'-f  a?*—  "àay  —  ^rx  4a'  =  0,  l'équation  de  la 
conique  ayant  un  paramètre  r  variable;  on  a  /=sO,  n=0, 
ji=— 4,  y= — *r,  x'=— 4fl^  X5=0,  V=4(r^-r-ix'),  ^^Kar, 

Faisant  le  calcul^  on  arrive  à  une  équation  du  sixîènie  de- 
gré ;  1^  conique  variable  est  ici  une  ellipse  dont  les  diamètres 
conjugués  égaux  sont  constamment  parallèles  aux  axes,  et 
qui  touche  constamment  l'axe  des  j^  en  un  point  (x  =  0, 

Supposons  de  plus  asO,  l'équation  finale  est  du  tronième 
degré,  et  se  décompose  ainsi 

{mx  —  2A:)  [  [ky  —  k'xf  +  Vy  {my--  2A:)  ]  =  0  ; 
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mx — 2^  =  0,  est  l'équation  d'une  tangente  parallèle  à 
l'axe  des^,  et  touchant  la  conique  donnée  au  point  diamé- 
tralement opposé  à  Tori^ne  ;  l'équation  du  liieu  géométrique 
peut  se  mettre  sons  la  forme  h!y + Vxy  4-  Gx^ + By  =  0 , 
donc  B'*  — 4A'C=— 4iw/'A^;  mais  /'==;£*;  donc  si  la  coniqne 
donnée  est  une  ellipse ,  le  lieii  cherché  est  une  hyperbole  et 
vice  versa  \  les  deux  courbes  sont  concentriques^  et  si  laconi- 
que fixe  est  une  parabole ,  le  lieu  cherché  est  aussi  une  pa- 
rabole. 

L'équation  aux  axes  principaux  est  (Y.  1. 1,  p.  496), 
pour  la  conique  fixe 

pour  le  lieu  cherché 

y  [  (**+  mH)  CO87  ^kkl^  xy  {*•  +  mV—  k^)  + 
+  a:'[  — 2itit' -- Tco^yJ:?:?  0. 

Ainsi  les  deux  courbés  n'ont  pas  les  mêmes  axes  principaux. 

Si  7  =:  1^9  alors  on  revient  an  problème  du  concours  ;  les 
axes  principaux  sont  les  méme&,  et  les  deux  courbes  se 
coupant  orthogonakment  devienne!^  bi-confîQcales,  iLjCst  à 
remarquer  que  la  bissectrice  des  deux  tangentes  à  Fcllipse , 
est  une  tangente  à  l'hyperbole  bi-confocale,  de  sorte  que 
l'enveloppe  de  cette  bissectrice  est  une  hyperbole.  C'est  une 
conséquence  du  théorème  X^SlIV.  (Tome  II,  p«  538.) 

Nous  nous  appuierons  sur  cette  conséquence  pour  démoq- 
trer  dans  le  prochain  numéro,  par  des  considérations  géomé- 
triques infinitésimales  le  bei|u  Théorème  d'un  éminent  géo- 
mètre sqr  les  ares  semblables  dans  l'ellipse  (Y.  p.  425)  ;  dans 
le  même  numéro,  M.  Gérono  donnera  une  sointion  pure- 
ment synthétique  du  problème  du  concours. 

Tm. 
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REMARQUE  SUR  LES  UGNES  INœMMENSURÂ3LES. 

PAR  M.  &BBB801JS, 


Je  crois  qu'il  est  bon  de  démootrer  en  géométrie  Texis- 
tence  des  lignes  incommensurables,  avant  d'entamer  la 
partie  qui  traite  des  rapports  et  des  proportions ,  et  d'avoir 
exposé  la  mesure  des  surfaces.  Yoici  une  démonstration  de 
rincommensurabilité  de  la  diagonale  et  du  côté  du  carré, 
qui  me  semble  convenir  aux  éléments. 

Sur  la  diagonale  AG  {fig.  63)  du  carré ,  portez,  son  côté 
BG  =  AD ,  tirez  BD ,  puis  DE  perpendiculaire  à  BD  ;  de 
même  £F  perpendiculaire  à  DE,  de  même  encore  FG  per- 
pendiculaire à  EF,  et  ainsi  de  suite,  vous  aurez 

AC=I.BG  +  DC,  DG<BC, 

BC  =  2.DC4-EC,  EG<DC, 

DC  =  2.EC+FC,  FG<EC, 

etc.  ; 

et  ainsi  de  suite  à  Tinfini.  Pour  la  démonstration,  il  suflBt  de> 
joindre  D  avec  le  milieu  O  de  BE. 

On  voit  donc  que  les  équations  se  prolongent  à  Tinfini  et 
que  par  conséquent  il  n'y  a  point  de  commune  mesure. 

Mon  ami  M.  Lionnet  m'ayant  demandé  quelques  conseils 
relativement  à  sa  géométrie ,  dont  les  Annales  rendent  avec 
justice  un  compte  avantageux,  je  l'ai  lue  avec  attention.  U 
m'a  semblé  que  la  recherche  de  la  plus  grande  commune 
mesure  pouvait  être  le  problème  3  du  livre  3  j  et  qu'il  con- 
venait de  démontrer  immédiatement  sur  Fcxemplc  précédent 
que  rincommensurabilité  existe  entre  certaines  lignes. 
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Si  l'auteur  tieot  absolument  à  ne  point  séparer  deux  pro- 
blèmes par  un  théorème,  il  peut  poser  ainsi  la  question*. 
Trouver  la  conànune  mesure  de  la  diagonale  et  du  cù(é  du 
carré  ;  cet  exemple  vient  naturellement  après  l'exposé  de  la 
méthode  de  la  commune  mesure. 

N(yTE.  C'est  dans  le  dixième  livre  qu'Euclide  commence  à 
Voccuper  des  grandeurs  incommensurables.  La  première 
définition  de  ce  livre  est  que  deux  grandmrs  sont  commen'- 
mrablesj  lorsqu'elles  ont  une  commune  mesure.  11  démoptre 
ensuite  (Prop.  Y),  que  les  grandeurs  commensurables  sont 
entre  elles  pomme  nombre  à  nombre,  et  par  ce  mot  nombre, 
il  faut  toujours  entendre,  selon  la  deuxième  dé^ition  du 
septième  livre ,  un  assemblage  d'utnités  -,  la  proposition  sui- 
vante (YI)  démoqtre  que  les  grandeurs  qui  sont  entre  elles 
conmie  nombre  à.  nombre  sont  commensurables  ;  et  par  con- 
séquent (YIII)  les  grandeurs  qui  ne  sont  pas  comme  nom- 
breà  nombre  sont  incommensurables  ;  une  droite  étant  de  lon- 
gueur donnée,  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres  droites, 
les  unes  commensurables  avec  la  droite  donnée  çt  les  autres 
incommensurables,  la  étoile  donnas  se  nomtae  rationnelle ^ 
et  de  môme  les  droites  commensurables  avec  elle;  mais  les 
droites  incommensurables  se  nomment  irrationnelles  (défini- 
tion ê).  On  voit  donc  que  selon  Ëuclide ,  l'incommensura- 
bilité qualifie  le  rapport  et  l'irrationalité  s'applique  aux 
quantités  mises  en  rapport.  Mais  jamais  il  ne  parle  de  nom- 
bre irrationnel ,  cela  impliquerait  chez  lui  une  locution  con- 
tradictoire,  et  reviendrait  à  dire  un  nombre  qui  n'est  pas 
un  nombre.  La  proposition  finale  {GXYII)  du  dixième  livre 
établit,  que  la  diagonale  du  carré  est  incommensurable  en 
longueur  au  côté  du  carré.  Euclide  en  donne  deux  démons- 
trations ;  voici  la  première  d'une  extrême  simplicité. 
Soit  âG  la  diagonale  et  AB  le  côté  du  carré ,  si  l'on  avait 
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.—  r=z^—  ;  m  ein  étant  deux  nombres  premiers  etttre  eux, 
AB       n 

A  P*  »w.*  ' 

Ton  aurait  aussi  i^r^  =  -^  =2,  donc  m*  est  un  Aottinre  p«r, 
p^r  conséquetit  m  est  pair  et  n  premier  ayecm  est  impair, 
faisons  /»  =  S^ ,  on  aura  -^  =  i ,  donc  «*  est  pair  ,  et 

aussi  n,  ce  nottibre  serait tionc  à  la  fois  impair  et  pair;  ce 
4M  est  absurde,  done  etb.  Le  mot  irrationnel  répond  à  dXèy^ 
des  Grecs  ;  tuais  ce  mot  devrait  plutôt  se  traduire  par  inex- 
primable ,  ineffable  ;  les  Grecs  désignaient  aldsl  des  nombres 
qu'on  ne  peut  prononcer;  le  Xo^^  signifiant  em  même  temps 
pûrole  et  rapport^  les  traducteurs  latiqs  ont  adopté  eette 
démîtes  acception  ;  quelquefois  les  grecs  se  servaient  enc(m 
du  mot  yfJta^y  muet,  pour  désigner  tin  nombre  qu'on  ne 
peut  prcmoncer,  de  même  que  nous  ^flfsons  un  è  muet;  mtis 
comme  le  même  mot  grec  le  plus  souvent  veut  dire  êimtd^ 
les  traducteurs  ont  encore  adopté  cette  signification  ;  deiU  le 
nom  de  nan^ftes  sourds ,  dokktté  aut  irrationnels. 


lUSCTIFICATlON  DE  L'ÉQUATION  (i).  (V.  p.  357.) 

lÈAtL    Mn    IbÙVIB    FZaAIBR, 

eiéve  do  cjbllége  royal  de  Maçon. 

k 

Soient  y,  eiy^  les  deux  valeurs  de^ ,  on  a^^.=  —  ^ 
<lonc^ 

on  trouve  une  expression  analogue  pour  x, ;  donc  on  a 

I  +  lc{k+b'k')x+{k  —  b'h')Vc^x"+ki'==*c'h't. 
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OBSERVATIQN 

sur  la  résolution  numérique  des  équations  du  qtiatriême  degré. 

JPAB  M.  OH.  «ttdftUST. 

Pdor  résoudre  tine  é^afttiôti  iitikttéri()tte  dti  i][U&tt1èiiié 
degré  dont  toutes  les  radùes  l^éeiles  soùtincomkneùsaraliteà, 
il  suffii  de  faire  évaiioQir  le  second  4eiiiie  et  de  changer 

iensnite  x  en  -  ;  car  la  diriTée  de  TéqnatlOn  ainsi  transfor- 
mée a  une  racine  nulle  ^  et  en  déterminant,  les  deux  autreS' 
racines,  on  peut  séparer  celles  de  la  proposée  par  le  théo- 
rème de  Rolle  *. 

'■■■■  ■  ''  '-  -    liiui  Ml.  I.....  ■■  .      .      — — ^*— ^, 

PROBLÈME  PROPOSÉ  A  L'EXAMEN  DE  1844 

POUR  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  , 
VAR  M.  CH.  CHOQUB^. 


Une  corde,  dans  une  conique^  étemt  vue  d'un  foyer  sous  un 
angle  constant  y  tto/u/oer  le  Um  géométrique  des  points  d'in- 
ter  section  des  tangentes  menées  par  les  extrémités  de  la  cérde . 

On  mène  par  le  foyer  d^une  section  conique,  4mx  trayons 
vecteurs  qui  forment  entre  eux  un  angle  donné  2x  ;  trouver 
le  lieu  de  l'intersection  des  tangentes  menées  à  la  courbe 
par  les  extrémités  de  ces  deux  rayons  vecteurs. 

Ce  problème  se  résout  très-simplement,  en  employant  des 
coordonnées  polaires. 

O  V.  t.  H,  pag.  256. 


—  4W  - 
L'équation  de  la  courbe  donnée  est  o  =  r — ^ . 

L'éqnatîon  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  (p',  &>'), 
(p^to")e8t  . 

_  f>V^sin(y^— o>^0     -     ■ 

^  ~^  p"  sin  (o) — J')  —  p'  sin  (»  —  w')' 

en  exprimant  que  les  deux  points  sont  sij^  la  courbe,  on 
change  cette  équation  dans  la  suivante* 


C0S4(w'-^w") 


et  en  supposant  que  les  deux  points  se  confondent ,  pn  a 
pour  Téquation  de  la  tangente  au  point  [jp\  &>! 

P__ 


^     cos(« — co')  —  eooso) 
L'équation  de  la  seconde  tangente  est 
. ^ P 


a 


CÛS(tt>— w'  —  2a)—  ecOSft»* 

Pour  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangentes ,  on  doit 
avoir 

COS  (« — &>')  =  COS (w-^»' —  2a) , 
d*OÙ      «•--»'+<«>--<^''--2a==2ibr,«i)===to'+A:ir4-«> 
et  en  éliminant  J  entre  la  dernière  équation  et  celle  de  la 
première  tangente»  on  obtient  l'équatiOQ  du  lieu  cbwché, 
qui  est 

P 

p  •       1  *  COSa 

f  =  t: ^ )  ou  simplement  p  =  — = . 

dicosa — ecosco^    .        ^  ^         .      e        . 

1 COSw 

COSce 

C)  Voirt.  ll,p.  512. 
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Quand  la  courbe  donnée  est  une  ellipse,  le  lieu  ^temandc 
peut  étreune  ellipse,  une  parabole  ouunéliyperboleayantle 
foyer  et  la  directrice  correspondante  en  commun  ayecrèllipse. 

Quand  la  courbe  donnée  est  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole, le  lieu  demandé  est  une  hyperbole. 

Quand 2a  =  180%  le  {iea  est  la  directrice;  q'eat,  en eSèl, 
ce  qu'on  devait  trouver ,  puisque  la  directrice  est  la  polaire 
du  foyer. 

L'équation  a>=a)'-|-a  +  Ait  démontre  ce  théorènàe.  La 
droite  qui  joint  le  foyer  au  ijoint  de  concours  4e  deux  tan- 
gentes divise  en  deux  parties  égales  Faugle  des  rayons  vfec- 
teprs  qui  aboutissent  aux  points  de  contact  (*)•  ^ 

En  remplaçant  Tangle  2»  par  son  supplément ,  ce  qui  re- 
vient à  remplacer  a  par  QO^"  —  a ,  on  obtient  un  lieu  diffament 
du  précédent  et  dont  Téquation  est 

P 
sina 


P  = 


e 
"-. — -COSco 
SlUa 


Lorsqu'on  emploie,  pour  résoudre  le  problème,  les  coor- 
données rectangles ,  on  obtient  à  la  fois  les  deux  lieux  re- 
présentés par  les  deux  équations  ci-Klessus ,  en  sorte  que  Té- 
quation  à  laquelle  on  parvient  est  du  quatrième  degré  et 
décomposable  en  deux  facteurs  du  second  degré. 

On  peut  obtenir  aisément,  par  des  considérations  toutes 
semblables  à  celles  qui  viennent  d'être  exposées ,  Téquation 
de  la  courbe  tangente  aux  corcïes  qui  joignent  les  extrémités 
des  deux  rayons  vecteurs. 

L'équation  d'uûè  de  ces  cordes  est 

,=  :_ —ï —, 

^       COSÏto  — tù'— a) 

_        i i  —  ecOSti) 

COSa 

(*)  Voir  t.  U,  p.  553.  La  bissectrice  coupe  la  corde  au  point  où  elle  touche  son 
eiiToloppe.  Tm. 
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changeant  •»'  en  ca'-f  à,  afin  d'ob|enir  l'éqoatkm  d'une  se- 
conde corde,  il  vient 

,  -  '  -      '  •'      .  P'     ■ 

^""  008<*»— «'  — *^<^ 

ecogw 

cos« 

Ponr  le  point  d'intersection  des  deux  cordes ,  on  doit  avoir 

et  qoandles  deux  cordes  se  confondent,  cps^co'-l-a-fihr, 

ïn  é^taninant  J  entre  cette  dernière  équation  et  edle  de  la 
première  corde,  on iibtient  rdipiatîon  de  là  courbe  deman- 
dée, qui  est  ' 

_^     •    /?C09a 

^""l— «cosacb»*»*    • 

Cette  courbe  a  encore  le  fojer  et  la  directrice  en  comman 
avec  Tellipse. 

Note,  M.  Poncelet  démontre  ces  divers  théorèmes  géomé- 
triquement. (Prop.  pEOj.,  P'â79].  Tm. 

SUR  LES  COURBES  PARALLÈLES  A  L'ELUPSE  O, 

PAR  M.  BBÎBTQV  (OX  C9JJ«3;.) , 
Ingénieur  dés  p^nts  el  chaussées. 

Parmi  les  formes  courbe^  que  les  arts  empruntent  à  la 
géométrie,  on  distingue  particulièrement  \Q<oale^  foirine 
qui,  sans  être  entièrement  arbitraire,  o'est  cependaqt  pas 
définie  dHine  manière  précise.  La  détermination  d'||in  tjrpe 
des  figures  ovales  étant,  au  fond ,  une  affaire  presque  tout 
entière  de  goût,  il  n'est  nullement  étonnant  que  rien  ne  soit 


O  Voir  De  lineis  et  superfielebus  aequ'rdistantibus.  Dissertatie  inaugaralis 
Micbaelis  Reiss.  GoUingue  t826,'in-4*.~  Kâéslner,  Comm«  soc.  GQttin.,  t«  XI.- 
Crene,i8î»,l.  II,  p.  203r.  Tm. 


mrréié  sur  ee  pomt.  Motige  semble  tiéaiinioifis  avoir  rôulu 
résoudre  la  ^inestion  ^  en  désignant  fellipse  comme  la  ooàriSie 
la  plus  gracieuse  el  la  plus  élégante,  sentiment  qii%raktô>- 
rilé  de  ce  grand,  maître^  appuyée  de  la' beauté  réelle  de 
Tovale  elliptique  ^  .ii*a  pn  faire  préraloir  dans  la  ^atiqae^ 
D'une  part,  il «st  doàteiux qtie  les  jeunes  générations  ioitiëes 
à  la  géométrie  des  sections  coniques  le  partagent  exclue ve-^ 
ment  ;  nous  sommes  moins  attachés  qoe  les  aiiciens  à  certaines 
id^  de  perfection  qu'ils  se  faisaient  de  quelques  èônrbes , 
et  que  la  généralité  deaœnoeptions  modernes  aflJiibltt  ''de 
jour  en  jour.  Cette  espèce  de  i^lte  qu'Hs  profesi^fenl  ^ni^^ 
twt  pour  le  cercle  a  dû  s^étendre  naturellettrent  à  l'éHipse , 
qui  s'y  rattache  si  étroitement ,  qui  est  afnf^  lui  ;  eii'  uu 
mot ,  la  |dus  connue  et  la  plus  populaire  de  toutes  ^^ocm- 
bes;  osais  s'il  se  retrouré  aujourd'hui  quelque  part,  V^t 
asaurémeàt  moins  que  jamais  chez  cèU:)E  qû'iécTaire  U  saine 
thème.  D'un- autre  côté;él  est  certain  que  la  pratique  du 
tracé  de  l'ellipse^  dotamoMUt  dans  le» arts  dé  construction , 
n'a  povit  encore  été  frandiement  adoptée,  même  par  les 
élèves  de  l'école  polytechnique^  discirples  directement  ou  par 
la  traditiçm  du  célèbre  Monge.  • 

Cette  dédiéanœ  s'esEpliqtie,  au  moins  en  partie ,  par  les 
diflBcultéft  de  tracé  que  l'on  imagine  être  inhérentes  auit 
comties  continues  autres  que  le  cercle.  Des  constructeurs 
géom4te*es,  à  la^tétç  desquels  je  dois  citer  Prony,  ont  cher- 
dié à  les  vaincre ^d'iâutres  ont,  au  Contraire,  essayé  de  per- 
fectionner les  méthoctes , .  nombreuses  aujourdliui^  du  tracé 
des  anses  de  panier ,  courbes  composées  d'une  suite  d'arcs 
de  cercle  tangents  entre  eux  -,  tentatives  inspiréeir  générale- 
ment moins  par  le  désir  de  trouva  des  procédés  usuels 
plus  faciles  que  par  le  besoin  d'oSirir  aux  yeux  d'un  public 
plus  familiarisé  avec  l'aspect  des  monuments,  des  formes  ir- 
réprochables. 


—  4W  — 

Maiscea  difficoUés,  qu'une  opinion  g^iéralement  accré* 
dkée  persiste  à  vouloir  éviter ,  ne  sont  pas  l'objet,  réel  de  la 
question;  fussent-^Ues  leyées,  je  ne  crois  pas  que  l'eUipse 
serait  davantage  adoptée  comme  type  de  la  forme  ovale.  £n 
«ffet,  les  deux  axes  de  cette  courbe  suffisent  pour  la  délo*- 
miner  entièrement,  tandis  que  dans  les  arts,  il  convient 
presque  toujours,  après  avoir  fixé  hr-position  des  sommets, 
de  disposer  de  la  courbure  en  ces  points ,  chose  impossible 
avec  une  ligne  du  second  ordre.  Le  tracé  de  l'ovale  manqoe 
donc,  tant  que  l'on  s'en  tient  à  l'ellipse,  de  certaines  condi- 
tions essentielles,  ce  qui  a  été  remarqué  déjà  par  M.  Picot, 
iogéoienr  des  ponts  et  chaussées  O  ;  il  a  exprimé  le  défilnt 
de  cette  courbe  en  disant  que  <c  les  cordes  parallèles  an 
»  j;rand  axe  décroissent  trop  rapidement  de  cet  axe  au  som- 
»  met.  »  A  son  exemple ,  je  vais  tàdier  d'indiqué ,  ea  rem- 
placement de  Tovale  elliptique,  une  autre  courbe  d'an  degré 
plus  élevé ,  mais  en  m'imposant  comme  condition  de  la  ratta- 
cher par  sa  construction  à  l'ellipse  même  d'une  manière 
assez  simple  pour  que  la  notion  nouvelle  complète  l'ancienne 
sans  etfort.  La  scdution  ainsi  obtenue  laissera  peut-être 
quelque  chose  à' désirer ,  n'ayant  point  à  ma  dfepositioii  de 
courbe  d'un  degré  supérieur  dont  lés-propriétés  soi^t  assez 
saillantes  pour  que  leur  étude,  en  vue  des  applications  dont 
il  s'agit  ici,  pût  être  utile  à  l'enseignement  sans  le  surchar- 
ger; persuadé  d'ailleurs  qu'à  moins  de  combler  une  grande 
lacuoe.ou  de  se  présenter  avec  un  attirail  de;  proportions 
capables  soit  d'exciter  un  légitime  intérêt,'^ soit  de  piquer 


O  ADiiales  des  ponts  et  chanssèes,  1833,  Se  trimestre ,  p.  i Si.  —  La  eoari»e 
qa'i^indi(^ae  t'obtient  en  donnant  pour  ordonnée  à  PabseiMe  da  poipt'de  la 
circonférence  de  rayon  a,  Tordonnée  de  l'ellipse  concentrique  (6,e),  au  point 
qui  se  trouve  sur  le  rayon  mené'  dp.  Torigine  A  la  circonfér0BO0.  L'équation  est 
otetyS+6VSâ^  —  (c>— 6t)â[;tyS<-aS6><ïS.  Le  japport  des  rayons  de  courbure  prin- 

■•..•*'  «•   " 

cipaux  est  le  même  que  dans  l'ellipse  (a,6),  il  se  réduit  à  77. 

(fia 


TiTemOTl  la  curiosité,  une  théorie  quelque  peu  compliquée 
s'oublie  bien  Tite>  je  préfôre^  me  servir  de  théories  déjà 
établies ,  que  leur  application  à  un  grand  nomfire  d'objets  a 
fait  regarda  <x>mme  indispensable». 

Ce  qui  Tient  d'être  dit  était  nécessaire  pour  préciser  les 
termes.du  problème  ;  on  TOittnaintenant  à  quel  point  de  riie 
nom  considérons  les  courbes  parallèles  à  Tellipse  :  il  s'agit 
de  faire  connaître  un  type  des  figures  ovales  qui  puisse  rem- 
jdacar  Fellipse  daos  les  arts. 

i.  —  Portons  sur  chaque  normale  de  TeHipse  une  môme 
longueur,  le  lieu  géométrique  des  points  ainsi  obtenus  for- 
mera une  courbe  jouissant  de  cette  propriété  que  :  la  nor- 
male m  chacun  de  Hs  points  est  normale  à  V ellipse. 

Soient,  en  effet,  deux  normales  nî,  nli  menées  par  les 
points'  n^  n'  de  l'ellipse  et  se  rencontrant  eo  i;,  jts,  m'  les 
deux  points  correspondante  de  la  courbé  parallèle  i  menons 
les  sécantes  rmvl^  nti  et  prolongeons-les  jusqu'à  leur  point 
derencontrej  ^  on  a ,  ad  moyen  du  théorème  connu  qui  sert 
de  fondement  à  1» théorie  des  transversales, 

î  jn  n'n  '  n'i' 
Supposons  maintenant  que  le  point  n'  s'approche  d'en,  les 
sécantes  nj^  ny  tendront  à  devenir  tangentes  aux  deux  cour- 
bes ;  en  même  temps,  le  scxxmd  membre  de  f  égalité  ci-dessus 
oooverge  vers  l'unité ,  car,  à  cause  de  l'hypothèse  m/t=/7i'/t, 
ona 

d'où  il  suit  que  les  triangles  inn\,  imm!  peuvent  être,  à  la 
limite ,  regardés  cQmme  semblable ,  ce  qui  donne. 

n'n  '  n'i^^    ' 
Or,  par  construction ,  lor^qu^^Vi  est  devenu  une  tangente  à 
Tellipse ,  il  se  trouve  perpendiculaire  à  ni  ;  donc  aussiym  doit 


être  alors  perpendiçuUirQ  sur  mi,  c'est-lnlire  paraUite  à 
JH^  sans  quoi  I'odi  ne  ponrcaUavcMr  à  la  limite,  «asi  qu'il 
Tient  d'être  4éittOiitré)^'/»==j/i'.    . 

Chaqtte  normale  à  l'ellip.*  est  doao  .«sa  »»».]«  à  h 
courbe  parallèle ,  et.  réciproquemeiit  9  car  h  chaque  normale 
de  la  première  courbe  correspond  un  point  de  la  seconde»  et 
eu  menant  de  ce  point  les  normales  à  TelUpse  qtte  comporte 
sa  position,  on  doit  en  trouver  une  égale  à  la  longueur  ooih* 
stante  qui  sert  à  construire  la  courbe.  Or,  ou  Tient  de  éè- 
montrer  que  cetiç  normade  de  l'ellipse  est  aussi  une  normale 
de  la  courbe  parallèle,  doue,  etc.,  C.  Q.  F.  D. 

ReroMrqu^.  J-ai  admis  tacitement  que  le  poisti  à  Ik  limite 
ne  ccÂ'ncide  pas  arec^  le  point  » ,,  c'eslri-dire  que  le  rayon  de 
courbure,  de  la  courbe  primitîTe  n'est  pas  vml  i  moyennant 
cette  restriction,,  ^iii  couTient  à  TeUipse,  la  démoustralfeHi 
précédente  est  applicable  à  une  courbe  quelconque ,  même 
non  algébrique  (*). 

â.  —  La  courbe  parallèle  à  l'ellipse  peut  être  regardée, 
en  raison  de  la  propriété  qui  forme  l'objet  de  ce  théorènie , 
comme  l'enveloppe  d'une  circonférence  de  rayon  constant 
dont  le  centre  est  assujetti  à  demeurer  sur  l'ellipse  ;  or ,  à 
ceUè  dernière,  comme  onsait  ;^  répond  loiôoiurs  daiMhPespaoe 
une  drcooférence  dont  elle  est  lu  projection.  Le  œrde  mv* 
biie  enveloppé  peut  être  considéré  comme  le  progeetion  d'un 
sphère  de  même  rayon ,  dont  le  centre  se  itteaf  sur  ta  dreon* 
férence  dont  l'ellipse  est  la  projection.  L'enTeloppe  de  cette 
sphère  n'est  autre  chose  que  le  tore  ou  surface  annulaire, 
d'où  il  suit  que  la  courbe  parallèle  à  l'eDipse  forme  le 
cmUour  apparent  de  ta  projeètibn'd'oti  tore.  Sans  aToir  la 
prétention  de  créerai  notfr  nouveau ,  je  nommerai,  Seule* 
ment  pour  abréger ,  la  courbé  dont  il  s'agit  taroïde^  dési* 

(*> Q^t tm eMpéHléiHet der nrt^AstriféCitfift i^érale  1li4fqué«^ t.  lf,p* 289. 

.  ^    lî.    .  ;  .     'u  i.  *)\ïy,iiyy.l"  .  ;.    ■ 
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gnation  tirée ,  comme  on  yoit ,  de  l'une  4e  ses  pçopriétte  leS: 
plus  saiUantflft.    . 

3.  —  De  ce  que  la  aormale  de  la  Unroïd^  est  nécessaire- 
ment  normale  i  Tellipse»  il  résa^i^  qoe  les  centres  des  «lar- 
des osovlateurs  aux  points  correqKHidaQts .  situés  aor  cette 
ligne  cc^ddent ,  ou ,  en  d'autres  termes,  que  les.rayena 4e 
courbure  des  deux  courbes  présentent  une  différence  etxir 
stantè;  il  est  évident  qu'elles  ont  la  même  développée.  Noos 
pouvons ,.  en  conséquence,  regarder  hi'  torôïdè  comme  dé- 
crite par  le  point  d'une  ligne  droite  qui  se  meut  de  manière 
à  toucher  la  développée  sahà  glisser  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur. On  remarquera  que,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut ,  la  torolde  se  côfipôse  Ae  deux  branches  décrites  simul- 
tanément par  les  deux  points  de  la  droite  mobité,  également 
distants  du  point  de  rdlfpse,  Ton  du  côté  convexe,  faiitre 
du  côté  concave.  La  première  de  ces  branches  est  toujours 
de  forme  ovale ,  la  seconde  présente  une  figure  variable  sui- 
vant les  cas  :  elle  est  ovale  lorsque  la  distance  à  l'ellipse  est 
inférieure  an  plus  petit  de  ses  rayons  de  coqrbure  ;  vient-dle 
à  le  surpasser ,  la  branche  de  toroîie  oflire  quatre  ^ièts  "de 
rebroussement  situés  sur  la  développée;  mais  si  Tôà  fidt 
croître  la  même  distance  au  ddà  de  la  longueur  du  rayon 
de  courbure  maximum  de  l'ellipse,  la  branche  redevient, 
ovale.  Il  est  très-facile  de  se  repdre  coîupte  de  tpulj^i^es^ 
particularités. 

4.  —  La  connaissance  du  rayou  de<coturbure  d'une  courbe 
étant  l'un  des  meilleurs  moyens  d'en  connaître  les  diver^s 
affections,  je  rassemble  ici  quelques  formules  dont  on  pourra 
se  servir  utilement  pour  calcul^  ht  longueur  de  ce  rayon , 
et ,  au  besoin ,  pour  le  construire  graphiquement. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  totïAde  n^étant  àuti^e  <;fii»Se  qifè' 
celui  dé  PelUp^e  augniéfaté  dix  âMnûè  d'une  céirtafùè  lîâit- 
gueur,  les  formules  suivantes  sont  ^elalâves  à  YetU^.'^tè 


sappose  cette  Ugne  rapportée  à  ses  axes  principaox  a^b\c^ 
X,  y  désignant  les  mômes  lignes  que  dans  les  tfàités  classi- 
ques ,  nommons  de  pins  N  la  portion  de  normale  comprise 
entre  b  conrbe  et  le  grand  axe ,  i  Tangle  qu'elle  fait  arec  les 
rayons  recteurs  ^, V  menés  aux  deux  foyers,  et  p  le  rayon 
de  courbure. 
On  a 

tangi  =  Ç,      N=^|/ay-f64a7' 


et 


a<6* 


Cette  dernière  expression  se  déduit  aisément  de  celle 
qui  a  été  donnée  par  M.  Gérono ,  tome  II  y  p.  78. 

Gela  posé ,  on  arrive  sans  peine  aux  formules  suivantes. 

1»  Expression  du  rayon  de  courbure  en  fonction  de  la 
normale 

N'a* 

2"»  Expression  du  même  rayon  en  fonction  de  rangleî. 
p.peu4  être  mis  sous  la  forme 


et  comme  F 

on  a 

6» 

il  vient 

' 

6'        1 
a     cos'» 

Cette  formule  a  été  indiquée  par  M.  Transon  {Journal  ù 
iAoutH/{0,  t.  i  y,  p.  191)  y  elle  se  prête  à  une  coustructioii 
grppbîqiie!  élégante  et  facile  à  retrouver. 
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Cooiine  moyen  de  vérification ,  il  est  ntile  de  rettarqaer 
que  l'on  a  la  relation 

Ncosi  =  -{-). 

,   a 

y  Expression  da  rayon  de  courbore  en  fonction  des  rayons 
Vecteurs  aux  foyers.  On  a 

4c' =  t^  + 1/"  —  2w' cos  a, 

d'où  cos'  1=    ■  '■■  .   ' —  '    ■        =  •»— ,,  . 

et  enfin  p  «  — --. 

5.  -—  Considérons  à  présent  la  courbure  des  sommets  de  la 
toroïde.  Ce  que  je  ys^is  dire  se  rapportera  uniquement  à  là 
brancbe  extérieure  de  la  oOnrbe,  la  seule  dont  il  y  ait  lieu 
de  s'occuper  en  vue  du  tracé  deis  ^fures  ovales,  âoit  \  la  dis- 
tance à  rellipsc ,  je  pose 

A  y  B ,  R ,  r  étant  les  axes  et  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux de  la  toroïde  -,  Félimination  des  quantités  a ,  b  donne 

RB-A' 
"■R+B  — 2AV 
et,  parsuite^ 

(A-B)(R-A)  .        . 
R+B  — 2A    ' 
(A--B)' 
R-f-B— 2A' 

Ces  diverses  f(»mules  contenant  trois  quantités ,  A,  B^  R, 
on  voit  que  les  axes  principaux  de  la  toroïde  étant  déter* 

(*)  y.  I.  n ,  p.  537.  Théor.  XIX.  Tou 
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rnintiS)  ilest  possiMe  de  disposer  encore  de  A ,  ve  qui  n'a 
point  liea  pour  l'ellipse. 
La  dernière  fait  voir  que  r  augmente  avec  R  et  converge 

vers  la  limite  B.  Lorsque  R  devient  infini ,  on  a 

•  ■•    •  .  ,     .  *     •        ■ 

X=B/a=A— B,  6  =  0,  r=B. 

L'ellipse  se  réduit,  dans  ce  cas,  à  une  ligne  droite  de 
longueur  2a,  et  la  toroïde  à  deux  demi-circonférences  rac- 
cordées entre  elles  par  des  li^ei  droites;  en  d'autres  termes, 
la  figure  représente ,  ainsi  que  l'on  pouvait  s'y  attendre,  la 
projection  d'un  tore  snr  un  plan  parallèle  à  son  axe. 

6.— ,  La  longueur  de  l'arc  de  toroïde  n'est  pas  cpLprimable 
sous  forme  finie,  non  pins  que  oelle  de  l'arc  d'eUipee^  le 
premier  est  égal  au  second,  augmenté  de  l'arc  drculaire 
compris,  sur  la  circonCârencie  de  rayon  X^  entre  deux 
rayons  parallèles  aux  normales  extrêmes ,  de  sorte  que  S  et 
So  étant  les  longueurs  totales  de  la  toroïde  et  de  l'ellipse,  on  a 

9=So  +  27r>. 

La  surface  en  dehors  de  celle  dé  l'ellipse ,  s'obtient  par 
l'application  de  la  règfe  de  Gnldin,  elle  est  égale  à  l'arc 
parcouru  par  le  milieu  de  l  militiplié  par  cette  longueur.  Or 
l'arc  parcouru  est  lui-même  égal  à  la  demi-somme  de  l'arc 
de  toroïde,  et  de  l'arc  d'ellipse,  nommons  a  l'aire  totale  de 
la  courbe,  nous  aurons 


■(^>= 


Cette  surface  est  plus  granule  que  celle  de  l'ellipse,  qui 
aurait  les  mêmes  axes  que  la  toroïde ,  pour  savoir  quelle  est 
b  diOërence,  il  Éxà&t  dereMiu^er  dei  si  l'ëire  7c(a-F>)(6^.X}, 
QO:  trouve  qu'die  est  eiptiméêfpaf  la  formule 

X[So  — 7u(a+6)], 
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or  OD  *  démontré;  tome  III ,  p.  233,  que  S«  est.  plus  grand 
que  n{a  +  b),  donc,  etc.  C.Q.F.D. 

L'éf  alnation  nomériqne  de  ces  fiffénrences  ne  pouvant  être 
obtenue  que  dffîcilODent  par  les  méthodes  ordinaires,  j'in-^ 
scris  ici  quelques  non^brés  propres  ft  donner  une  idée  de  leur 
marche.  Les  longueurs  d'ellipses  sont  extraites  de  la  table  (*) 
publiée  dans  le  3*  rolumo  du  Cours  de  constructionfs  de 
Sganiin',  A*  édition. La  longueur  2a  est  prise  podr  unité,  et 
b  Tarie  de  vingtième  en  vingtième  : 


2a 

•S. 

ir(a+fc) 

S.^«(a  +  ft) 

S.. 

0^10 

2,08324 

1,88496 

0,19828 

0,09518. 

0,15 '^ 

2,18660 

2.04204 

0.1445Ç 

0,06611 

0,20 

2,3()028 

2,19911 

0,10117 

0,04422 

0,25 

2,42272 

2,35619 

0,06653 

0,027*6 

0,30 

2,55338 

2,51337 

0,04011 

0,01571 

0,35 

2,69078 

2,67035 

0,0â043 

0,00761 

0,40 

2,83596 

2,82743 

0,00853 

0,00301 

0,45 

2,98622 

2,98451 

0,00171 

0,00057 

0,50 

3,14169 

3,14159 

0,00000 

0,00000 

Les  deux  dernières  colonnes  expriment  les  différences 
rapportées  au  diamètre  principal  et  au  périmètre  de  Tellipse. 
Les  unes  et  les  autres  vont  en  décroissant  à  mesure  que  l'eK^ 
lipse  approche  davant^e  de  la  figure  circulaire ,  et  devien- 
nent nulles  à  cette  limite. 

7.— Tracé  m  grand  de  là  toroïde.  La  facilité  de  tracer  une 
courbe  a  bien  plus  d'importance  pour  les  arts  que  pour  la 
théorie.  Il  entre  donc  naturellement  dans  mes  vues,  de  re- 


(*)  GtUetiMa  nemérito,  ÉomlH  rapfb#i  ile  rexactirudte,  qu'une^  roécKocre 
confiance.  Les  rapports  qu'elle  d(uine,.rapBN^bés  de  ceux  obtenus  par  M.  de 
^aint'Onilheni ,   tn  'diflMnt  qiiei^tieMs  Sàiis  les  trois  dernières  décimales. 
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chercher  pour  la  ioroïde  des  moyens  de  description  oonmodes 
et  peu  compliqués. 

1"*  La  construction  peut  s-dBTectuer  par  points ,  au  moyen 
des  normales  de  T^Iipse  sur  lesquelles  on  porte  la-longueur 
constante  >.  Ce  procédé  a  contre  lui  sa  longueiur. 

2°  Dans  certains  cas  on  se  servira  avec  avantage  d'un 
procédé  indiqué  par  M.  de  Prony ,  lequel  consiste  à  regarder 
la  courbe  comme  Fenveloppe  de  ses  tangi^ted.  Il  détermine 
les  points  où  celles-ci  rencontrent  les  côtés  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes  a,  b.  Soit  a  la  longueur  inter- 
ceptée par  la  tangente  à  Fellipse  sur  le  côté  du  rectangle 
parallèle  aux  x ,  à  partir  du  sommet  opposé  à  Vorigino  ;  p  la 
portion  de  l'autre  côté  interceptée  entre  la  môme  tangente 
et  le  grand  axe  ;  on  divisera  ce  dernier  côté,  parallèle  aux  jr-^ 
en  n  parties  égales  ;  pour  une  valeur  de  p  comprenant  p 
divisions ,  on  aura  (  je  supprime  la  démonstraûon), 


'=/'-, 


2a 


.F  P 

On  doit  remarquer  ridentité 

(2a— a)(i+p)=:2a*. 

A  chaque  tangente  ainsi  obtenue  on  mènera  une  parallèle 
qui  en  soit  distante  de  la  longueur  >  ;  ce  sera  lâ  tangente  de 
la  toroïde.  Le  point  de  contact  sera  la  projection  du  point 
(-r,^)  sur  cette  tangente. 

L'espace  nécessaire  pour  ce  mode  de  description  n'excè- 
dent pas  les  limites  du  rectangle  drccmsmt  à  cluM|ue  quart 
de  courbe ,  ce  seul  oâoQf  pourrait  le  faire  préférer  par  les 
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coQ^tractears,  lorsque  Torale  devra  présenter  dé  grandes 
dimenMons. 

On  pourrait  construire  des  tables  pour  Fapplication  de  cetfe 
méthode.  En  les  dressant  pour  le  tracé  d'une  circonférence 
de  cercle  dont  le  rayon  sérail  égal  à  l'unité ,  les  longueurs  a, 
â^r— a: ^ parallèles  à  Paiera,  ^'obticindraient  en  multipliant 
par  a  les  nombres  dpniiés  par  les  tables;  de  même ,  on  cal- 
culerait les  longueurs  parallèle^  à  Taxe  b  en  multipliant  les 
nombres  correspondants. par  b. 

3""  La  toroïde  est  susceptible  d'être  tracée  d'une  manière 
assez  nette  par  les  intersections  successives  d'une'  suite  de 
circonférences  de  rayon  X  ayant  leurs  centres  sur  l'ellipse. 

4*  Tracé  de  la  toroïde  d'un  mouvetnentcontiou.  Q  serait 
peut-être  possible  d^établir  un  instrument  qui  tracerait  la 
toroïde  par  un  trait  continu.  • 

Soit  .ÔCO'  iXe  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure)  un  trian- 
gle isocèle  variable,  dont  le  c6té  OC  ayant  pour  longueur 

-  (<i  -f  6)  passe  constamment  par  le  centre  Ô  de  la  courbe*, 

et  dont  la  base  0&  coïncide  en  direction  avec  le  grand 
axcj  on  sait  que  le  point  n^  pris  sqr  le  côté  GO',  de  ma^ 

nîère  que  €«  ait  pour  longueur  -(«— è),  décrit  TeMipse, 

et  que  si  l'on  prend ,  sur  le  prolongement  de  OC,  CI  =  OC, 
la  droite  In  est  normale  à  Pellipse  menée  par  le  point  n.  Il 
suit  de  là  que  tout  point  m  de  cette  droite  décrit  une  branche 
de  toroïde. 

L'instrument  se  composerait  de  trois  règles  ou  tiges.  La 
première ,  CI ,  tournant  autour  du  centre  O  ;  la  seconde  ar- 
ticulée sur  la  première  en  C  et  ayant  son  extrémité  0'  con- 
stamment sur  le  grand  axe  ;  la  dernière  enûn  articulée  en  n 
sur  CO'  et  assujettie  à  passer  toujours  par  le  point  I  sur  le 
prolongement  de  OC,  au  moyen  d'un  anneau  ou  d'une  prison 
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qui  lui  permettrait  de  glisser  dans  le  .sens  de  sa  kNUgiieiir. 
Un  crayon ,  ou  même  un  tire-ligne  attaché  en  m  tracerait 
la  toroïde  -,  il  arriverait  même  que^  les  lames  du  iire4igne^  une 
fois  fixées  dans  le  sens  du  traii ,  serani^  toujours  dirigées  cm- 
venablement  par  cç  syitéme. 

8.  I^  notions  qui  précèdent  établissent  que  la  branche 
extérieure  des  toroldes,  ou  courbes  parallèles  à  Vellipse, 
jouit,  comme  type  de  formes  ovales,  de  foutes  les  propriétés 
reconnues  à  cette  d^nière,  et  qu'elle  permet  de  plus  de 
diobir  Tune  des  deux  courbures  principales' ou  leur  rapport. 
De  là  résulte  la  variation  possible  de  la  fo^eovale  entre  les 
limites  les  plus  étendues  qu'il  soit  nécessaire  de  considérer 
dans  les  aHs,  c'est-à-dire  depuis  une  portion  de  ligne  droite 
jusqu'au  système  de  deux  demi-circonférences  raccordées  par 
des  portions  de  lignes  droite^. 

Nous  avons  vu  que  les  propriétés  essentielles  descriptives 
et  Bétriques  de  cette  courbe  sont  intimement  liées  à  celles 
deFelIipse,  et  que^aconstruction,  même  en  grand,  n'offre 
pas  de  difficultés.  Ce  sera  peut-être  pour  les  praticiens  une 
raison  d'en  faire  des  applications  -,  mais  je  suis  surtout  con- 
vaincu que  son  étude ,  approfondie  davantage,  doi^t conduire 
tôt  ou  tard  à  d'intéressantes. découvertes  qui  en  feroiiliam 
objet  d'attention  et  comme  un  complément  naturel  de  la 
théorie  de  l'ellipse. 

Noie.  M.  Gauchy  a  donné  la  théorie  analytique  des  to- 
roïdes  (Comptes Rendus^  2* série,  1841 ,  t.  XIII ,  p.  1062)'. 

Soit*,+|;  =  i  (1)  l'équation  de  l'ellipse, 

(x^^YJ^(y^^f  =  k'  (2) 

l'équation  du  cercle  générateur  ;  prenant  la  fonction  prime 
de  p  dans  les  deux  équations  et  les  égalant,  on  obtient 


a 
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=  ff 


p 


substituant  dans  les  éqnations  (t)  et  (3),  il  Tient 

aaf    .     by    _,       6'x-     ,     hy   _„ 


En  éliminant  0,  on  obtiendrait  l'équâ^tion  des  toroïdes. 
Passant  aux  coordonnées  polaires,  en  faisant  j:=srcoscp, 

^=rsin7,  il  vient r-=  ^-£—c^^^^^^^^  \ 

(6«— ^•A:')(0+^7cos*(ï>+  (e'-i^fc*A:^(0-(-«yslh>  =  O. 

Le  tore  est  une  snrfaœ  du  qnatriènie  degré,  les  sections 
planes  sont  donc  des  lignes  da  môme  ordre  ;  le  plan  touchant 
le  tore  intérieurement  et  mené  parallèlement  à  l'a^ie  donne 
pour  section  une  eass^lde.  Mais  on  n^obtient  pas  cette 
courbe  par  d'aulres^  plans  coupants  parallèles  à  Taxe ,  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident,  en  faisant  passer  le  plan  par  raie': 
on  obtient  deux  cercles  dont  le  système  ne  peut  jamais  ré^ 
pi^éseiiter  une  cassinoïde.  Nous  donnerons  incessâmméntune 
Ihéàirie  de  oette  courbe  et  dé  la  lemniscate ,  à  laquelle,  dani^ 
certains  cas,  elle  devient  identique. 

Dans  la  dissertation  de  M.  Reiss,  citée  cndessns,  on  trottve 
toutes  les  formules  diflérentîelles  relatives  aux  lignes  équi* 
distantes,  planes  et  à  double  courbure,  et  aussi  pour  les 
surfaces  équidistantes.  Tm. 
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DEMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE 

De  la  formule  de  trigonométrie 


PA&  Bi.  ▼XOirAK,   ' 

professeur  de  mnUiémaUqves. 


Pour  résoudre  un  triangle  recUligne  quelconque,  dans 
lequel  deux  côtés  6  et  c  et  l'angle  compris  A  sont  donnés , 
on  a  recours  à  la  proportion 

ft  +  c:6-'c::tang.i(B  +  C):tang.i  (B— C). 

Pour  arriver  à  cette  f(»rmu]e,  on  fait  usagetle  proportions 
dont  on  a ,  il  est  vrai,  une  démonstration  géométrique  ^  mais 
qui  n'apparaissent  qu'à  titre  d'auxiliairefli.  On  pourrait  en 
éviter  l'emploi  de  la  manière  suivante  à  l'aide  de  la  géomé- 
trie. , 

Soit  le  triangle  ABC  (fig.  61),  dont  nous  représenterons  les 
côtés  par  a,  by  c  et  les  angles  par  A^  B,  £.  Prenons,  après 
avoir  prolongé  b ,  à  droite  et  à  gauche  de  A ,  une  longueur 
AP  et  Aiy  égale  au  côté  c.  Joignons  BD  et  menons  la  bissec- 
trice A£  de  l'a^Dgle  BÀB.  Enfin  joignons  ly  et  B,  et^élevpn$ 
lyp  perpendiculaire  à  BD'. 

Les  droites  AE  et  D'B  partageant  DD'  et  BB  en  deux  par- 
ties égales  sont  parallèles ,  donc  D'B  est  perpendiculaire  à 
DB.  Mais  de  ce  que  DT  est  perpendiculaire  à  D'B,  D'F  et  DB 
sont  aussi  parallèles. 

Les  deux  triangles  semblables  GD'F,  GDB  donnent  la  pro- 
portion 

CD:  CD'  ::DB:D'F, 


'  —  W7  — 
ou  bien 

i4.c:6_c::DB:D'F, 

«t  en  divisant  les  deax  derniers  termes  par  BD', 


Mais 


,  ,       ,  DB     lyF 

^  =»  tang  DD-B  =  tang DAE  =  tang  i  (B  -|-C) , 


5^=:{tangFBD')=:tang(B-iyBA)=tang|B-5(B+C)j  =î 

=  tangi(B  — C), 
donc  enfin 

^-'      taiigl(B-C) 


THÉORÈME  SUR  LES  MEDIANES. 

IPAR  M.  MATHISn  (AUGUSTB), 

élève  du  collège  Stanislas. 


Si  on  mène  les  trois  médianes  d'nn  triangle  rcctiligne 

quelconque  : 

i""  On  pourra  toujours  ayee  ces  trois  lignes  construire  un 

triangle; 

3 
â^  La  surface  de  ce  triangle  sera  égale  aux  -  de  la  sur- 

face  dir  triangle  proposé. 

3*  Les  médianes  de  ce  triangle  seront  respectivement 

3 
égales  aux  .  des  côtés  du  triangle  proposé  (*}. 


{*)  Ce  théorème  est  de  M.  Gergonne  (Annales ,  t.  II ,  p.  ee-94). 

Aim.DBHATHtM.UI.  31 
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Soit  ABC  ifig.  62),  un  triangle  quelconque,  CQ»  AP  deai 
médianes;  par  le  point  G  je  mène  une  parallèle  à  AP,  jusqu'à 
la  rencontre  de  OB  en  D  et  je  tire  AD ,  je  dis  que  AD  est 
parallèle  à  CQ  :  en  effet  dans  le  triangle  CBD,  OP  est  paral- 
lèle à  la  base  et  paâse  par  le  milieu  de  BC ,  donc  le  point  0 
estlemiliepdeBD;  donc  dans  le  triangle  BAD,  OQ  passe 
par  les  milieux  des  deux  côtés  BD  et  AB  est  parallèle  à  la 
base.  Ainsi  la  figure  OCDA  est  un  parallélogramme ,  ce  qui 
démontrerait,  si  déjà  cela  ne  Tétait  pas,  que  les  médianes 
d'un  triangle  concourent  en  un  môme  point  et  se  coupent  en 
leurs  tiers  à  partir  de  la  base. 

De>ce  que  la  figure  OCDA  est  un  parallélogramme ,  il  ré- 
sulte que  CD  =  OA ,  d'ailleurs  0D=  OB ,  donc  le  triangle 
OCD  qui  est  toujours  possible,  a  ses  côtés  respectiyement 

2 
égaux  aux  -  des  médianes  du  triangle  ABC ,  donc  l"",  etc. 

D'après  ce  que  je  yiens  de  dire,  le  triangle  formé  avec  les 

médianes  du  triangla  ABC  est  semblable  au  triangle  OCD  et 

3 
le  rapport  des  côtés  est  - ,  par  conséquent  en  désignant  par 

9 
s  la  surface  du  triangle  en  question ,  j'ai  s=^  OCD  ;  mais 

letriangle  OCD,  est  équivalent  au  triangle  AOC  et  le  triangle 

AOG  est  le  tiers  du  triangle  ABC,  puisque  ces  deux  triangles 

ont  même  ba3e  AB  et  que  la  hauteur  du  second  est  triple  de 

celle  du  premier,  donc  en  désignant  par  S  la  surface  du 

I  3 

triangle  ABC,  j'aurai  OCD  =  -  S  et  par  suite  *  =  -  S ,  donc 

ô  ♦ 

2»,  etc. 

Dans  deux  triangles  semblables,  les  médianes  sont  propor- 
tionnelles et  leur  rapport  est  égal  à  celui  des  côtés  ;  si  donc 
je  fais  voir  que  dans  le  triangle  OCP,  les  médianes  sont 
égales  aux  moitiés  des  côtés  du  triangle  ABC,  Usera  prouvé 
que  dans  le  triangle  oonstmit  avec  les  médianes  de  ABC,  les 
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I  3  1 

méffianes  sont  les  -  des  côtés  de  ABC  ;  or  CR=  -  ÀC;  comme 

♦  â , 

le  point  0  est  le  miliea  de  BD,  si  on  joint  ce  point  au  milieu 
de  CD,  la  droite  de  jôtiClion  sera  la  moitié  de  BC  \  enfin  si  l'on 
joint  le  point  D  au  milieu  M  de  OG,  comme  OG=x  AI>=dAQ^ 

la  ^ure  MDAQ  est  un  parallélograïniiie  éi  MD=AQ=-  ÀB, 

donc  3%  etc. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  si,  considérant  un  triançle| 
on  mène  les  trois  médianes ,  qu'avec  ces  trois. nxédiaiie^  on 
construise  un  second  triangle,  qu'avec  les  médianes  de  ce 
second  triangle ,  on  en  construise  un  troisième,  et  qp'on 
continue  ainsi  indéfiniment,  les  surfaces  de  ces  trianglea 
successifs  seront  les  termes  de  la  progression  gécvnétriqw 
décroissante 

''l^'P- ■■  .;.■,:,; 

s  étaitit  la  surface  du  triaâglè  duquel  on  part!;  on  Toit 
aussi  que  tons  les  triangles  de  rang  impair  seront  sèinlilâb&s 
entre  eut,  ainsi  que  tous  les  triangles  dé  rang  pair. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  soniinés  dés  carrés,  des 
côté^  de  ces  triangles  suivent  aiiSsi  tiûe  progression  gÀ)mé- 

■   â  "'  ' 

trique  décroissante  dont  la  raison  est  encore^;  cftreupar- 

tant  du  théorème  de  la  médiane,  on  recôniiàft  facilement  que 

dans  ttû  triangle  qtiekotiqtie,  la  sommé  dés  carrés  des  mé- 

à".  •       ■■■■■-''■': 

dianes  est  égale^ux  ?  dâh  somme  des  caniésdefreôtés; 

Gbmitie  applicàtionii  du' thé^ètncFdi^irtt'éV  je  tais  doiiti^r 
la  solution  d'un  problème' et  là  démoinstratiôii  de  dent  théo- 
rèmes ,  par  rapport  at  ti'iangle  équilaléral. 

Problême.  Gonstruireun  triangle  dont  on  connaît  les  trois 
médianes. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'avec  les  trois 


lignes  données  on  puisse  former  on  triangle;  cette  condition 
étant  remplie,  on  mène  les  médianes  de  ce  triangle,  et  pre- 

4 

nant  des  lignes  égales  aux  -  de  ces  médianes ,  on  a  les  côtés 

da  triangle  cherché;  donc  lorsque  le  problème  est  possible, 
il  n'admet  qa'ane  seule  solution. 

De  la  solution  de  ce  problème  on  peut  conclure  que  deux 
triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  les  médianes  ^ales,  cba- 
cude  à  chacune. 

Théorème.  Le  triangle  équilatéral  est  de  tous  les  triantes 
dans  lesquels  là  somme  des  médianes  étant  constante,  le  maxi- 
mum est  une  surface. 

Car  dans  ce  triangle  maximum,  la  surface  du  triangle  formé 

atec  tes  médianes  devra  être  aussi  un  maximum ,  puisqu'elle 

3 
M  égale  aux  -  de  la  sirface  de  ce  triangle  ;  mais  la  somme 

des  médianes  est  donnée;  donc  ces  médianes  doirent  être 
égales ,  or  il  est  facile  de  voir  que  lorsque  les  trois  médianes 
d^uD  triangle  sont  égales ,  ce  triangle  est  équilatéral>  donc  le 
triangle  maximum  est  équilatéral. 

Théorème.  Le  triangle  équilatéral  est  de  tous  les  Irlangks 
égaux  eu  surface ,  celui  dans  lequel  la  somme  des  médianes 
est  un  minimum. 

Car  si  Ton  considère  le  triangle  dans  lequel  la  somme  des 
médianes  e^  un  minimum,  comme  la  surface  de  ce  triangle 
est  donnée,  celle  du  triangle  formé  avec  les  ihédiaues,  lésera 
aussi  $  donc  la  somme  de  ces  médianes  ne  peut  être  un  mi- 
nimum, qu'autant  qu'elles,  sont  ^es  entre  elles  ;  donc  le 
triangle,  dont  il  s'agit  est  équilatéral. 
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PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE. 

PAa  M.  TBJAU , 

éldfe  4e  l'Institution  Goudoanècbe. 


Éêànê  donnés  un  éerclé  et  irais  points  dam  le  plan  de  ce 
cercle^  y  inscrire  un  triangle  dont  les  côtés  passent  par  les 
trois  points. 

Avant  de  réscmcire  ce  problème  général ,  qui ,  pris  à  pari  » 
o&e  de  grandes  di£Qcaltés ,  et  que  les  plus  illustres  gécHnè- 
très  n'ont  pas  regardé  comme  indigne  de  fixer  leur  attention, 
je  vais  donner  la  solution  d'un  autre  problénîe  assez  facile , 
et  duquel  le  premier  se  déduira  immédiatement.  En  voici 
renoncé  : 

Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  prishors  de  ce  cercle, 
par  ces  deux  points  mener  deux  sécantes  qui  se  coupent  iur  la 
circonférence ,  et  telles  que  h  ligne  de  jonction  de  leurs  deux 
autres  points  d'intersection  aivec  la  circonférence  soitparattUe 
d  une  ligne  donnée. 

Soit  0  le  centre  du  cercle  donné  {fig.  65],  Â  et  B  les  deux 
points  donnés  et  MN  la  ligne  donnée  $  suf^posons  le  prt^léme 
résolu  et  soient  lA  et  IB  les  deux,  droites  cherchées ,  atturs 
DC  est  parallèle  à  MN.  Par  le  point  D ,  jemène  DG  parallèle 
à  AB  9  et  je  joins  le  point  G  au  point  G  par  une  droite  GK , 
qui  coupe  AB  au  point  K.  Si  la  ligne  KG  était  connue  «  il  est 
clair  que  tout  le  serait  ;  or  je  peux  déterminer  là  ligne  KG 
au  moyen  des  seules  données  de  la  question. 

En  effet ,  KAC  et  lAB  sont  semblables  comme  équiangles , 

car  Vanglc  en  A  est  commun ,  l'angle  GKA  ==  GGD  comme 


-  I^p%  — 

alternes  internes  ;  or  CGD  et  CID  sont  égaux  comme  étant 
tons  les'  deux  compris  dans  le  même  segment  CD  ;  donc 

CKA  =  ÂIB.  Nous  aurons  donc 

._      ACxAl 

Mais  le  produit  de  chaque  sécante  partant  d'un  même  point , 
par  sa  partie  extérienre ,  étant  une  quantité  constante ,  il 
s'^q^pit ^qe  AC  X  AI  e&t  connu,  p^r  CQn^uent  Iç  ptoint  K 
e»t  déterminé. 
Nous  avons  donc  déjà  un  pottit  de  la  ligne  KG  ;  4^  plm, 

TaA^le  GDG  est  égal  à  Tangle  ABM ,  qui  est  connu ,  donc 
nous  connaissons  la  corde  6G,  et  par  conséquent  la  droite  6K 
est  déterminée,  puisque  c'est  une  sécai^te  passant  par  un 
point  donné  et  dont  la  partie  interceptée  par  la  circonférence 
est  connue. 

La  ligne  GR  étant  connue,  je  mène  une  parallèle  à  AB 
parlé  point  G;  cette  paratlèle  va  couper  la  circonférence  en 
un  autre  point  D,  qui  est  par  conséquent  déterminé,  ainsi 
que  le  point  G.  Alors  je  connais  deux  points  de  chacune  des 
sécantes  demandées ,  le  problème  est  donc  résolu. 

B'après  la  manière  dont  j'ai  traité  le  problème ,  on  pour- 
rait être  porté  à  croire  qu'il  est  nécessaire^  pour  que  les 
deux  sécantes  aillait  se  couper  sur  là  ch-conférence  ^  de 
joîhdre  lé  point  A  au  point  G  et  le  point  B  au  point  D  ;  mats 
cela  serait  une  erreur,  car  si  je  joins  le  point  A  au  point  D 
et  le  point  6  au  point  G  (fig,  65  bis),  je  dis  que  les  deux  sé«- 
cantes  se  coitperont  encore  sur  le  cercle.  En  eSèt ,  les  deox 
triangles  ADK  et  AIE  sont  semblables ,  car  Tangle  6n  A  est 

^     .      .rr      AlxAD 
com?9iUP ,  et  nous  avofls^ de  plus  AÇ  — ^  ■    ,^ —  ou b*ea 

AH;A«:;AJ;AÏJ. 


DoncFanglelBA  doit  être  égal  à  l'angle  ÀJDK  ;  or  IBA=:BGG  ; 
donc  ABR=:BCG;  donc  le  point  I  doit  se  trouver  sur  la 
circonférence. 

Ce  problème  résolu ,  celui  que  nous  avons  à  traiter  va 
s'en  déduire  immédiatement. 

Fig.  65  {ter).  Soit  un  cercle  dont  le  centre  est  en  O  et  trois 
points  A ,  B ,  C.  Supposons  le  problème  résolu  et  soit  IML  le 
triangle  demandé ,  je  joins  le  point  A  au  point  B ,  et ,  par  le 
point  L,  je  mène  une  parallèle  LG  à  la  droite  AB  ;  je  mène 
la  droite  IG ,  qui  va  couper  la  droite  AB  en  K.  Il  est  clair 
que  si  nous  pouvions  déterminer  le  point  R  j  le  problème 
serait  résolu ,  car  il  se  trouverait  ramené  au  problème  que 
nous  venons  de  traiter. 

Or,  pour  déterminer  le  point  K ,  nous,  nous  y  prendrons 
comme  dans  le  problème  précédent  pour  déterminer  le  même 
point ,  car  il  jouit  tout  à  fait  des  mêmes  propriétés.  En  effet , 
les  deux  triangles  IBK  et  ABM  sont  semblables  par  la  même 
raison  que  dans  le  problème  ci-dessus  -,  donc  nous  aurons, 
à  cause  de  cette  similitude , 

BK:BI::BM:AB, 
BIxBM 


ou  BR=:= 


AB 


Or  BI X  BM  est  connu,  nous  connaissons  aussi  AB  ;  donc 
le  point  R  est  eoqnu.  Le  problème  est  donc  ramené  au  sui- 
vant :  Étant  donnés  deux  points  R  et  G ,  mener  par  cei  deux 
points  deux  sécantes  RG  et  CL  qui  se  coupent  en  I  sur  le  cercle, 
et  de  manière  que  la  ligne  GL  soit  parallèle  à  Ai) ,  pro- 
blème qui  ne  diffère  en  rien  de  celui  qu'on  a  traité  ci-dessua. 

Parla ,  nous  déterminons  deux  sommets  I  et  L  du  trian- 
gle ,  le  problème  est  donc  résolu. 

Note.  Pappus  résout  le  problème  où  il  s'agit  d'inscrire 
dans  une  circonférence  un  triangle  dont  les  côtés  passent 
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respectivement  par  trois  points  donnés  en  Ugne  drcrite  (lib.7, 
prop.  GXVII  ).  Il  ramène  ce  problème  à  cdai-ci  :  Inscrire 
dans  une  circonférenee  un  triangle  dont  deux  côtés  passent  par 
deux  points  donnés  et  dont  le  troisième  eM  soit  parallèle  à  la 
droite  qui  réunit  les  deux  points  donnés  (lib.  7,  prop^  GYII  ). 
Gabriel  Cramer ,  Tantear  des  formules  de  ce  nom  (  f^.  1. 1 , 
p.  1â5  )  9  généralisant  ce  problème  pour  trois  points  de  posi- 
tion quelconque  ,  le  proposa  à  M.  de  Gastilloii  (*)  »  très-versé 
dans  la  géométrie  des  anciens  ;  GastiUon  en  donna  une  solu- 
tion synthétique ,  déduite  du  problèmerde  Pappus ,  que  nous 
venons  d'énoncer  ;  elle  est  insérée  dans  les  MénM>ires  de 
1* Académie  de  Berlin,  177^.  La  même  année  et  dans  le 
même  recueil ,  Lagrangc  en  donna  une  solution  analytique 
très-simple ,  elle  est  fondée  sur  ce  théorème  :  Si  dans  un 
triangle  isocèle,  on  mène  du  sommet  une  drmte  quelconque 
à  la  base ,  cette  droite ,  plus  un  des  côtés,  est  à  cette  droite, 
Bboins  un  des  c6tés,  comme  Tunité  est  au  produit  des  tan- 
gentes des  dominangles  que  forme  cette  droite  avec  les  côtés  ; 
menant  du  centre  du  cercle  trois  oroites  aux  points  donnés 
et  trois  rayons  aux  sommets  du  triangle  supposé  construit, 
ce  triangle  sera  partagé  en  trois  triangles  isocèles  ;  prenant 
pour  inconnues  les  angles  que  forment  les  rayons  avec  les 
droites,  on  aura  en  tout  trois  inconnues,  et  le  théorème 
appliqué  à  chaque  triangle  fournit  trois  équations  entre  les 
produits  des  tangentes  des  angles  inconnus,  dont  on  tire 
facilement  les  inconnues.  Mais  la  construction  est  moins  élé- 
gante que  celle  qui  a  été  donnée  géométriquement  d-abord 
par  Adnibalc  Giordano  di  Ottaiano ,  jeune  Napolitain ,  et 
ensuite  par  Malfatli,  dans  la  collection  intitulée  :  Memorie 


(*)  Jean-Françoiis  Salvemini ,  né  en  1709  à  CasUglione,  en  Toscane;  d'où  il 
a  pris  son  nom;  professeur  à  l'Ëcole  d'artillerie  et  meinbre  de  l'Académie  de 
BerHn,  auteur  de  pfuslcurs  traductions;  mort  en  i79i. 
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di  fiska  e  di  fMUematica  delta  soeieta  UcUiana  ,    t.  lY. 

Ces  solutions  sont  générales  et  comprennent  des  polygones 
quelconques:;  on  les  trouve  légèrement  modiGées  dans  les 
Eléments  d'analyse  géométrique  de  Simon  Lbuilier  (1809) , 
p.  280;  nous  en  ayons  extrait  ce  qui  précède.  Delà,  ces 
solutions  ont  passé  dans  plusieurs  recueils.  —  M.  Servois  a 
construit  les  mêmes  problèmes  pour  les  coniques  en  général, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  (Ann.  de  Gergonne^ 
1. 1,  p.  357, 1810).  C'est  à  cette  occasion  que  ce  savant 
géomètre  a  introduit  la  dénomination  de  pôk  d'une  droite^ 
KL  Poncelet  s'est  aussi  occupé  à  diverses  reprises  de  ce  pro- 
blème dans  le  recueil  cité  et  dans  les  Propriétés  projeeHves 
(  p.  349  )  ;  les  constructions  sont  basées  sur  les  théorèmes  de 
Braickenridge  et  de  Maclaurin  relatifs  aux  polygones  dont 
les  côtés  pivotent  sur  des  points  fixes  ^  tandis  que  les  sommets 
parcourent  des  lignes  données. 

A  l'aide  de  la  magnifique  théorie  des  polaires  récipro- 
ques ,  dont  on  doit  aussi  le  développement  à  M.  Poncelet,  le 
problème  de  la  circonscription  des  polygones  dont  les  som- 
mets doivent  se  trouver  sur  des  droites  données  se  ramène 
au  problème  de  l'inscription ,  et  vice  versa.  On  sait  d'ailleurs 
que  la  polaire  d'une  conique ,  prise  par  rapport  à  un  cercle 
décrit  d'un  foyer  comme  centre,  est  un  second  cercle;  par 
là ,  les  problèmes  dUnscriptions  et  dé  circonscriptions  de  po- 
lygones dans  les  coniques  se  ramènent  aux  prob  èmes  analo- 
gues dans  le  cercle.  Il  suflBt  donc  de  savoir  résoudre  ce  genre 
de  problèmes  pour  le  cercle  seulement. 

On  a  lieu  d'être  surpris  qu'une  doctrine  si  facile,  si 
abréviatrice,  si  riche  en  applications,  n'ait  pas  encore  trouvé 
place  dans  renseignement  classique.  Toutefois ,  s'il  le  fallait , 
j'en  dirais  la  raison.  Tm. 
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AIRE  DE  L'ELLIPSOÏDE  ALLONGÉ 
(F.t.  I,  p.  480), 

iPAR  M.  A.  PST&omrri 

élève  interne  du  collège  de  Saint-Loois  (classe  de  M.  Vincent) 


Considérons  la  branche  AM'B  (  /^.  64  )  d'une  ellipse  ayant 
ponr  grand  axe  la  ligne  0A=  a  et  pour  petit  axe  la  ligne 
OB  =  b;  cette  branche,  en  tournant  autour  de  Taxe  OA,  en- 
gendrera la  moitié  de  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révoln- 
tion;  je  représente  par  S  cette  surface,  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer. 

Supposons  que  nous  ayons  divisé  Tare  AD  du  cercle  prin- 
cipal circonscrit  en  un  très-grand  nombre  /  de  parties  ^[ales, 
dont  je  représente  la  valeur  commune  par  k-,  k  aura  pour 

valeur  —  et  deviendra ,  quand  /  sera  infini ,  l'élément  du 

cercle,  en  un  certain  point  M. 

Soit  R'  l'élément  de  l'ellipse  qui  correspond  au  point  M', 
ayant  même  abscisse  OP  ;  menons  par  les  points  M  et  M' 
deux  tangentes  qui  viendront  couper  Taxe  OA  en  un  même 
point  C.  et  représentons  par  m  la  tangente  de  l'angle 
MCO  =r  MOD  ==  a  y  nous  aurons 


233). 


La  demi-surface  de  l'ellipsoïde  est  égale  à  la  somme  des  sur- 
faces élémentaires  engendrées  par  les  éléments  de  la  branche 


—  kffj  - 

AM'B.  Soit  s  la  surface  correspondante  à  Télément  k\  il 
viendra 


car  on  a 


M^P=MP. -=:acosa.  -  =  tcosa. 
a  a 

Représentons  par/?  et  q  le  sinus  et  le  cosinus  de  Tangle  a, 

posons  — 5  =r'  =  cos'  0,  ce  qui  est  possible,  puisque  h  est  <;a, 

et  désignons  par  Z5  la  somme  de  toutes  les  surfaces  élémen- 
taires ,  nous  aurons 

^  S  =  25  =  27c\  ai  I  (pV+î")«  =  7r>a/.£  ^ 


1.2 « 


z=zit'abl,j)pqr-\'q 


KH-G-'-^O.'a^o 


Cette  expression  devient,  en  posant  /=;:tang  0  et  remarquant 
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1  1 


f 


^S=n'ab.nPJ.  + 


8in6|  +  2j|^ j^2--^^ p  q  + 


+2 


2 (/i+i)         '^  Y         "^ 

\ 

(i-0  <HL_..  Ki"*)(H j(h: 


+  elc.. 


,ns...B£:Mz.vn'«...]<- 


1.2.3 


^J(î-0--(i-»)ja-*-. 


1.2 (n+1) 


/tÇn  +  l)       I 
"+•)  + 2—...  I  f^ 

'        1.2 (n+2)         '^  *        ^  2  J 

BeprésentODs  par  T<m-i  et  Tjhhi  les  co^cients  des  deux 
tonnes    consécutifs    qui    contiennent    t   aux    puissances 

(2«— l)*"»»  et  (2n+l)*™e,  nous  aurons 


Tiw+i  "fTan— 1=  — — ' —   • 


jMdtm 

1.2 n  ^ 


et  remarquant  que  la  quantité  entre  parenthèse  revient  à 

ou  à  y*",  en  vertu  dé  la  relation />*+j'  =  1, 

Tan+i  +  Ta^i- ^j—^ Z-y  , 

2  ^-y-  représentée  somme  des(2/i4- 1)^<»«  puissances  de  tous 

les  cosinus  des  angles  compris  entre  0  et  W,  divisée  par  le 
nombre  des  angles ,  et  Ton  sait  qu'elle  a  pour  valeur 

1.2. n        2*+* 

1.3 (2/1+1)  •    n  ' 

il  viendra  alors ,  en  simpliflant , 


d*où 


T2iHi+T^-i=  (2/1-1)  (2n+l)  ^  ^' 


dz2  1 

''«*•''  =  (2/1-1) (2/1+1)  X  ;-Ta»-*' 


le  signe  -j-  correspondant  au  cas  où  /i  est  impair  et  le  signe 
—  à  celui  où  n  est  pair. 

Revenons  maintenant  &  la  valeur  de  -  S ,  nous  avons 


-  wo  — 

pq       sina.cosa       1    sia2a      1 

■^-T='—i i'-r  =  -'- 

.f[|/(i-),.,î(y,-8-.)^....,.]^ 

il  viendra  alors 

7c     sind  Lie       Vl-3       /   ^ 

■^  V^  (2«— 1)  (2n+l)  ^  (2«— 1) j  '      ■^"■J 

r  est  le  cosinus  dé  Fangle  e,  /  la  tangente;  alors  la  série  qui 
est  multipliée  par  -r-rr  représente  le  développement  de  l'arc  6 
en  fonction  de  sa  tangente  ;  nous  aurons  ainsi  définitivement 

2  {  sraSf  ] 

ou  S=27ra^  lcOSÔ+-: |- 

(  sm  e  ) 

Note.  Cette  belle  méthode,  qu^il  serait  facile  d'abréger, 
est  analogue  à  celle  que  WaHis  employait ,  avant  rinveatibn 
du  calcul  intégral ,  pour  la  quadrature  des  aires  ;  le  calcol 
suivant  fait  ressortir  Fimm^ise  avaninige  de»  noaneaux 
calculs. 


—  Wl  — 

1»  j4ire  de  Vellipsoïde  allongé.  Oq  a  pour  expression  inté- 
grale de  cette  aire 

«  J  à" 

(y  a*  ex        \ 

a:  K  a*— c*a:*+  — arctang  -  K 

^  i/a*  —  cwj 

faisant  x=r  a  et  doublant  le  résultat,  on  a  pour  la  surface 
totale  2TtaMcos 64— —jî  lorsque  a  =  bj  alors  0  =  0   et 

-: —  =  1  ;  Faire  devient  4ira%  qui  est  celle  de  la  sphère. 
smO 

2**  Aire  de  rellipsoide  aplati. 

Si  on  détermine  la  constante  pour  que  Vintégrale  soit  nulle 

pour  j^  =  0 ,  on  obtient  C = log  ^%  faisant  ensuite  ^=6 

et  doublant  le  résultat ,  on  obtient  pour  Taire  totale  de  Tel* 
lipsoïde  aplati 

âitaft    séc  ô+cotelog tang 45»+  56. 

(  ^.  t.  I,  p.  524) ;  faisant  a=6,  on  a 

l<^tang45°+-0      ^ 

9=0,    séce=:i, ==-. 

'  tange  0 

La  dérivée  du  numérateur  est  .   ,^^,  .  ^^  et  celle  du  déno« 

sm  (90**+  6) 

minateur  est  — ^  ;  donc  ce  rapport  esl  ^al  à  Funité.  Ainsi 

Faire   devient  49râ(%  qui  est  encore  celle  de  la  sphère. 
{r.  Moigno,  t.  II,  p.  160.)  Tm. 
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NOTE  RELATIVE  A  UN  THÉORÈME 
sûr  la  CissoïdCj  lieu  géométrique  (t.  II,  p.  488). 

FAa  M.  juiiSa  HAaoov, 

éléTe  du  collège  de  Besançon. 


M.  Terquem,  dans  une  note  à  la  fin  de  ce  théorème,  fait  la 
remarque  suivante.  «  Lorsque  R  devient  négatif,  les  cir- 
conférences se  touchent  intérieurement,  et  n'ont  qu'une  tan- 
gente commune,  toutefois  la  cissoïde  reste  réelle  ;  que  signifie- 
t-elle  alors?  »  Pour  trouver  cette  signification,  il  faut 
généraliser  ainsi  l'énoncé  du  problème. 

Soient  deux  circonférences  qui  se  touchent  en  un  point 
fixe,  l'une  de  ces  circonférences  est  donnée  de  position  et  de 
grandeur ,  l'autre  est  d'un  rayon  variable  ;  prenons  le  centre 
de  similitude  autre  que  le  point  de  contact  (qui  est  direct, 
lorsque  les  deux  cercles  se  touchent  extérieurement ,  et  in- 
verse lorsqu'ils  se  touchent  intérieurement)  ;  de  ce  centre, 
menons  le  rayon  moyen  (*}  j  et  cherchons  les  lieux  géométri- 
ques des  extrémités  de  ce  rayon  moyen  dans  les  deux  circon- 
férences. Pour  la  circonférence  fixe  ce  lieu  est  évidenunent 
la  circonférence  elle-même ,  et  pour  la  circonférence  variable 
le  lieu  est  une  cissoïde. 

Si  les  deux  circonférences  se  touchent  extérieurement ,  on 


n  Prenons  un  point  quelconque  sur  le  diamètre  d'une  eireonférenee  donnée, 
de  ee  point  comme  pdie  menons  des  rayons  Toctears  à  la  circonférence;  eela 
posé,  je  désigne  sous  le  nom  de  rayon  moyen ,  le  rayon  Yceteur  qui  faille  plus 
grand  angle  aigu  avec  le  diamètre  fixe  ;  lorsque  le  point  est  intérieur,  le  rayon 
moyen  est  perpendiculaire  au  diamètre;  lorsque  le  point  est  extérieur,  le  rayon 
moyen  est  tangent  à  la  circonférence. 


Q  le  problèmo  que  j'ai  disc&té;  je  rais  résoqdre  la  seconde 
partie  du  problème^  lorsque  les  cîrcoàfèrénces  se  toifcbent 
intérieurement.  ^ 

Je  prendrai  pour  inconnue  la  distance  du  point  de  contact 
an  centre  de  similitude  inverse  ;  les  calculs  sont  plus  ra- 
pides qu'en  suivant  la  mélhode  que  j'ai  employée  pour  rc-^ 
soudre  la  première  partie,;  que  l'on  peut  aussi  résoudre  plus 
simplement  en  prenant  pour  inconnue  la  distance  du  point 
de  contact  des  deux  cercles,  au  centre  de  similitude  di* 
recle. 

Conservant  les  mômes  notations'  que  dans  la  première 

partie ,  /î^.  60 ,  les  deux  triangles  semblables  AGD ,  ]BC'A  me 

donnent 

R  :  a  ::  CA:  CA 

R  +  a  :  R  — a  ::  a  :  AG 

2R  :  OA  ::  R4-  «  :  0^, 
d'où 

^.  ,,         — 2Ra 

OA  ou  j:"  =  : 


R  +  a 


combinant  cclie  valeur  de  x^'  avec  l'équation  du  cercle  G  , 

4R  a^ 

qui  est  y  4-  ^*  +  2ajc  =  0 ,  il  vient^'"'  =  -^ ;  élimf  naht 

,      .  (*^  +  «)    , 

a  entré  celte  équation  et  la  valeur  de  x" ,  on  aura  une  équa- 
tion qui  représentera  le  lieu  des  points  m.  De  ;c'%  je  tire 

"""sR  +  o:' 

substituant  cette  valeur  de  a  dansy%  il  vient  l'équation  de 
lacissmde 


2R  +  J: 

Si  on  veut  avoir  le  lieu  des  points  m' ,  il  faut  combiner  la 
valeur  de  x^'  avec  l'équation  du  cercle  C ,  qui  est  y  +  x^  -i- 

ANN.  de  MATHeHAT.  III.  32 
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âRx  =  0 ,  puis  éliminant  a  comme  précédemment ,  oiktroiiYC: 
Féquation  da  cerclie  C. 

Si  R  est  aussi  yariable ,  et  qu'on  donne  entre  a  et  R  la  le- 
lation 

a  :  R  ::  iw  :  1     ou     a  =  mR^ 

il  viendra,  pour  le  lieu  géométrique  dés  points  de  contact  au 

cercle  a  ^  l'équation^  =:±:  Km.  j:,  qui  représente  deux 
droites  passant  par  Torigine;  pour  le  cercle  R  ,  on  trouve 
aussi  deux  droites  passant  par  Tongine. 


NOTICE  BIBUOGRAPHIQUE  SUR  APOLLONIUS. 
(Suite,  yoirp.  352.) 


7.  Les  Coniques  en  huit  livres  ;  ouvrage  principal  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

8.  Eutocius,  dans  son  Commentaire  sur  Archimède,  cite 
encore  un  autre  ouvrage  d'Apollonius  sous  le  titre  inintelli- 
gible de  âxuT(Spo6v  ;  il  s'agit  d'une  approrioiiation  âe  «  plus 
approchée  que  celle  d'Archimède  ;  Halley  conjecture  qu'il 
faut  lire  (2)xuT(Sxtov  ;  moyen  d'obtenir  vite  les  produits  de  la 
multiplication  des  grands  nombres;  ce  qui  serait  une  nou- 
velle preuve,  s'il  en  fallait^  que  les  Anciens  ne  connaissaient 
pas  notre  numération  écrite,  c'est-à-dire ,  le  caractère  zéro 
qui  en  est  la  vraie  base. 

9.  Sur  la  spirale  (Gochlea),  mentionné  par  Proclns,  II  ad 
EucL,  p.  29. 

10.  Sur  la  comparaison  de  Ficosaèdre  et  du  dodécaèdre  in- 
scrits dans  la  même  sphère,  citépar  Hypsicles,  lir.  XIY,  Eud. 

1 1 .  Sur  les  stations  et  les  rétrogradations  des  planètes ,  au 
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moyen  des  Épicyclcs ,  Ptolémée ,  lif.  XII,  eh.  I,  aucom- 
meoceiDent.  *      \ 

là.  De  Pyrâfnidibus ,  manasc.^de  la  bib:  da  vYatiçno  , 
Montfaacoi3>€at.  manascript.,  1. 1,  p.  â8. 

Pappus  dit  (liv.  VII  )  que  c'est  Aristée  (  —  350) ,  qui  le 
premier  a  publié  en  cinq  livres,  un  traité  des  Coniques;  en* 
suite  Eaclide  en  a  publié  quatre  auxquels  Apollonius  a  ajouté 
quatre  autres.  Les  quatre  premiers  livres  du  texte  grec  exis- 
tent manusmts,  à  la  bibliothèque  royale^  Bodleyenne ,  au 
Vatican ,  à  Munich,  à  Milan.  Apollonius  n'a  commencé  ^ 
être  connu  que  vers  le  milieu  du  quinzième  siècle,  etRegjo^ 
raontanus  (1)  le  traduisit  et  en  projeta  une  édition  qui  ne 
parut  pbint. 

La  premièire  traduction  latine  de  ces  quatre  livres  à  paru 
à  Venise,  en  1537;  on  la  doit  à  Jean-Baptiste  Menonius,  pa- 
tricien de  Raguse;  publiée  par  son  âls ,  elle  est  très-défec- 
tueuse, et  fourmille  de  fmites. 

La  seconde  traduction  est  du  célèbre  Frédéric  Gomman- 
din  ;  elle  porte  ce  titre  :  y4pollomi  Pergœi  Co$iicorkm  lihri 
qmUtior  unà  cum  Pappi  AUxanârim.  lenmaiihus  ^t  eonimen- 
tarUs  Euiocii  Asealonitœ^  Sereni^  Antissensis  philosophie  lihfi 
duo  ;  nunc  primùm  in  lucem  édita  quœ  ùmmanuper  Federieus 
Camnumdin'us  Urbinas  expurgata  è  grœco  converUi  et  cbmniien- 
tariisiUustravU^  cum  pri^ilegio  Pii  IIHj  in  annos  X.  Bahoniœ^ 
in  officinâ  Alexandri  Benaiii^  MDLXVI  ;  in-folio  de  1^4 
feuillets  numérotés  au  verso  seulement  ;  l'ouvrage  est  dédié 
à  Guido  Ubaldo,  duc  d'Urbin.  On  a  deux  autres  éditions, 
Paris  1636,  et  Pistoie  1696;  c'est  la  meilleure. 

Il  y  a  encore  une  traduction  latine  de  Claude  Richard , 
jésuite,  année  1655,  avec  un  ample  commentaire  extrême- 
roen  t  prolixe  et  peu  profond . 

■',-■■  - 

(')  Son  nom  est  Muller  ;  il  fut  surnomme  Regiomontanus ,  de  sa  ville  nat«ie 
IConigsberg;  ce  qui  veut  dire  Mont  royal. 
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Nous  citerons  encore  :  Apoèlonii  Comcorum  lit.  IF\^  me- 
thodo  nova  illustrati  et  succincte  demonstrati  per  Isaacum 
BarrotD.  Extani  cum  ÂrcUmediê  ûperibus^  et  TheodosiisphcB' 
ricis^  pereumdemBarrow  codent  modo  adornatiSy  Lond^  1675, 
4.  On  sait  que  Newton  à  été  le  disciple,  et  ensuite  le  suc^s- 
scurde  Barrow,  dans  la  chaire  Lucasiennc  de. géométrie, 
fondée  par  le  chcTalier  Lucas,  à  FUniversité  de  Cambridge. 

Ces  quatre  livres,  longtemps  seuls  connus  en  Europe, 
ne  pouvaient  donner  Une  idée  juste  du  génie  d'ApoUonios. 
Aussi  Descartes  n'en  fait-il  pas  grand  état.  Toutefois,  les 
Arabes  possédaient ,  depuis  le. neuvième  siècle,  une  vi^rsion 
des  sept  premiers  livres.  Ainsi  dès^830f  sous  le  calife  Aima"- 
moun,  on  traduisit  les  trois  premiers  livres;  les  livres  Y, 
ly,  yil  furent  ajoutés ,  pendant  le  même  siècle,  par  Tbebit 
Jîen-Cora,  et  le  tout  fut  soigneusement  revu  par  Nassir- 
£ddin,  vers  1250. 

Enfin  Golius,  célèbre  orientaliste  géomètre ,  professeur  à 
Leyde ,  rapporta  de  son  voyage  en  Orient,  une  version  arabe 
des  sept  livres  d'Apollonius^ 

11  en  écrivit  au  père  Mersenne^,  en  lui  indiquant  les  com- 
mencements  des  livres  sixiètue  et  septième  (  Geomet.  tmi'* 
versœ  Synopsis^  p.  274);  c'était  en  1644;  Golius  eut  même 
ridée  d'en  donner  une  version;  mais  il  paçatt  que  la  nouyelk 
de  eette  d^ouvertc  ne  se  répandit  pas,  car  on  continuait  à 
regarder  comme  perdue  la  fin  d'Apollonius,  et  d'éminents 
géomètres  travaillaient  à- la  restituer.  Enfin  le  célèbre  mé- 
decin mathématicien  Joseph  Alphonse  Borelli,  trouva  dans 
la  bibliothèque  de  Florence  un  manuscrit  arabe ,  qu'il  con- 
jectura, d'après  les  figures  qui  raccompagnaient^  devoir  être 
les  derniers  livres  du  grand  géomètre.  Ayant  obtenu  la  per- 
mission de  remporter,  il  se  rendit  à  Rome  auprès  d'Abrabam 
Echellejnsis  O,  Maronite,  arabiste  :  possédant,  l'un  la  con- 

C)  Ainsi  nommé  d'Eke),  sa  ville  natale. 
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iiaissanco  de  la  layguc,  et  l'aulre  Cfslie  de  la  matière,  ils  on 
firent  pnsemble  une  traduction  qui  fut  imprimée  à  Florence, 
eu  16^1;  mais  le  manuscrit  n'est  qu'un  extrait  de  la  version 
de  Massir-Eddin,  fait  par  le  persan  Abalpbat;  la  traduction 
est  augmentée  des  précieuses  notes  de  Borelli. 

Vers  le  même  temps ,  le  célèbre  Rau  découvrit  un  Apol- 
lonius arabe  dans  la  bibliothèque  de  &iel ,  et  ignorant  ce  qui 
s'était  passé  en  Italie,  il  publia  une  traduction  sous  ce  titre  : 
Conicorum  sectionum  lihri  V^  VI,  Vll^  in  Grœciâ  deperditi^ 
jam  vero  ex  arabica  MS.  latinitate  donati^  d  ChrùUano 
RaviOj  1670,  Kilone  -,  mais  ceci  n'est  encore  qu'un  extrait 
fait  par  le  Persan  Abdalmelec  Schirazita,  et  très-mal  tra- 
duit par  Rau.  En  Angleterre ,  un  ouvrage  venu  de  la  collec- 
tion des  manuscrits  de  Selden ,  déposée  à  la  bibliothèque 
Bodleyenne ,  tomba  entre  les  mains  de  Edouard  Bernard , 
professeur  Savilieii  d'astronomie,  et  savant  orientaliste.;  il 
reconnut  une  œuvre  d'Apollonius,  et  Halley  prouva  que 
c'était  une  traduction  du  grec,  parce  que,  dans  les  Qgures, 
les  lettres  ne  suivent  pas  Tordre  de  l'alphabet  arabe  -,  et  il 
conjectura  que  la  traduction  remontait  à  830,  €Ous  les  auspices 
du  calife  Almamoun.  Bernard  entreprit  la  traduction,  et  il 
fut  à  peine  à  la  dixième  partie,  qu'il  mourut.  D'après  les 
exhortations  d'Aldrich ,  professeur  de  théologie  et^  doyen 
du  collège  de  Christ-Church,  le  célèbre  David  Gregory  cor- 
rigea la  version  de  Bernard,  et  entreprit  de  donner  une' des- 
cription soignée  et  élégante  de  tout  l'ouvrage. 

Dans  cet  intervalle,  Wallis  étant  mort  en  1703,  et  Edouard 
Halley  l'ayant  remplacé  dans  la  chaire  Saviliennede  géomé- 
trie  C)  f    Aldriçh  lui  communiqua  la  version  de  Bernard. 
Narcisse  Marsh ,  archevêque  d'Armagh  et  primat  d'Irlande, , 
lui.envoya  le  texte  arabe  deGolius,  celui  de  Nassir-Eddin , 


C)  Fondée  par  le  chevalier  S^vite.    • 
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que  ce  haut  dignitaire ,  fauteur  des  sciences  mathématiques, 
avait  acquis  des  héritiers  du  professeui"  de  Leyde.  Muni  de 
tous  ces  secours ,  Halley,  quoique  ignorant  presque  Tidiome 
arabe,  entreprit  la  Yemon  des  livres  en  arabe ,  en  devinant 
le  sens  d'après  les  figures.  On  lit  ces  détails  dans  Touvrage 
suivant  :  Historia  matheseos  universœ  à  mundo  condito  ad 
seculmmXJ^I^dMciore  Jos.  Christ,  Heilbronneo,  1761  (p. 272); 
le  reste  est  raconté  par  Halley  lui-même  ;  Gregory  (David), 
astronome  et  philologue,  ayant  succédé  à  Bernard  en  1691, 
se  chargea  de  la  révision  du  texte  grec  et  de  la  version  latine 
do  Commandini  mais  Gregory  fut  aussi  enlevé  en  1708,  à 
peine  arrivé  à  la  page  64  ;  de  sorte  que  cette  partie  de  la 
besogne  retomba  aussi  sur  Halley  seul,  et  Jean  Hudson, 
ocMuiervateur  de  la  bibliothèque  Bodleyenne ,  lui  donna  quel- 
ques secours.  L'illustre  géomètre,  astronome  et  littérateur, 
donna  la  meilleure  et  la  plus  complète  édition  que  nou^ 
ayons  d'Apollonius;  et  il  restitua  le  livre  YIII ,    d'après 
certaines  données  fournies  par  Pappus.  On  lit  en  arabe  à 
la  Gn  du  manuscrit  de  Golius  :   «  Le  huitième  livre  n'a  pas 
été  traduit  en  arabe,  parce  qu'on  ne  le  tl'Ouveplu&engreG  : 
ainsi  ce  livre  avait  déjà  disparu  au  IS''  siècle  ;  il  reste  peu 
d'espérance  de  le  recouvrer.  - 

Herbelo,t,.dans  sa  bibliothèque  orientale,  p..  tl9,dit: 
M  Depuis  le  temps  du  khalife  Almamoun»  jusqu'en  l'an  1000 
et  plus  de  rfiégire,  ce  huitième  livre  n'a  point  été  trouvé^ 
et  l'on  croit  qu'il  est  caché  dans  qudques  bibliothèque&  des 
Grecs,  où  il  est  conservé,  précieusement  à  cause  de  sa  ra- 
reté. »  Aben-Moussa  dit  qu'outre  les  sept  livres,  on  a  trouvé 
encore  quatre  figures  du  huitième ,  etç» ,  cte; 

L'édition  de  Halley  est  très-rare  en  France,  elle  n'esiste 
pas  à  la  bibliothèque  royale.  Il  n'y  a,  à  ma  connaissance  que 
trois  exemplaires  à  Paris.  L'un  appartenant  à  M.  Olivier, 
répétiteur  à  l'École  polytechnique  ;  le  second  à  la  biblio- 
thèque de  cette  école ,  et  le  troisième  à  la  bibliothèque  de 
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rinsiitut,  que  Ton  a  eu  la  bonté  de  me  GomnmQiqaer. 
Nous  alloQs  en  donner  une  suffisante  description. 

Voici  le  titre  -.  jàpôUonii  Pérgœi  Conicçrum  libri  octo  et 
Sereni  Antissensis  de  sectione  cyUndri  et  coni  libriduo^  OxanicBy 
«  theairo  ScheldonianOy  MIIGGX,  in-folio  lY.  Cet  édifia 
magniflque  appartient  ^à  TUniversité  et  a  été  élevé  par 
le  célèbre  Wren,  aux  dépens  de  Scheldon,  archevêque  de 
Gautorbéri.  ^ 

On  ne  sait  rien  de  ce  Sérénus ,  sinon  qu'il  était  d'Antissa , 
yiUe  de  Tilc  de  Lesbos,  et  qu'il  a  vécu  avant  Mariniis,  disciple 
de  Proclns,  ainsi  qu'il  résuite  de  la  préface  de  ce  Marinus 
aux  Data  d'Euclide.  Il  a  composé  un  livre  sur  la  section  du 
cylindre,  et  un  autre  sur  la  isection  du.  c6ne ,  qu'^n  trouve 
ici  avec  la  version  latine^  le  commentaire  du  même  géomètre 
sur  Apollonius  est  perdu. 

Le  commentaire  d'£utoce  sur  les  trois  premiers  livres , 
déjà  traduit  par  Commandin ,  est  donné  avec  le  texte  grec 
dans  Tédition  de  Halley. 

Eutoce  était  d'Ascakm  en  Palestine  et  florissait  sous 
Justînien,  vers  540  j.  car  il  a  dédié  son  Commentaire  sur 
Apollonius  à  Anthemius  Trallianus,  et  son  Commentaire  sur 
Arcbimède,  à  son  précepteur, Isidcnre  de  Milet ;  o^  c'étaient 
les  architectes  de  la  célèbre  église  de  Sainte^Sophie ,  érigée 
selon  Procope,  en  532. 

Les  quatre  premiers  livres  contiennent  250  pages.  En 
void  le  titre  particulier  : 

AiroXXovlou  nepYtttou  K(ovtxâ>v  ^t^XCa  A',  TtptSrepa  ^tgi  ncmicoif 
AXe(av8pêa>c  X7)(jL(xaTcov  xaî  EutoxXou  AoxaXcoviTOÛ  6ico(Jiyi){AàTaiv.  — 
Jlpollonii  Pergari  Conkorum  libri  IF^  priores  cum  Pappi 
Mexandrini  lemmatis  et  Eutocii  jiscahnitcR  commentarUs. 
Ex  Codd.  M88.  grœdsedidit  Edmundus  Halkiusy  apud  0$so^ 
nienses  geométriœ  professor  Savilianus- 

lie  texte    complet  de  Pappus  n'a  malheureusement  pas 


Qoooro  éié  publié  ;  mais  on  trouve  ici  le  texte  des  lenàmes, 
que  Pappu»  a  donné  pour  servir  d'éclaircissement  à  Apollo- 
nius; le  premier  livre  d'Apollonius  est  dédié  à  Eudéoié. 

Il  lui  dit:  tt  Lorsque- je  me  suis  trouvé  avec  vous  à  Per- 
game,  vous  avez  manifesté  lé  désir  de  connaître  mes  travaux 
sur  les  coniques  ;  je  vous  envoie  le  premier  livre  cdrrigé,  et 
quand  je  serai  mieux  disposé,  vous,  aurez  les  sept' autres.  Vous 
n'avez  pas  oublié  à  quelle  occasion  j  e  les  ai  composés  :  c'était  à 
Alexandrie  et  à  la  prière  du  géomètre  Naucrato,  lequel  étant 
pressé  de  s'embarquer,  je  mis  par  écrit  les  huit  livres,  très 
à  la  hâte  et  sans  les  revoir.  Ayant  maintenant  le  temps,  nous 
les  éditerons,  à  mesure  qu'ils  seront  Corrigés.  Mais  il  est 
arrivé  que  le  premier  et  le  second  livre  ont  été  donnés  à 
quelques-unes  de  mes^connaissances,  avant  d'être  revus  : 
vous  ne  devez  donc  pas  ôlrc  surpris  de  trouver  des  change- 
ments ddns  certaines  propositions  de  ces  huit  livres.  Les 
quatre  premiers  contiennent  la  partie  élémeotaipo  :  le  pre- 
mier livre  renferme  les  générations  des  trois  sections  du  cône 
et  des  sections  dites  opposées  (*j  ;  le  second  livre  traite  des 
diamètres ,  des  axes  et  des  asymptotes,  et  contient  diverses 
propositions  utiles  pour  les  diorismes  (**);  le  troisième  livre 
contient  beaucoup  et  d'admirables  théorèmes  utiles  pour  la 
synthèse  des  lieux  solides  ^  et  pour  les  diorismes  )  la  phïpàrt 
sont  beaux  et  nouveaux.  Par  occasiori ,  nous  devons  faire 
observer  qu'Euclide  n'a  pas  bienfait  la  synthèse  du  lieu  aux 
trois  et  quatre  lignes  (*'*),  il  n*cn  a  traité  qu^une  petite 
partie  et  cela  sans  beaucoup-  de  succès.  Cette  synthèse  ne 
peut  môme  bien  se  faire  sans  les  théorèmes  que  nous  avons 

(*;  Nom  donné  à  Thyperbole  située  sur  la  seconde  nappe  du  cône. 

(•*)  Nota  donné  par  les  Grecs  aux  problèmes  déterminés,  de  SiopiÇw ,  dister- 
oimo;  les  Grecs  neculUvàient  même  les  lieux  géométriques ,  qu'en  vue  de  leur 
utilité  pour  les  diorismes. 

(••■)  Problème  célèbre.  Étant  données  (rois  ou  quatre  droites,  trouver  le  lie» 
«lu  point  telque  les  distances,  satisfassent  à  une  relation  donnée ,  ne  dcpas^nt 
pas  le' second  degré.         '  ' 
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inventés.  Le  quatrième  livre  apprend  de  combien  de  manières 
les  coniques  peuvent  se  rencontrer  entre  elles  et  avec  la 
circonférence,  et  beaucoup  d'autres^propositions  appartenant 
à  une  théorie  complète  ;  ce  qui  n'a  jamais  été  publié,  par 
aucun  de  nos  devanciers  ;  il  en  est  ainsi  du  nombre  des  points 
d'intersections  que  peuvent  avoir  les  sections  opposées.  Les 
quatre  autres  livres  appartiennent  à  la  science  la  plus  rele- 
vée, car  le  cinquième  traite  des  maxima  et  minima  ;  le 
sixième,  des  sections  coniques  égales  et  semblables  ^  le  sep- 
lièQie  contient  des  théorèmes  dioristiques  ;  le  huitième  con- 
tient des  problèmes  dioristiques.  Lorsqu'ils  seront  tous  édités» 
il  sera  loisible  h  chacun  d'en  porter  tel  jugement  qu'il  trou- 
vera convenable.  » 

On  voit  qu'Apollonius  avait  une  opinion  (rès-haute  mais 
très-juste  de  ses  découvertes.  Pappus  taxe  Apollonius  d'ar- 
rogance, et  trouve  qu'il  ne  parle  pas  avec  convenance 
d'Ëuclide,  son  prédécesseur  ,  tandis  que  celui-ci  s'est  mon- 
tré très-juste  envers  Arislée,  qui  avait  écrit  sur  les 
coniques  avant  Euclide;  voici  les  paroles  deCappus,  au  com- 
mencement du  septième  livre  des  collections,  »  Euclide» 
autemsecutus  Aristœum^  scriptorem  luculentum,  in  iisquœde 
conicis  tradideraty  neque  antevertens^  neque  volens  eorum 
tractationem  iestruere^  cùm  mitissimus  essftet  benignus  erga 
omnesj  prwsertim  eos  qtd  mathematicas  disciplinas  aliquÂ  ex 
parte  augere  et  ampli ficare  passent^  ut  par  est^  etnullo  modo 
infensus ,  sed  accuratus^  non  arrogans  ;  velut  kicce  est  jÉpol- 
lonius.  »  Pappus^fait  celte  sortie  à  cause  de  la  manière  dont 
Apollonius  parle  ci-dessus  d'Ëuclide,  à  roccdsion  du  pro- 
blème des  trois  et  quatre  lignes. 

11  est  bien  possible  qu'Apollonius  n'ait  pas  toujours  rendu 
justice  suffisante  à  ses  devanciers  cl  ait  cherché  à  les  primer 
et  à  démolir  leurs  \tù\di\x\{anteverlere  et  deslruere);  ceiu 
s'est  vu ,  mémo  chez  d'éminents  géumètrcs ,  en  tout  lemps. 
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Voici  comment  ils  s'y  preaneat  0e  nos  jours.  Vous  avez  dé- 
couvert ,  je  suppose ,  une  propriété  du  triangle  imporUate, 
inconnue  ;  ils  circonscrivent  votre  triangle  dans  un  poly-^ 
gone ,  s'évertuent.à  généraliser  votre  propriété ,  et  la  signa- 
lent ensuite  comme  un  petit  cas  particulier;  et  toutefois, 
sans  le  triangle,  jamais  ne  leur  seraiti venue  Tidée  du  poly- 
gone. C'est  ce  qu'on  peut  appeler  la  passion  absorbante  ^  une 
des  innombrables  ramiÇcatioùs  de  la  cupidité.  ApoUonios 
peut  avoir  eu  cette  faiblesse  :  le  génie  n'en  exempte  pas  ; 
mais  le  passage  incriminé  par  Pappus  ne  prouve  rien,  et 
même  plutôt  le  contraire;  car  Apollonius  dit  expressément 
que  les  quatre  premiers  livres  sont  consacrés  à  Texposition 
des  éléments,  et  on  n'invente  pas  les  éléments;  il  dit  seule '^ 
ment  avoir  perfectionné  certaines  parties  ^  ce  qui  n'a  rien 
d'extraordinaire;  mais  il  fait  ses  réserves  pour  les  quatre 
derniers  livres,  où  se  trouvent  en  effet  des  découvertes 
capitales  et  qui  lut  appartiennent  incontestablement,  et  où 
il  a  créé  la  théorie  des  diamètres  conjugués;  et  même, 
moins  la  dénomination,  la  théorie  des  développées  des 
coniques ,  encore  aujourd'hui  plus  ^^omplète  que  chez  les 
niodernes,  ,et  où  son  génie,  devançant  dix-huit  ^siècles, 
marche  de  niveau  avec  le  génie  d'Arcbimède. 

Le  second  livre  est  dédié  au  même  Eudème  ;  Apollonhis 
l'envoie  par  son  fils  ,  de  même  nom  que  le  père ,  et  il  recom- 
mande à  £udème  de  le  communiquer  aux  personnes  qui  hii 
en  paraissent  dignes ,  et  surtout  au  géomètre  Philonide ,  s'il 
vient  à  Pergame,  et  avec  lequel  il  avait  contracté  amitié  à 
Ephése.  On  voit  quelle  importance  les  auteurs  attachaient-, 
avant  l'impression,  à  des  communications  ôflBcieuses,  alors 
l'unique  moyen  de  publicité. 

Le  troisième  livre  n'a  pas  de  dédicace,  mais  le  quatrième 
est  dédié  à  Attale  ;  on  ne  sait  quelle  ville  il  habitait.  Apollo- 
nius dit  qu'Eudème  ayant  (répassé  (  fjLsxTjXXaxoxoç  oè  sxetvoo) , 
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il  enverra  les  autres  livres  ^  Atlalo.  «  Dans  ce  livre ,  je 
»  traite,  dit-ii:  1°  des  iatersectioos  des  sections  coniques 
»  entre  elles  et  avec  la  circonférence;  2*  des  intersections 
»  des  sections  coniques  avec  les  branches  opposées ,  avec  les 
»  secondes;  branches  de  Thyperbole  ;  3*"  des  intersections  des 
»  branches  opposées  entre  elles.  »  Conon  a  écrit  sur  la  pre- 
oiière  partie,  mais  ses  démonstrations  ne  sont  pas  exactes  ;  il 
a  été  en  cela  justement  critiqué  par  Nicotèie  de  Gyrène  ;  le 
dernier  fait  mention  de  la  seconde  partie  comme  d'une  chose 
facile,  cependant  ni  lui  ni  d'autres  n*ont  rien  donné  là- 
desiàus;  quant  à  la  troisième  partie, «elle  n'est  même  venue 
à' l'idée  de  personne.  Nicotèie,  dans  sa  discussioh  avec 
Gonon,  avance  que  les  inventions  de  Gonon  ne  peuvent  servir 
aux  diorismesj  ce  qui  est  faux,  elles  sont  au  contraire  trés- 
Qtiles  pour  cet  objet.  » 

xàl  eu  St'  âXXo  Tt ,  àTzoZtyr6[iJs.^a, 

<«  D*dilteurs,  indépendamment  d'une  telle  utilité,  le^^  dé- 
notonstrations  sont  digqes  d'être  admises  pour  elles-mêmes, 
car  nous  admettons  de  même  beaucoup  d'autres  propositions 
dans  les  mathématiques  p6ur  elles-mêmes  et  non  pour 
d-autres  raisons.  ^  '    ^ 

Apollonius  veut  qu'on  cultive  aussi  la  science  pour  la 
science,  et  non  toujours  en  Vue  d'une  utilité.  En  effel^,  qui 
est  juge  de  cette  utilité,  à  quels  caractères  la  reconnaître? 
Qui  aurait  pu  prédire,  au  siècle  d'Apcdlonius ,  que  les  pro^ 
priélés  focales  des  coniques  joueraient  le  rôle  le  plus  impor- 
tant dans  la  construction  de  l'univers?  Pouvait-on  {Prévoir 
que  des  propriétés  de  nombres  amèneraient  à  des  divisions 
Al  cercle,  quç  quarante  siècles:  de  méditations  géométriques 
n'ont  pas  su  et  ne  savent  pas  encore  effectuer  ? 

Dans  l'édition  de  Hal%,  la  pagination  recommence  pour 


liés  trois  livres  traduits  de  l'arabe  et  pour  le  quatrième,  reë-i 
lituô,  eo  tout  171  pages.  Voici  le  titre  ^^jp.  Perg.  Conicorum 
libri  très  paskriores  (se.  F^  VI el  VH) ,  ex  arabica  sermone 
in  latinum  conversi ,  cum  Pappi  Alexandrini  lemmatis  ;  sub- 
jicUur  liber  Conicorum  octavus ,  resiittUus  operâ  ei  siudio 
Edmundi  HcUkii^  apud  Oxonienset  geometriœ  professoris 
Savilianù  —  Halley  a  dédié  les  quatre  premiers  livres  à  Jean 
Holt ,  chef  de  la  justice  en  Angleterre ,  et  les  quatre  derniers 
à  Mar$h,  archevêque  d'Armagb,  primat  d'Irlande»  artium 
inatheinatkarum  fautori  summo^  miqiAe  ordinis  propè  unico, 

Halley  donne  la  description  du  manuscrit  de  Golins ,  de- 
venu la  propriété  de  cet  archevêque.  On  lit  en  marge  ce 
titre  :  Livre  des  Coniques,  selon  Nassir  Eddin,  de  Téus  (*}. 
Au  commencement  et  à  la  Gn  du  livre ,  on  trouve  ces  mots  : 
Livre  des  Coniques  d'Apollonius.  Thebit  ben  Corah  a  tra- 
duit, mais  Boni  Moses  a  corrigé. 

On  y  lit  aussi  que  le  manuscrit,  cpmmeqcé  le  1 6  août  1247, 
a  été  terminé  à  Maraga  (**)  le  30  mars  1303.  Ces  renseigne- 
ments ont  été  traduits,  dit  Halley,  par  Sike,  professeur  de  lit- 
térature orientale  à  Cambridge;  ainsi  Halley  ne  savaift  pas 
l'arabe. 

Le  cinquième  livre  est  adressé  à  Attale.  Le  trait  qui  est 
en  tête  de  la  première  ligne  fait  présumer  que  cette  dédicace 
n'est  pas  complète,  en  voici  la  traduction.  «  Nous  avons 
écrit  dans  ce  cinquième  livre  les  propositions  des  maxima  et 
miqima.  IL  est  à  savoir  que  ceux  qui  ont  vécu  avant  nous  et 
ceux  de  notre  temps  n'ont  que  légèrement  effleuré  la  doctrine 
desminima,  ils  ont  seulement  démontré  ce  qui  concerne, 
sous  ce  rapport,  les  droites  qui  touchent  les  coniques,  et 
vice  versa  y  c  est-à-dire  ce  qui  arrive  lorsque  cçs  lignes  soûl 


(*)  Teus  est  une  ville  de  la  Perse.  Latitude  37o,  longitude  92'^. 
<")  Vlllo  entre  la  Mddie  cl  l'Assyrie.  Latiludî  37",  longitude  83" 
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des  touchantes;  maii$  nous  avons  parlé  de  ces  Hgdes  dans  le 
premier  livre ,  si  ce  n'est  que  dans  l'exposition  nous  avons 
omis  )a  doctrine  des  minima  ;  nous  avons'  résolu  de  suivre 
encore  le  même  ordre  que  dans  les  trois  prettiières  parties 
des  éléments ,  ayant  égard  aux  divers  diamètres  quclcon^ 
conques;  mais  comme  les  propriétés  sont  innombrables, 
nous  avons  seulement  cherché  pour  le  moment  à  montrer 
comment  les  choses  se  comportent  relativement  aux  axes  on 
aux  diamètres  principaux.  Nous  avons  arrangé  avec  soin  les 
propositions  sur  les  minima  et  nous  les  avons  distinguées 
selon  leur»  classes;  nous  y  avons  joint  la  doctrine  susdite  des 
maxima,  car  c'est  nécessaire  à  ceux  qui  cultivent  la  science, 
tant  pour  l'analyse  et  les  diorismes  des  problèmes  que  pour 
leur  synthèse  ;  en  outre,  que  ces  choses  sont  du  nombre  de 
celles  qui  par  clles-^mémes  ne  paraissent  pas  indignes  de  de^ 
venir  un  objet  de  méditation.  » 

Ce  cinquième  livre,  honneur  de  l'esprit  humain:  est  le 
plus  beau  reste  de  la  géométrie  antique  :  nous  en  donnerons 
toutes  les  propositions  dans  les  Annales,  en  indiquant  le 
mode  de  démonstration. 

Le  sixième  livre ,  adressé  à  Attale ,  débute  ainsi  :  «  Je 
l'envoie  le  sixième  livre  des  coniques ,  qui  contient  des  pro^ 
positions  sur  les  coniques,  sur  les  segments  de  ces  coniques  ^ 
égaux  et  inégaux,  semblables  et  dissemblables,  et  encore 
d'autres  propositions  omises  par  nos  prédécesseurs  ;  car  c'est 
dans  ce  livre  que  tu  trouveras  spécialement  comment  il  faut 
couper  un  cône  droit  donné  pour  obtenir  une  section  égale 
à  une  conique  donnée ,  et  comment  on  peut  construire  un 
cône  droit  semblable  à  un  cône  donné  et  passant  par  une 
conique  donnée ,  objet  que  nous  avons  traité  avec  plus  d'a- 
bondance et  un  peu  plus  clairement  que  ceux  qui  en  ont 
écrit  avant  nous.  » 
Voici  la  dédicace  du  septième  livre ,  toujours  au  même  : 
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«  Je  l'envoie  avec  ceux-ci  C)  le  septième  livre  deè  sections 
coniques  :  il  y  a  plusieurs  propositions  neuves  relative»  aux 
diamètres  et  aux  Qgurcs  construites  sur  ces  diamètres, 
propositions  utiles  en  beaucoup  d'espèces  de  problèmes»  et 
principalement  dans^  leurs  diorismes.  On  en  rencontre  pla- 
isieors  exemples  dans  les  problèmes  ioniques  déterminés  que 
nous  avons  résolus  et  démontrés  dans  le,  huitième  Hvre ,  qui 
tiendra  lieu  d'appendix.  Nous  lâcherons  de  te  l'envoyer  le 
plus  tôt  possible.  »  Par  figure  construite  sur  un  diamètre , 
Apollonius  désigne  le  rectangle  ayant  pour  côtés  le  diamètre 
et  son  paramètre,  ou ,  en  termes  modernes,  le  carré  du 
diamètre  conjugué.  -- 

C'est  dans  ce  dernier  livre  qu'on  rencontre  non-seulcitient 
les  propriétés  fondamentales  des  diamètres  conjugués^  mais 
beaucoup  d'autres  propositions  importantes  dont  nous  dcte- 
nerons  l'énoncé. 

Le  huitième  et  dernier  livre  est  entièrement  l'ouTrage  de 
Halley,  il  contient  trente-trois  ptohlèmes^ioristiques  (  déter^ 
minés)  sur  les  diamètres  conjugués,  leurs  paramètres,  leurs 
angles  maxima,  minima,  etc.,  etc.;  les  solutions  sontftki* 
dées  sur  diverses  propositions  d'Apollonius,  et  principale^ 
ment  sur  ce  que  ce  géomètre  nomme  lignes  h&mologues  (voir 
p.  ai-S) .  Les  problèmes  sont  faciles  par  les  méthodes  Hiodeârnes. 

La  pagination  recommence  pour  Sérénus,  qui  contient 
as  pages  ;  il  est  dédié  à  Aldrich ,  doyen  du  collège  de  Christ* 

Church  ,  le  titre  est  :  25pi{vou  ÂVTtvorscoc  cpiXoa^cpou  icepl  tofju^c 
xuXfvSpob  xa^  x5)vou  pt^Xta  Sucd.  —  Sermi  philosophi  AntissensU 
de  sectione  cylindri  et  coni ,  Uhri  duù  ;  ex  codi,  Mss.  grœeis 
edidit  E.  Halleius ,  etc. 

Serenus  adresse  ces  deux  livres  à  son  ami  Cyrus.  Le  pre- 
mier livre  a  pour  objet  de  démontrer  que  les  sections  qu'on 

(•)  On  ne  dit  pas  arec  quoi. 
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obtient  dans  le  cylindre  Ql)lique  sont  identiques  à  celles  qu'on 
obtient  dans  le  cône  oblique^  ce  qni  n'était  pas  encore  gêné-' 
ralement  admis. 

Le  second  livre  est  uniquement  consacré  aux  diverses 
propriétés  du  triangle  qu'on  obtient  en  menant  un  plan  par 
le  sommet  du  cône;  par  exemple,  il  cherche  quel  est  le 
triangle  d  aire  maxima ,  quel  est  4e  triangle  mené  par  l'axe 
ayant  l'aire  minima ,  comment  il  faut  mener  mi  plan  pour 
avoir  un  triangle  isocèle  d'une  aire  donnée;  il  ne  résout  ce 
problème  que  pour  le  cône  droit ,  et  Halley,  par  la  méthode 
algébrique ,  résout  le  même  problème  pour  le  cône  oblique. 
La  construction  exige  qu'on  mène  une  normale  par  un  point 
donné  à  une  parabole  donnée ,  Apollonius  résout  ce  dernier 
problème  en  faisant  couper  la  parabole  par  une  hyperbole , 
mais  Halley  remplace  l'hyperbole  par  une  circonférence;  il 
dit  avoir  trouvé  cette  construction  il  y  a  une  vingtaine  d'an- 
nées, par  conséquent  vers  1690.  (  ^.  t.  II ,  p.  186.  )  Sérénus 
termine  le  volume. 

Nous  n'avons  point  de  traduction  française  ni  d'Apollo- 
nius ,  ni  de  Sérénus ,  ni  de  Pappus  ;  ce  seraient  des  travaux 
qui,  exécutés  par  des  professeurs  de  r£cole4iormale,  jette- 
raient quelque  lustre  sur  une  institution  toujours  primée  par 
l'École  polytechnique  ;  et  toutefois  on  aurait  droit  de  s'at- 
tendre à  un  résultat  opposé;  car  à  l'École  polytechnique, 
destinée  à  former  des  hommes  pratiques,  les  mathématiques 
sont  des  sciences  auxiliaires  ;  tandis  qu'à  l'Ecole  normale , 
où  doivent  se  former  des  professeurs,  des  théoriciens,  les 
mathématiques  sont  des  sciences  essentielles,  devant  être 
développées  dans  toute  leur  étendue ,  didactique ,  philolo- 
gique,  historique.  Si  donc  les  produits  des  deux  institutions 
se  présentent  dans  un  ordre  inverse ,  cela  doit  tenir  à  quel- 
que vice  d'enseignement  qu'il  serait  utile  de  faire  connaître. 

L'Académie  des  inscriptions  ou  la  Société  asiatique  ren- 


diraient  un  grand  service  en  s'occupant  de  la  publication  dd 
texte  arabe  d'Apollonius;  c'est  Tunique  moyen  de  contrôler 
la  traduction  de  Halley.  On  peut  compter  d'ailleurs  sar  les 
encouragements  d'un  gouvernement  protecteur  des  sciences, 
qui  a  oi*donn6  la  réimpression  de  Laplace  et  de  Fermât  > 
réimpressions  sans  contredit  très-patriotiques,  mais  aussi 
dispendieuses  et  moins  nécessaires  que  les  publications  que 
nous  aTons  indiquées.  Multiplier  un  ouvrage  existant  à  la 
portée  de  tous  n'est  pas  aussi  indispensable  que  dé  mettre  en 
lumière  un  ouvrage  inaccessible  même  au  petit  nombre.  Pey- 
rard,  dans  sa  traduction  d'Euclide  (t.  II,  préf.  VII),  annonce 
avoir  remis  à  l'Académie  des  sciences,  la  traduction  latine  et 
française  dos  sept  livres  d'Apollonius  et  le  texte  grée  :  qu'est 
devenu  ce  précieux  travail  ?  s'il  existe  encore ,  ce  qui  est 
probable,  pourquoi  ne  pas  en  hâter  la  publication?  Les  fonds 
accordés  par  le  gouvernement  pour  l'impression  d'ouvrages 
inédits  seraient  ici  aussi  fruclueusement  employés  qu'à  édilèr 
tant  de  factums  du  moyen-âge,  qui  souvent  ne  nous  appi'eri- 
nent  autre  chose  que  telle  église  ruinée  d'uu  village  inconnu 
a  eu  pour  fondateur  non  un  nommé  Abogard,  mais  un 
nommé  Hincmar.  Quel  progrès  pour  la  science  bistoriqoe 
en  particulier  et  pour  l'esprit  humain  en  général  !  *      Tm. 


ANNONCE. 

Géométrie  élémentaire,  suivie  de  la  trigonométrie  rcctiligne 
et  sphérique,  à  l'usage  des  candidats  aux  écoles  spé- 
ciales j  par  P.  J.  E.  Finck,  docteur  es  sciences,  etc.  Auto- 
risée par  le  conseil  royal  de  Finstruction  publique, 
troisième  édition  revue  et  améliorée,  Strasbourg,  Paris, 
chez  Carilian-Gœury  et  V^^  Dalmont,  1844.  . 
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GRAND  CONCOURS  (année  1844). 

Éiani  donnés  une^llipse  et  un  point  A  mr  la  circonférence; 
on  décrit  un  cercle  tangent  â  la  courbe  en  ce  points  et 
l'on  mène  au  cercle  et  à  Vellipse ,  les  deux  tangentes  conir- 
munes ,  autres  que  celle  qui  toucherai  les  deux  courbes  au 
poinf  A. 

On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  d^intersection 
de  ces  deux  tangentes^  quand  ou  fait  varier  le  rayon  du 
cercle. 

Nota.  Si  on  représente  VelKpsepar  Féquaiion  -^  4-^=1, on 

a       D 

pourra,  si  Von  veut^  exprimer  les  coordonnées  dupoini  A  en 
fonction  iune  seule  constante  r,  de  cette  fftanî^x=4i 

PRIX  D'HONNEUR. 


VAm  K.  XZSjrAHB  (  ASMEAVU-VICOftAl), 

Né  le  27  JanTier  183$,  A  Parti. 
(  iDstitalioii  Goaluit.  — Collège  royal  Gharlemagne.  Profeiieur  :  M .  Rouby.) 


Première  solution, 

Élaot  donnés  une  ellipse  et  un  point  sur  .sa  circonfé- 
rence, on  mène  par  ce  point  un  cercle  tangent  à  Tellipse, 
et  on  demande  le  lieu  géométrique  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  communes  au  cercle  et  à  l'ellipse,  autres  que 
celle  qui  passe  par  le  point  donné. 

Prenons  pour  axe  des^  la  tangente  commune  à  Tellipse  et 
au  cercle  au  point  donné  A ,  et  pour  axe  des  x  la  normale  à 
ces  deux  courbes  en  ce  points  Fellipse  aura  pour  équation 
y  +  B.r^  +  Cx''4-Er=:0, 

AJIH.Dl  MiTnÉM.in,  33 
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et  en  désignant  par  R  le  rayon  yariabje  du  cercle,  Téquation 
de  ce  cercle  sera 

y  +  Jc'4.2Rj:=0. 

Nommoiis  a^  p,  les  coordonDéei3  inconnues  du  point  de  ren- 
contre des  tangentes  communes  à  Fellipse  et  au  cercle,  au- 
tres que  la  tangente  au  point  A.  Ces  deux  tangentes  pour- 
ront être  représentées  par  Téquation 

(i)  ^— p=m(j:-«), 

m  §yant  une  valeur  particulière  pour  chacune  des  tangentes. 
Gela  posé,  la  droite  qui  a  pour  équation  tl)?  ou 

yssmx^^ — /7i4  ou  y  =  mj:-f-iï,  en  posant  p — ma=/i, 

étant  tangente  à  l'ellipse  et  au  cercle,  les  équations  provenant 
de  la  substitution  de  mx-{'n  à  la  place  déjr  dans  les  équa- 
tions de  ces  courbes,  devront  avoir  leurs  racines  égales,  ce 
qui  nous  fournira  deux  relations  entre  m,  a,  |3  et  R ,  puisque 
n=^  —  ma,  .Or,  en  considérant  R  conime  unequaiitité  con- 
nue, ces  deux  relations  seraient  deux  équations  en  m,  qui 
devront  par  conséquent  avoir  les  mêmes  racines,-  donc,  en 
divisant  chacune  de  ces  deux  équations  par  le  coefficient  de 
son  premier  terme,  les  autres  coefficients  devront  être  iden- 
tiques, ce  qui  fournira  deux  relations  entre  a,  |3,  R,  entre 
lesquelles  éliminant  R,  et  remarquant  que  a  et  p  sont  alors 
Vx  et  1>  d'un  point  quelconque  du  lieu,  on  ^ura  l'équation 
de  ce  lieu. 

La  substitution  de  mx+nk  la  place  de  f  dans  Téqpation 

y^Bxy-\'Cx*'hBx=:Q    doniie: 


m' 

x'+9mn 

-HBw 

-fBi» 

+c 

+E 

—  491  — 
éqaalkm  qui,  devant  ir^iûilr  se»  racines  égales,  donne  s^ 

(2mn  +  Bn+ Er— 4n"(TO'4-B/7i +C) =0, 

OQ,  simplifiant  et  remplaçant  dans  le  résultat  n  par  ^-^moL-. 

(B*— 4C)  (P— /wa)*+(4Eii»+2BE)  (p_iiia)-|-F=0; 
ordonnant  par  rapport  aiix  puissaqpes  de  m,  on  aura  : 

=0. 


(2)  (B'— 4C)a* 
—  4Ea 


m'— 2(B*— 4C)ap 
'  +4ËP 
—  2BEa 


m+CB"— 4C)p* 
+2BEp 


De  même ,  la  substitution  de  mx  -|-  n  à  la  place  de^  dans 
Téquation  du  cerde^ +  x*4-2Rar=0,  doone  : 


+1 


+  2R  I 


Or  les  deux  racines  de  cette  écpiatioa  doivent  être  égales  ; 
donc  on  aura  : 

(mn+ R)* — n*  (ni*  4- i)  =  0 , 

ou,  «imj^Bfiant  et  remplaçant  A  piM;  f^  — /iM  : 

(P  — ma)'— 2iiiR(p— ma)  — R*=0; 
ordonnant  par  rapporta  m,  il  viendra  : 


(3)  a*   I  m*— 2ap  I  m  +  p* 

-|-2Ra  I     — 2Rp  I      -R* 


=  0. 


Divisant  chacune  des  deux  équations  .(2),  (3),  par  le  coeffi- 
cient de  m%  et  égalant  alors  lès  coefficients  des  autres  termes, 
il  viendra  : 

■  (B^— 4Cj  ap  — E  (2^— B«)  __  p  (g+R) 
(B^_4C)a  — 4E  "^   a+2R  ' 

(B*-  4C)  p'+E(2Bp  +  E)       P'— R* 


(B'  — 4C)a  — 4E 


a4-2R' 
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La  prfimMçe  de  cd  deax  relatioDS  étant  da  premier  degré 
en  R ,  on  en  tire  : 

a  { (B*-  4C)  a? — E  (2p  — B«)  +  2Ep  { = 

=RJ(B*— 4C)«p— 4E?—2(B' -4C)«p-|-2E(2p— B«) j  ; 

dou  "-"(FZâcJp+âp'   . 

substituant  celle  valeur  à  la  place  de  R  dans  la  seconde  re- 
lation ,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  on  aura  : 

d'au  Ton  tire,  en  réduisant  : 

[(B'^4C)ap— 4Ep]  j  (B*— 4C)p'+2BEp+F  |  [(B'-.4C)p+2BE]= 
t=:  t'(8'-^G)  oc— 4fe]  j  p'  [(B*^4C)  p+2BEr-F  (2?  -hEa)*  | . 

Divisant  de  part  et  d'autre  par  (B*r^4€}a  — 4E,  suppri- 
mant dans  les  deux  membres  p'[(B*  —  4G)P4-2BE]%  et  divi- 
sant alors  par  £*qui  devient  facteur  communaux  éexk%  mem- 
bres ^  on  a  : 

.     P((B*~4C)p  +  2BE)=-(2p  +  B«ri 

dévdoppant  et  remplaçant  a  et  p  par  x  ety^  il  viendra  ; 

(4)   (B*— 4C  +  4)r'  +  4Bxj^4-BV-f2BE>^  =  0, 

qui  est  Téquation  du  lieu  cherché. 

Cette  équation,  étant  ifidépendante  du  terme  en  jç  et  ne 
renfermant  pas  de  terme  tout  connu ,  représente  une  courbe 
tangente  à  l'axe  des  j:  à  l'origine  ;  cherchons  maintenant  la 
nature  de  cette  courbe. 

Pour  que  l'équation 

y+Bxy 4. Ca:*+  Ex  ==?  0 
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représente  Téritablement  une  ellipse ,  il  faut  qne  l'on  ait  la 

coodilioD^ 

B*  — ♦C<0. 

Or  aucune  bypotbèse  n'a  été  faite  jusqu'à  présent  sur  là 
quantité  F-~4G;  donc,  déjà,  on  obtiendra  Téquaticnf  (4) 
quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
tion 

^•+Bj:^+Cx'+Ex  =  0. 

Mais  cette  équation  peut  représenter  les  trois  courbes  du  se- 
cond degré  :  voyons  donc  pour  chacune  de  ces  courbes  ce  que 
représentera  l'équation  (4). 

^  Si  nous  supposons  B* — AC<Z  0,  ce, qui  nous  porte  au  pro- 
blème énoncé ,  ^équa^on  (4)  donne  : 

16B*  — 4Br(B"-.4C  +  4)>0; 

carB'  — 4C  +  4  est  alors  négatif,  ou  positif  et  plus  petit 
que  k'y  done,  le  lieu  répondant  à  l'énoncédu  problème  est  une 
hyperbole  tangente,  au  pc^int  donné,  à  la  norÉnâle  à  l'ellipse 
6ncep(>int. 
Si  noua sun>Ç!9pns  B'  —  4C>  0^  nous  aurons  : 

16B*  — 4F(B?  — 4C+4)<0^ 

car  B' — 40+^  ^st  une  quantité  positive  plus  grande  que  4  ; 
donc,  lorsque  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole,  le  lieu 
cherché  est  une  dllpse ,  qm  de  même  que  précédemment  ^t 
tangente,  au  point  donné,  à  la  normale  à  l'hyperbole  en  ce 
point.  ^ 

Enfin ,  supposons  6*  — 4G  :;=t>y  nous  aurons  : 

^6B"  — 4B'(B'  — 4C  +  4)x=0; 

donc,  dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parabole ,  on 
obtient  encore  une  parabole  pour  le  lieu  cherché. 
On  peut  remarquer  aussi  que,  si  le  point  donné  était 


rextrémité  de  Tod  des  axes^  quelle  qae  soit  la  Aature  de  la 
courbe  donùée ,  le  lieu  cherché  serait  cet  axe  lai-niéiae  ;  ce 
qai  se  conçoit  alors  parfaitement,  à  cause  de  la  symétrie,  par 
rapport  à  cet  axe ,  des  deux  courbes  auxquelles  on  mène  des 
tan^nt^  communes.. 

£n  détenninant  les  coordonnées  àin  centre  et  celles  des 
foyers  dans  la  courbe  donnée  et  dans  la  courbe  cherchée,  on 
trouYe  que  ces  points  sont  les  mêmes  dans  les  deux  courbes. 


Seconde  soluUQn, 

Supposons  que  Féquation  de  l'ellipse  soit  donnée  de  la 
forme 

on  pourra  alors  représenter  les^poordonnées  du  point  donné 
au  moyen  d'une  seule  constante  9,  ainsi  qu'il  suit  : 

x'  =  asin(p,      y  =  6cos«p, 

r  étant  une  constante  qui  varie  avec  k  pi(^tibn  du  point 
donné  sur  l'ellipse  ;  car  alors ,  on  a  j 

le  èerclé  tangent  àf  l'ellipse  ayant  pour  rayon  R  -.  comme 
son  centre  se  trouve  su^  la  normale  à  Fellipse  au  point 
donné ,  en  appelant  p^iq  les  coordonnées  de  ce  centre ,  on 
aura  :  .      /  ^ 

/jx  I  ûtCOStp  .  .       . 

c^sin^ 
et,  puisque  le  cercle  est  tangent  à  l'ellipse,  on  aura  ^ 

(2)  R'=(^— ftcos<p)'+(p  — asfti»\    ' 
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Maiot^aoi,  si  nous  repr^seotons  les.  coordonnées  du  point 
dtt  Heu ,  correi^KHidant  au  ^erdo.  dont  le  rayon  est  R ,  par  a 
et  p,  nous  aurons  pour  la  tangente  commune  à  ce  cerde  et 
à  Tellipse  passant  par  ce  points  l'équation 

y  =  ma:-f  ((3— ma). 

Or,  cette  ligne  devant  être  tangente  à  Fellipse ,  on  aura  : 

(3)  (p  — m«}*  =  a'm*  +  6';  ^     » 

de  plus,  devant  être  tangente  au  cercle,  cette  droite  devra 
être  distante  du  centre  de  ce  cercle  de  la  quantité  R ,  donc  il 
faudra  poser  -  ' 

(4)  q-mp^ip^mal^^ 

Éliminant  p  et  jr  entre  les  équations  (1),.(9;},  (4),  Véqua- 
tton  résultante  en  m ,  devra  donner  pour  cette  incoonueies 
mêmes  valeurs  que  celles  qu'on  tirerait  de  l'équation  (3)  ; 
donc  si  on  divise  chacune  de  ces  deux  équations  par  le  coeflGh 
dent  de  son  premier  terme,  les  coeflSdents  des  autres  termes 
devront  être  identiques  dans  les  deux  équations^,  ce  qui  don- 
nera deux  relations  entre  Desquelles  éliminant  R,  on  aura 
l'équation  du  lieu  cberché  en  remplaçant  dans  le  résultat  de 
l'élimination  de  R,  «  par  x^  el  p  par  ^. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

DES  QUESTIONS  PROPOSÉES  kV  CONCOURS  DE  1844. 

(V.  p.377.  ) 


MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  la  circonférence  i 


•n  décrUun  cerctè  tangent  d  la  courbe  m  ee point ^  étF^(mmètte 
au  cercle  et  à  FelUpee  les  deux  tangentes  communes ,  auires 
que  celle  qui  toucherait  ks  deux  courbes  données  au  point  A. 
On  demande  quel  est  te  lieu  géomiirique  dupoint  d^intersec- 
tion  de  ces  deux  tangentes,  quand  on  [ait  varier  le  rayon  du 
cercle? 

La  soluUoB  que  nous  allons  donnéi^  est  fondée  sar  1^  pro- 
poakk»i$  suivantes  : 

1.  Le  centre  du  cercle  inscrit  dosas  un  triangle  AQÇ 
(fig.  66) ,  est  situé  sur  la  droite  ML,  menée  du  milieu  M 
d'un  des  côtés  BC  du  triangle ,  au  milieu  h  de  la  droite  AD 
qui  joint  le  sommet  A ,  opvosé  au  côté  considéré  BG,  au  point 
de  tangence  B  dece  côté  et  du  cerclé  inscrit.  ]^t  de  mémé,^ 
centre  O'  du  cercle  qui  touche  un  côté  BC  d'un  triangle 
et  les  prolongements  des  deux  autres  côtés  AB,  AG,  eU  sur  le 
prôbmgemmt  de  la  droite  MU,  menée  du  milieu  M  du  pre- 
mier côté  y  au  milieu  de  la  droite  AlV  qui  joint  l&  sommet  op- 
posé  A  au  point  de.tangenceU  de  ce  côté  et  du  cercle  ex*inserit>. 

En  effet ,  concevez  une  hyperbole  dont  les  foyers  soient  fi  ei 
G,  et  qin  passe  par  le  point  A;  elle  aura  poor  sommets DelD^;, 
carBG— DB=A€— AB ,  et  d'aillears  D'Gt^rBB.  Les  droites 
DO  vVO',  perpendiculaires  à  BC,  aux  points  D,  D*,  seront 
tangentes  à  Thyperbole,  à  ses  sommets  ;  et  la  bissectrii»  AO(K 
de  l'angle  BAG  de»  rayons  recteurs  AB ,  AG,  touchera  aussi 
la  courbe  au  point  A.  Les  droites  ML,  ML'  sont  les  diamètres 
de  l'byperbolei,  mené^  par  lès  milieux  des  cordes  de  contact 
AD  y  AD'  ;  donc ,  la  droite  ML  passe  par  le  point  Q  d'inter- 
seclion  des  tangentes  DO,  AO  ;  et  de  même,  la  droite  ML'  doit 
passer  par  le  point  d'intersection  C  des  tangentes  AO',  D'O'. 

La  même  proposition  s'applique  aux  ellipses  inscrites  dans 
un  triangle,  et  aux  ellipses  ex-inscrites  :  c'est  ce  que  l'on  re- 
connaît immédiatement  en  plaçant  ces  ellipses  sur  des  cylin- 
dres droits  à  bases  circulaires. 
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â.  La  droite  JBpil  les  milieuœ  M,  L  des  diagmMles  d'un 
quadrilatère  ABGD  (fig.  67) ,  jdrconêcrit  à  un  cercle,  faite  par 
le  centre  O  de  eè  cercle. 

Les  sommes  des  côtés  oppesés  d'im  quadrilatère  circonscrit 
étant  égales  entre  elles,  on  a  :  AC»  AB=DG — DB;  et  par 
conséquent  Thyperbole  dont  les  foyers  sotit  B  et  G ,  et  qdi 
passe  par  le  point  A,  contiendra-^ aussi  le  point  D.  Les  bis- 
sectrices AO,  DO  des  angles  BAC,  BDG,  seront  tangentes  à 
la  courbe  aux  points  A ,  D.  La  droite  LM  est  menée  du  mi- 
lieu L  de  la  corde  des  contacts  au  centre  M  de  Tbyperbole  : 
donc,  elle  contient  le  point  0.  d'intersection  dos  deux  tan- 
gentes (•). 

Cette  proposition  conTient  aussi  à  Tellipse  inscrite  dans  un 
quadrilatère  ;  et  c'est  encore  ce  qui  résulte  simplement  de  ce 
qu'on  peut  placer  l'ellipse  sur  un  cylindre  droit  à  base  circu- 
laire. Je  ferai,  de  plus ,  observer  qu'il  est  toujours  possible 
d'inscrire  dans  un  quadrilatère  convexe  A9GD  {fig.  68),  une 
ellipse  dont  le  centre  soit  un  point  donne  O ,  sur  la  droite  LM. 
qui  unit  les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère.  Nous 
supposons  que  le  quadrilatère  ABGD  n'est  pas  un  parallélo- 
gramme,  autrement  les  points  L,SI  coïncideraient.  Ainsi , 
deux  des  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  se  rencontreront 
en  un  point  F^  en  formant  le  triangle  FCD.  Or>  si  l'on  inscrit 
dans  le  triangle  FGO  une  ellipse  dont  le  centre  soit  le  point  0 , 
cette  ellipse  toucberft  nécessairement  le  qiiatrième  côté  AB 
du  quadrilatère. 

Car,  si  Tellipse  ne  touche  pas  la  droite  AB,  on  pourra ,  par 
}e  point  A ,  mener  une  droite  AG,  autre  que  AB,  et  tan- 
gente à  la  courbe.  Le  quadrilatère  AGDC  étant  circonScrit  à 
l'ellipse ,  la  droite  LO,  menée^  du  milieu  de  l'une  des  diago- 


(*}  On  peut  aussi  déduire  ce  théorème  et  le  précédent  des  propositions  de  la 
géométrie  élémentaire  ;  Toyez  tes  liotes  placées  à  la  fin  de  cet  article. 
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nales  AD  au  centre  O  de  rdilipse ,  dev^Paper  l'antre  dia- 
gonale CG  en  son  miljea,  au  point  I.  Les  points  M  y  I  étant 
respectivement  les  milieux  des  droites  GB,  XjG,  il  faudra  que 
IML  soit  parallèle  à  GB.  En  menant  par  le  point  B  une  tan- 
gente à  l'ellipse,  on  prouverait,  de  même  y  que  ML  est  paral- 
lèle à  CA.  Par  conséquent  les  deux  droites  DB,  G  A  seraient 
parallèles  ^  ce  qui  est  contraire  à  Thypotbèse. 

£t  de  là ,  nous  conclurons  que  :  ii  les  bishectrices  AO ,  DO 
de  deux  angles  opposés  d*un  quadrilatère  eon/vexe  ABCD 
(fig.  67),  se  coupent  en  un  point  O,  situé  sur  la  dtoiUlM 
qui  unit  les  milieux  des  diagonales^  ce  quadrilatère  sera  dr- 
conscriptible  au  cercle. 

En  effet ,  si  Fellipse  inscrite  dans  le  quadrilatère  ABGD ,  et 
qui  a  âon  centre  au  point  O ,  ne  se  réduisait  pas  à  une  circon- 
férence lorsque  ce  point  se  trouve  àla  fois  sur  les  bissectrices 
AO/DO  de  deux  angles  opposés  BAG,  BDG,  il  faudrait 
que  ces  deux  bissectrices  fussent  perpendiculaires  Tune  à 
l'autre ,  puisqu'elles  seraient  dirigées  suivant  les  deux  axes 
de  reUipsc  (*).  Alors ,  la  somme  des  trois  angles  BAO ,  BDO , 
ABD  du  quadrilatère  convexe  ABDO  serait  ^ale  à  trois  an- 
gles droits.  Il  en  résulterait  BA0-|-BD0>9a*,  d'où 
CAO-f-GDO>90%  et  par  suite  la  somme  des  trots  angles 
BAG,  I^DC ,  ABD  du  quadrilatère  ABDC  serait  plds  grande 
que  celle  des  quatre  angles  du  quadrilatère  ABDO ,  et  sur- 
lasserait  quatre  angles  droits  ;  ce  qui^est  impossible. 

3.  Si  d'un  point  M  pris  hors  d'une  ellipse  (6g.  69),  on  mène 
deux  tangentes  MD,  MD'  à  la  courbe,  et  deux  droites  MF, 
MF'  <mx  foyers j  labissectricede^V angle  des  tangentes  divisera 


(*)  Mous  supposons  que  les  bissectrices  AO,  DO  se  coupent;  si  elles  étaient 
en  prolongement  l'une  de  l'autre ,  elles  coïncideraient  avec  la  diagonale  AD, 
et  dans  ce  cas,  le  quadrilatère  ABGD  serait  évidemment  circonscriptible,  puis- 
que les  bissectrices  de  trois  angles  consécutifs  de  ce  quadrilatère  se  i 
t  reraient  en  un  même  point. 
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aussi  en  deux  parties  égales  Vangle  des  deux  droites  menées 
aux  foyers. 

Sur  les  prolongements  des  rayons  vectears  F'D,  FB',  je 
prends  DE = FD,  «t  D'£'=:;:  FD'.  Les  droites  F'£ ,  F'F  seront 
égales  ail  grand  axe  de  l'ellipse  ;  et  d'ailleurs,  les /tangentes 
MD,  Miy  étant  perpendiculaires  sur  les  milieux  des  droites 
F£,  FE\  on  aura  ME?=MF=M£'  :  ainsi,  les  triangles 
F'ME,  F'iMlE^  seront  équiangles  entre  eux,  comme  ayant 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Il  en  résulte  que 
l'angle  F'MF  :±=  F'ME  t^  \  E'ME.  Or,  les  tangentes  MD',  MB 
divisant  en  parties  égales  les  anglesE'MF,  EMF,  on  a  aussi 
D'MB  =  iE'ME;donc,B'MB=FME,ouB'MP=B]VIE= 
DMF,  et  par  conséquent  la  bissectrice  de  l'angle  IXMB  di- 
vise en  parties  égales  Tangle  F'MF. 

L'égalité  des  triangles  FME',  F'ME  donne  encore  FFM  ^ 
EFM;  ainsi ,  la  droite  FM  qui  joint  un  des  foyers  au  point 
de  concours  des  tangentes  est  la  bissectrice  de  Vangle  des 
rayons  vecteurs  menés  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact. 
(/^.t.  Il,  p.  53a.) 

4.  11  est  maintenant  facile  de  résoudre  la  question  pro- 
posée. 

Soient  F^  F  les  foyers  de  l'ellipse  donnée  (fig.  70);  A  le 
point  auquel  la  circonférence ,  dont  le  rayon  AO  est  variable, 
touche  l'ettipse;  et  QAR,  PQN ,  PRMMes  tangentes  com- 
munes à  ces  deux  courbes  ;  H ,  G  les  points  de  rencontre 
des  rayons  vecteurs  FA ,  F'A  et  des  droites  PF',  PF.  Si  l'on 
joint  le  milieu  L  de  PA  au  milieu  M  de  QR,  la  droite  LM 
obtiendra  le  centre  O  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  PQR. 
Le  prolongement  de  cette  droite  passera  par  le  centre  C  de 
Tellipse  qui  touche  le  côté  QR  au  point  A ,  et  les  prolonge^ 
ments  des  côtés  PQ,  PR  aux  points  N ,  W  (n""  1).  La  droite 
LM  contient  encore  le  milieu  I  de  la  droite  HG ,  car  les  mi- 
lieux L,  I,  C  des  trois  diagonales  PA ,  HG,  F'F  d'un  quadri- 
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latère  complet  PHAGF'F,  sont  sitaés  sar  une  même  droite. 
De  plas,  la  ligne  AO,  prolongement  de  la  normale  AS  à  l'el- 
lipse au  point  A ,  divise  en  parties  ^ales  Tangle  HAG  opposé 
au  sommet  de  l'angle  F'AF  des  rayons  yetteups  ;  et  1»  droite 
PO,  bissectrice  de  l'angle  N'PN  des  tangentes  menées  à  l'el- 
lipse par  le  point  P,  dirise  aussi  en  parties  égales  l'angle 
F'PF  des  droitesl^F',  PF,  menées  du  point  P  aux  foyers  de 
l'ellipse  (n*  3).  Donc,  les  bissectrices  ÀO ,  PO  de  deux  an- 
gles opposés  du  quadrilatère  AHPG ,  se  oDûpent  en  un  point 
O  de  la  droite  XI  qui  unit  les  milieux  des  diagonales  de  ce 
quadrilatère,  et  par  conséquent  le  quadrilatère  AHPG  est 
circonscriptible  à  un  cercle  dont  le  centre  est  au  point  0 
(n''  2 ,  page  498)^  Nommons  D,  IV,  E ,  F  les  points  auxquels 
la  circonférence  inscrite  touche  les  quatre  côtés  du  quadri- 
latère AfiPG ,  et  nous  aurons ,  à  cause  de  l'égalité  des  tan- 
gentes PF,  PE  : 

PF-  PF  =  FF— FE=FD  —  FD'=  FA— FA. 

Ainsi,  la  différence  des  distances  du  point  P  aux  foyers 
F',  F,  est  égale  à  la  différence  des  rayons  vecteurs  F'A,  FA  ; 
donc,  le  lieu  géométrique  du  point  P  est  une  hyperbole  dont 
les  foyers  sont  ceux  deFellipse,  et  qui  passe  par  le  ftoint  A 
donné  sur  cette  courbe. 

La  normale  AS  à  l'ellipse  est  tangente  à  l'hyperbole;  ces 
deux  courbes  se  coupent  à  angle  droit. 

5.  Si  la  courbe  donnée^  au  lieu  d'être  une  ellîpse,  était  une 
parabole  ou  bien  une  hyperbole,  la  déterminfltion  du  lien 
géométrique  proposé  résulterait  encore  sim|dement  des  prin- 
cipes que  nous  venons  d'établir,  en  ayant  soin,  toutefois,  d'y 
apporter  les  modifications  qui  servent  à  passer  des  propriétés 
fondamentales  de  Tellipse  à  celles  des  deux  autres  courbes  du 
second  degré.  Quoique  cette  recherche  ne  puisse  €&m  au- 
cune difficulté ,  nous  résoudrons  encore  la  question  proposée 
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pour  le  cas  de  la  parabole,  en  étendant  à  cetCe  courbe  les 
ihéprèmes  des  n<»»  f  et  3. 

, Supposons  qu'une  parabole,  (^9-  71))  touche  la  base  BG 
d'un  triangle  ABC  au  point  D,  et  les  prolongements  des  deux 
autres  côtés  AB,  AC ,  aux  points  £ ,  £'  :  la  droite  ML  qui 
joint  le  milieu  M  de  la  base  au  milieu  L  de  la  droite  AD , 
m^née  du  sommet  du  triangle  au  point  de  contact  de  la  base , 
sera  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole^ 

Cette  propriété  peut  être  déduite  de  la  proposition  du  n"  i, 
en  assimilant  la  parabole  à  une  ellipse  dont  le  centre  est  à 
l'infini,  ou  bien  en  plaçant  la  parabole  sur  un  cône  droit  à 
base  circulaire;  mais  on  peut  aussi  la  démontrer  directement 
de  la  manière  sui  vante  : . 

Par  le  sommet  A  du  triangle  ABC ,  je  mène  une  parallèle 
AO  à  l'axe  de  laparabole  ^  eUe  divisera  en  deux  parties  égales 
la  [corde  des  contacts  EE'.  Par  conséquent,  les  parallèles 
EGy  E'G'  menées  à  la  base  BC,  jusqu'à  la  rencontre  de  AO,  se- 
ront égales  entre  elles.  Soient  N,!N'  les  points  de  rencontre  de 
ces  droites  EG,  E'G'  et  de  la  parallèle  à  l'axe  qui  passe  par 
le  point  D  :  on  aura  £'JN  ~£N= 2NG=  âDI.  Mais,  la  sous- 
tangente  HN  étant  double  de  l'abscisse  ON ,  on  a  EN=2BD, 
et  de  même,  E'N'  =  2CD;  donc,  CD  — BD=DI;  d'où 
CI  =:BD.  Il  s'ensuit  que  le  point  M ,  milieu  de  BC ,  est  aussi 
1^  milieu  de  DI  ;  donc,  LM  est  parallèle  à  la  droite  AIO; 
c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer,  puisque  AO  est  parallèle  à 
l'axe  de  la  parabole.  ^ 

Si  d'un  point  C  iitué  hors  d'une  parabole  (fig.  72),  on  mène 
à  cette  courbe  deux  tangentes  CD,  CE,  et  une  droite  CF  au 
foyer  F,  la  bissectrice  de  l'angle  DC£  des  tangentes  diviserai 
en  deux  parties  égales  l'angle  FCL  que  forment  la  droite  CF 
dirigée  au  foyer  et  une  parallèle  CL  à  Vaxe^  conduite  par  le 
point  C  donné. 

En  effet ,  abaissez  des  trois  points  D,  C,  E  des  perpendicu- 
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laires  DG,  CM,  EH  sur  la  directrice  GH,  et  tirez  les  droites 
€G,  GF,  GH  ;  les  triangles  GDG,  GDF  seront  égaax,  car  l'angle 
GDG=s  CDF,  et,  de  plas^  DG  =  DF.  De  même ,  les  triangles 
CEH ,  CEF  seront  égaux  entre  enx;  ainsi ,  GG=GF=GH. 
Les  droites  GD,  G£,  GM  étant  respectiyement  les  bissectrices 
des  angles  GCF ,  FGH ,  HGG ,  dont  la  somme  ?aat  quatre 
angles  droits,  où  aura  GGD+FGE-f  GGM=i80«;  d'ail- 
leurs ,  GGD  +  DCL+ GGM  =  180«»  ;  donc ,  FGE  =DGL.  H 
s'ensuit  que  la  bissectrice  de  l'angle  DGE  divise  en  deux 
parties  égales  Tangle  FGL. 

6.  Au  moyen  de  ces  remarques ,  on  déterminera  facilement 
le  lien  géométrique  cberché. 

Soient  F  le  foyer  de  la  parabole  donnée  ;  O  le^  centré  du 
cercle  tangent  à  la  parabole  au  point  A  (fig.  73);  QAR,  PQD', 
PRB  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes;  N,  E  les 
points  d'intersection  des  droites  FA,  FP,  et  des  parallèles  à 
l'axe  SF  de  la  parabole,  menées  par  les(  points  P  et  A.  Si 
Ton  joint  le  milieu  M  de  QR  au  milieu  L  de  PA,  par  la 
droite  ML ,  cette  droite  passera  par  le  point  O  (n''  1),  et  sera 
parallèle  à  l'axe  SF  de  la  parabole  (n''  5);  ainsi ,  le  point  0  est 
à  des  distances  égales  OG,  OG'  des  deux  parallèles  AE,  PN. 
D'ailleurs,  la  droite  PO,  bissectrice  de  l'angle  QPRdes  tan- 
gentes PQD',  PRD,  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
NPE  (n**  5).  De  plus,  la  droite  AO,  prolongeaient  de  la 
normale  au  point  A,  est  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  NAE: 
donc,  la  circonférence  décrite  du  point  O  comme  centre  avec 
OG'  pour  rayon,  touchera  les  quatre  côtés  du  quadrilatère 
NPEA,  en  des  points  G',  I,  G,  I'.  L'égalité  des  tang;entes 
FI',  FI  donne  FA+AG=FP— PG';  il  en  résulte  que  si  Ton 
prend  AK=AF  et  PH=PF,  on  aura  GK==G'H,  et  ptr 
suite  la  droite  HK  sera  parallèle  à  GG',  c'est-à-dire  perpen- 
diculaire à  Taxe  de  la  parabole.  La  position  de  la  droite  HK  est 
invariable,  puisqu'elle  passe  par  le  point  K.  Donc,  le  point  P 
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appartient  à  nne  parabole  dont  le  foyer  est  F,  et  qui  à  pour 
directrice  la  droite  HKR',  parallèle  à  la  directrice  de  k  para.^ 
bole  donnée ,  à  une  distance  du  point  A  égale  an  rayon  vec-* 
teur  FA.  ]Les directrices  des  deux  paraboles  sont  à  égales  dis* 
tances  du. point  donné  A^  mais  de  différents  côtés  de  ce  points 
Les  deux  courbes  se  coupent  sous  un  angle  droit  au  point  A, 
car  la  normale  AO»  à  Tune  d'elles ,  est  tangente  à  l'autre. 

On  trouvera,  de  même,  que  si  la  courbe  donnée  est  une 
hyperbole,  le  lieu  géométrique  demandé  est  une  ellipse  dont 
les  foyers  seront  ceux  de  l'hyperbole,  et  qui  passera  par  le 
point  donné  sur  cette  hyperbole. 

MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES. 

Par  un  point  Opris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  BA 
d'un  cercle ,  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  le 
cercle  en  d&ux  points  M,  M'  (fig.  74),  et  de  ces  points  on  mène 
au  centre  C  deux  rayons  MC,  M'C  :  prouver  que  le  produit  de 
tangi  MCA  par  tang  i  M'C  A  est  constant^  quelle  que  soit  la 
direction  de  la  sécante. 

Au  point  O,  élevez  sur  OC  la  perpendiculaire  ODD'  qui 
rencontre  en  D  et  ly  les  droites  menées  des  points  M,  M'  à 
l'extrémité  B  du  diamètre  ACB.  En  prenant  BO  pour  rayon , 
la  droite  OD  sera  la  tangente  de  7  MCA ,  et  OÙ  la  tangente 
dei  M'C  A.  Or,  les  quatre  points  M,  M',  D,]y,  appartiennent 
à  une  même  circonférence ,  car  les  angles  DD'M',  DMM'  spnt 
supplémentaires.  En  effet,  l'angle  Dl^M',  complément  de 
M'BA,  doit  avoir  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  BM',  il  est 
donc  égal  à  l'angle  M'MB,  qui  est  adjacent  à  l'angle  DMM^ 
Puisque  les  quatre  points  M,  M',  D,  JV  sont  situés  sur  une 
même  circonférence,  on  a  OD.OD'=OM.OM'=OA.OB; 
donc,  tang^MCAXtang^M'CA=OAxOB,  quelle  que 
soit  la  direction  de  la  sécante  OMM'. 
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Notes.  On  peut  démontrer  les  théorèmes  des  n*'  i  et2(p.496, 
497),  an  moyen  des  Propositions  de  la  géométrie  élémentaire. 
1.  Je  suppose,  que  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  JJBG 
(fig.  75),  touche  la  base  BG  au  point  D  ;  par  ce  point  et  le 
centre  0  du  cercle,  je  mène  le  diamètre  DOE;  pois,  je  joins 
le  sommet  A  du  triangle  à  Textrémité  £  du  diamètre  DOE, 
par  la  droite  AE  dont  le  prolongement  coupe  la  base  BC  au 
point  ly  i  ce  dernier  point  sera  celui  auquel  le  c^cle  tangent 
à  la  base  BC  et  aux  prolongements  des  deux  autres  côtés 
AB,  AC,  touche  la  base  BC  du  triangle.  C'est  ce  que  noos 
allons  d'abord  démontrer. 

J'élève  sur  BC,  au  point  ly,  la  perpendiculaire  D'O'E'  qai 
rencontre  aux  points  O'yË' les  prolongements  des  droites  AO, 
AD;  et  je  mène,  des  points  0,  O',  des  perpendiculaires  OG, 
Ô'G'  sur  AB,  Il  en  résulte  :  0G:0C:: AO :A0'::  OE:0». 
MaisOGsr^OE;  donc,  0'G'  =  0'D;  et  par  conséquent  le 
point  O'  est  le  centre  du  cercle  cx-inscrit  au  triangle  ABC. 
Ce  carde  touche  la  base  BC  au  point  D',  piâsque  le  r^ypn 
O'D' est  perpendiculaire  sur  BC. 

Maintenant,  je  dis  que  les  droites  MO,  MO',  menées  da 
milieu  M  de  BC  aux  centres  0  et  O',  passent  par  les  milieux 
L,  L'  des  droites  AD,  AD'.  En  effet,  les  tangentes  BD,  CD' 
sont ,  comme  on  sait,  égales  entre  elles  ;  ainsi ^  le  point  M , 
milieu  de  BC ,  est  le  milieu  de  DD.  La  droite  MO  divise  en 
parties  égales  les  côtés  DD',  DE  du  triangle  DD'E  :  elle  est 
donc  parallèle  à  D'EAj  et  par  conséquent  elle  divisera  DA 
en  deux  parties  égales  au  point  L.  De  plus,  D'O'ssO'E', 
puisque  EO=:OD  ;  donc ,  la  droite  O'M  est  parallèle  à  FD  ; 
il  s'ensuit  qu'elle  partage  en  deux  parties  égales  la  droite^ 
AD' au  pointu. 

Je  ferai  encore  observer  que  le  produit  des  rayons  OD, 
O'D'  est  égal  au  produit  des  tangentes  BD,  BD'.  Car  les  trian- 
gles BOD,  BO'D',  semblables,  comme  ayant  leurs  côtés  per- 
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pendiculaires  chacun  à  chacoo,  donnent  la  proportion 
OD:Biy::BD:0'D'. 

2.  La  droite  qui  unit  les  iiMli^Q^  M»  L  409  diagonales 
BG,  AA'  d'un  quadrilatère  A]||^-  (fig.  76) ,  circonscrit  à  un 
cercle ,  passe  par  le  centre  O  àp  ce  cercle. 

En  effet,  inscrivez  des  cercles  dans  les  triangles  ABC, 
A'BG,  ils  toucheront  la  base  commune  BC  en  un  même 
ppint  p.  Car,  le  quadrilatère  étant  circonscriptible^  oû  a 
AC— AB=rA'C— A'B;  mais  la  différence  AC— AB  est  égale 
à  la  différence  des -distances  DG  ,  DB  des  extrémités  de  la 
base  BG  du  triangle  ABC»  au  point  de  contact  D  de  la  base 
et  du  cercle  inscrit ,  et  il  en  est  de  même  pour  le  triangle 
A'BC;  donc,  les  cercles  inscrits  dans  ces  triangles  touche- 
root  la  base  commune  au  même  point,  lies  dis^mètres  D&E, 
DG^E'  de  ces  deux  cercles ,  menés  par  le  point  D^  seront  ea 
prolongement  Fun  de  l'autre,  sur  une  perpendiculaire  à  la 
droite  BC.  Les  deux  droites  AE,  A'E'  couperont  la  hase  BG 
en  un  même  point  D',  qui  sera  le  point  de  contact  de  la  base 
BG  et  des  cercles  ex-inscrits  aux  deux  triangles  (note  1). 
Enfin,  si  Ton  prolonge  les  deux  droites  AD,  A'D,  jus^'à  ce 
qu'elles  rencontrent  eu  des  points  F,  F'  la  perpendiculaire 
éleyée  sur  BG  au  point  D',  les  droites  B'F,  D'F'  seront  les 
diamètres  des  cercles  ex-inscrits  aux  triangles  ABC,  A'BG , 
et  qui  touchent  la  base  BC  au  point  D'. 

Cdaposé,  on  aura  DT':DE::DT:DE',  car  les  produits 
BEx  DT,  DE'  X  DT'  sont  égaux  entre  eux,  puisque  cha- 
dm  d'eux  est  égal  à  4.BD.BD'  (note  1);  il  s'ensuit  HF:HD 
::  FH':  H'D,  et  par  conséquent  la  droite  HH'  est  parallèle  à 
FT  et  à  £'E.  Le  milieu  de  cette  droite  HH'  sera  le  centre  O 
du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère  ABCA',  car  les  bissec- 
trices AG,  A'G'  des  angles  BAC,  BA'G,  divisant  en  deux  par- 
ties égales  les  diamètres  DE,  DE',  devront  passer  par  le  mi- 
lieu de  flff.  La  ligne  DG  étant  égale  à  BD,  le  point  M,  milieu 

Anii.  DB  Math£hat.  III.  3^ 
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de  BG,  est  milieu  de  D'D.  Aiosi»  les  trois  points  M,  O,  L 
sont  les  milieux  des  diagonales  D'D,  H'H,  A'A  du  quadrila* 
tère  ocMDiplet H'iyHDA'A.  Donc ,  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  G. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  M.  GHASLES, 

sur  les  arcs  semblables  d'une  conique^  et  autres  comidératiom 
sur  les  arcs  curvilignes. 


I.  Thâoréme  1.  Une  sécante  coupe  une  courbe  plane  en 
deux  points  M  et  M' ,  par  ces  points  menons  des  tangentes  se 
rencontrant  en  un  point  I  ;  supposons  que  la  sécante  tourne 
infiniment  peu  autour  d'un  point  fixe  O ,  situé  sur  la  sécante, 
et  que  les  points  de  rencontre  deviennent  respectÎTement 
,.      Mm         OM.MI 

roir  la  démonstration  p.  183  et  184  (IV  et  V). 

Observation,  Le  théorème  est  dû  à  Newton ,  il  sert  de  base 
k  ses  applications  du  calcul  fluxionnel  à  des  questions  de 
géométrie  (*). 

II.  Une  droite  D  et  une  conique  G  étant  situées  dans  le 
mtoeplan,  sur  D  prenons  deux  points  I  et  î  infiniment 
Toisins.  Soient  MM'  la  polaire  du  point  I ,  et  mm'  celle  du 
point  i  ;  le  point  d'intersection  O  sera  le  pôle  de  la  droite  D, 
et  le  théorème  précédent  donne  le  rapport  fini  auquel  est 

IVf/w 

égal  le  rapport  différentiel  ^    ,. 


(*)  Traetaiui  de  qwtdraturd  c%trvarum.  Inirodueiio.  —  Cet  ouTrage  a  pan 
en  I70e,  à  la  suite  de  Enumeraiio  Linearum,  etc. 


-  5orr  — 

ill«  Il  es:iste  eucore  une  autre  relation  poar  ce  rapport 
diflEérentid.  Soit  N  le  point  de  rencontre  des  deax  tangentes 
consécutiyes  IM ,  îm  :  WSm  est  l'angle  de  contingence;  por- 
tons NI  sur  N£  de  N  en  P,  de  sorte  qu'on  a  : 

if=  jN—  IN  =  tm  —  IM  —(mN  +  MN)  =*IcosaP, 

car  le  triangle  HP  est  rectangle  en  P.  On  aura  de  même  de 
l'autre  côté  de  U  : 

iF=£N'— IN'=  Im'—  IM'  -(m'N+î«rN')=iI  oostlF. 

Les  points  analogues  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres  ac- 
<;entaées.  Fixons  sur  la  conique  un  point  B  entre  M  et  M'  $ 
soient Im=r,Im'  =  /',  RM  =  5,  RM'=s',  ww— IM=A^ 

lni'^im'=dt':  mN+MN  =  mM  =  ^5,  'm'N'+M!îi'=zds\ 
car  dansJetrianglemNMl'angledifière  infiniment  peudedeux 

,      _    ,^    ^        .       cos.aP       dt-'ds 

angles  droits.  On  a  donc :«î*=-rr r-r. 

^  COsJF      dt — ds 

lY.  Si ,  au  lieu  de  la  droite  D  on  prend  une  courbe  quel- 
<x)nque  C,  les  angles  tlP,  iW  sont  les  angles  que  forme  là 
tangente  à  la  courbe  C,  passant  par  I,  avec  les  tangentes  IM^ 
IM'  menées  par  ce  point  à  la  conique  G  ;  si  la  courbe  C  est 
telle  qne  le  rapport  des  cosinus  de  ces  angles  soit  constam- 
ment égal  au  nombre  r,  de  sorte  que  MI  étant  le  rayon  inci- 
dent, IW  soit  le  rayon  réfracté  selon  le  rapport  r  de  réfrac^ 

di  —  ds        -,  ,  .        . 

tion  ;  on  aura  /i==  .,_,;,    d  ou    n{t  — *)=r;:^— «  +con- 

stante.  Il  suflBt  de  connaître  les  valeurs  de  / ,  i ,  «',  /  répon- 
dant à  un  point  de  la  courbe  G  pour  déterminer  la  valeur  de 
la  constante,  n  étant  donné ,  il  est  facile  de  trouver  l'équation 
différcintielle  de  la  courbe  G';  nous  la  donnerons  en  traitant 
des  caustiques  par  réfraction  et  des  lignes  aplanétiqaes  ;  pour 
le  moment,  il  suffit  de  remarquer  qu'au  point  où  G'  ren- 
contre G,  on  a  évidemment  n  =±  1  ;  donc  si  n  n*est  pas  égal 
à  1 ,  la  courbe  G'  ne  peut  pas  rencontrer  la  conique  G  ;  sup- 
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posons  donc  n  =  i ,  nons  sayons  qu'alors  G^  et  G  sont  deux 
coniques  bi-confbcales  se  coupant  orthogonalement  ;  prenons 
ce  point  d'intersection  pour  le  point  fixe  R;  en  ce  point 
/,  5,  t\  s' sont  nuls  ;  donc  on  a  t' —  s'=e—sont'  —  tz=s'  —  5, 
ce  qui  démontre  le  beau  théorème  de  M.  Ghasles.  {f^.  p.  425.) 

Observation,  Le  célèbre  géomètre  donne  le  nom  d'arcs  sem- 
blables à  deux  arcs  dont  la  différence  est  égale  à  une  droite  ; 
ces  arcs  n'étant  pas  semblables  dans  le  sens  ordinaire  du  mot, 
il  est  à  désirer  qu'on  indique  une  autre  dénomination  ;  ne 
pourrait-on  pas  les  désigner  par  arcs  correspondants?  Le  mot 
correspondant  a  déjà  été  introduit  par  M.  I  vory  dans  la  théorie 
des  attractions  des  sphéroïdes ,  dont  on  doit  à  M.  Ghasles 
une  exposition  si  intuitive. 

L'expression  homo-focale  ne  parait  pas  non  pins  conve- 
nable ;  outre  que  sa  formation  est  hybride ,  elle  ne  dit  pas 
que  les  deux  foyers  sont  communs. 

V.  Ge  théorème  donne  la  solution  de  plusieurs  problèmes 
importants. 

Problème  i.  Partager  Tare  MN  de  conique  en  deux  arcs 
correspondants  ? 

Solution  Par  M  et  N  on  mène  des  tangentes  à  la  conique  f 
soit  I  le  point  de  rencontre,  par  ce  point  on  fait  passer  une 
conique  bi-confocale  à  la  conique  donnée ,  le  point  d'intersec- 
tion R  des  deux  coniques  est  le  point  de  division  cherché. 

ObservcUion,  L'intersection  de  deux  coniques  confocales,  et 
â  fortiori  bi-confocalcs,  peut  toujours  se  construire  géométrie 
qu>ement. 

Problème  2.  Etant  donnés  trois  points  M,  N ,  M' d'une  co- 
nique tracée ,  trouver  un  quatrième  point  H'  tel  que  les  deux 
arcs  MN ,  M'M'  soient  correspondants. 

Solution.  Soit  I  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes 
menées  par  M  et  M' i  par  I  faisons  passer  une  conique  bi-con* 
focale,  qui  sera  rencontrée  en  1'  par  la  tangente  menée  par 
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N  ;  par  ce  même  point  I'  menant  une  tangente  à  la  conique 
donnée ,  le  point  de  contact  sera  le  point  N'  cherché. 

Problème  3.  Partager  la  demi-ellipse  en  deux  arcs  corres- 
pondants. 

Solution.  Soient  G  le  centre  de  l'ellipse  ;  A  et  A'  les  extré- 
mités d'un  diamètre  ;  AT,  AT  les  deux  tangentes  parallèles , 
T  est  un  point  situé  à  l'infini ,  construisons  une  hyperbole 
bi-confocale  ayant  pour  asymptote  la  droite  CT  ;  elle  coupe 
la  demi-ellipse  en  un  point  R ,  donc  BA' —  RA = AT —  AT  : 
abaissons  de  A' une  perpendiculaire  A'P  sur  AT,  on  aura 
AT— AT=  AP  ;  donc  RA'  —  RA  =  AP,  c'est^-dire  que  la 
différence  des  arcs  est  égale  à  la  projection  du  diamètre  sur 
la  tangente  passant  par  son  extrémité. 

VI.  Théorème.  La  longueur  infinie  des  asymptotes,  moins 
la  longueur  infinie  des  hyperboles ,  est  une  quantité  finie. 

Démonstration.  Soient  G,  A ,  F  le  centre,  le  sommet ,  le 
foyer  voisin  d'une  hyperbole  ;  AR  le  quart  de  Thyperbolc , 
R  étant  le  point  situé  à  l'infini  ;  GR  la  longueur  infinie  de 
l'asymptote;  soit  encore  1  le  point  où  la  tangente  au  sommet 
A  rencontre  l'asymptote  ;  concevons  une  ellipse  bi-confocale 
passant  par  I  et  coupant  orthogonalement  l'hyperbole  en  M , 
nous  aurons  : 

.    CR-AR  =  Gïr|-lR  — AM— MR 

=  CI+IR— 2AM+AM— MR, 
Or,  d'après  le  théorème  de  M.  Ghasles ,  AM — MR=A1— IR, 
doncCR— AR=CI4-AI— 2AM.   C.Q.F.D. 

Observation.  Ce  dernier  théorème  et  le  moyen  de  trouver 
des  arcs  correspondants  dans  les  coniques  et  dans  d'autres 
courbes  sont  connus  depuis  longtemps  et  remontent  jusqu'au 
comteFagnano  (1750);  Legendreena  donné  une  théorie  analy- 
tique complète  sous  le  titre  de  Traité  des  fonctions  elliptiqms 
et  des  intégrales  eulériennes^  2  vol.  in-4^,maisla  relation  entre 
cette  théorie  et  celle  des  coniques  bi-confocales  est  une  des 
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plus  belles  découyertes  de  Tauteur  de  l'histoire  des  mélhode» 
en  géométrie  (*). 

TH.  Théorème.  Deux  courbes  algittfriques  ne  peAyent 
avoir  des  arcs  égaux  sans  se  confondre. 

Démonstration.  On  peut  placer  les  deux  courbes  de  ma- 
nière à  avoir  cet  arc  en  commun ,  alors  elles  auront  donc  une 
iuGnité  de  points  en  commun  sans  se  confondre,  ce  qui  est 
impossible,  donc,  etc. 

OhservcUion.  Apollonius  démontre  qu'un  arc  d'^lipse  ne 
peut  être  égal  à  un  arc  de  cercle ,  etc.,  et  en  général  que 
Tare  d'une  conique  ne  peut  être  placé  sur  un  arc  d'une  coni- 
que différente.  (Uv.  VI,  prop.  VI.) 

VIII.  On  démontre  de  la  même  manière  que  dans  la 
même  courbe  deux  arcs  ne  peuvent  être  égaux,  à  moins  que 
la  courbe  ne  soit  symétrique  par  rapport  à  un  axe  :  les  arcs 
égaux  sont  placés  symétriquement. 

Observation,  Apollonius  démontre  encore  que  dans  le 
même  quadrant  d'ellipse,  dans  la  même  demi-parabole  et 
dans  la  même  demi-hyperbole,  on  ne  peut  prendre  des  arcs 
superposables.  (Prop.  XIX.)  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITÉ, 

Et  équations  fondamentales  relatives  aux  courbes  du  second 

degré. 

(  y.  p.  424.  ) 


LIV.  Théorème  de  Newton  sur  les  segments. 

Si  l'on  prend  dans  le  plan  d'une  ligne  de  l'ordre  m  un 

(*)  La  première  trace  des  fonetions  elliptiques  m  troufe  dans  Pascal.  (CSurre»* 
t.  V,  p.  38  et  suivantes,  édit.  de  1819.) 
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point  fixe  et  que  Ton  mène  par  ce  point  d^ix  sécantes  ^  le 
produit  des  segments  formés  par  lapremi^e  sécante,  divisé 
par  le  produit  des  segments  formés  par  la  seconde  sécante  » 
donne  un  quotientconstant»  quelque  soit  le  point  fixe,  pourvu 
que  les  sécantes  conservent  mêmes  directions. 

DémonstroHon.  Soit  P,«+  P,„-  i  + PW  =  0  l'é- 
quation de  la  ligne  de  l'ordre  m;  et  P»  ==  A^"*  + , +Gr"»  ; 

prenons  le  point  fixe  pour  origine  et  les  sécantes  pour  axes. 

Premier  cas.  Aucune  des  trois  quantités  A,  G,  P(o)  n'est 

nulle  ;  faisons  ^  =  0  ;  le  produit  des  segments  formés  par 

p 
Taxe  des  x  est  égal  à  (—1)*"  tt  ;  de  même  le  produit  des  seg- 

p 

ments  formés  par  Taxe  des^  est  (— ir  -r-  ;  ce  produit  divisé 

A 
n 

par  le  précédent  donne  pour  quotient  -r-  ;  prenons  maintenant 

A. 

des  sécantes  parallèles  aux  (précédentes  et  n'ayant  pas  non 
plus  leur  point  commun  sur  la  courbe  ;  prenant  ces  nou- 
velles sécantes  pour  axes,  le  terme  Pm  ne  changera  pas  (L,  co- 
roll.  1  )  j  les  coeflScients  A  et  C  ne  changeant  pas,  le  rap- 

G 
port  -  reste  le  même. 
A 

p/  \  Q 

^cas.  Si  A  seul  est  zéro,  alors  -jî-  est  infini ,  et  ^  est  nul  ; 

ce  rapport  restera  uni  pour  toutes  les  sécantes  parallèles  aux 

P() 
axes;  et  -—-restera  toujours  infini  tant  que  PQ  n'est  pas 

A. 

nul  ;  donc  si  une  droite  rencontre  une  courbe  à  Vinfini  >  toute 
droite  parallèle  la  rencontre  aussi  à  Vinfini, 
Si  C  seul  est  zéro,  on  a  des  conclusions  analogues. 

3*  cas.  Si  P(o)  seul  est  zéro,  alors  l'origine  est  sur  la  courbe  ; 

Pf  )  Pf) 

-^,  -—  sont  nuls  et  leur  rapport  se  présente  sous  la 

A       Cil 
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0  C 

forme  -  ;  toutefois  ce  rapport  est  déterminé  et  égal  a  ~  ; 

car,  supposons  l'origine  très-près  de  la  courbe,  alors  P(^  est 

C 
infiniment  petit  et  le  rapport  segmentaire  est  toujours  --*. 

4*  cas.  Si  C  et  A  sont  nuls,  le  rapport  segmentaire  —-  de- 

Tient  -  et  reste  indéterminé,  et  le  théorème  des  segments  n'a 

plus  lieu  i  autrement ,  toutes  les  fofs  que  les  deux  sécantes 
rencontrent  la  courbe  à  Tinfini ,  la  constance  du  rapport  seg- 
mentaire n'existe  plus. 

C 
5*  cas.  Si  A  et  P(o)  sont  nuls,  le  rapport  j  devient  et  reste 

A. 

inCni. 

Observation  1.  Dans  ce  qui  précède,  le  produit  des  seg- 
ments comprend  aussi  les  segments  imaginaires. 

Observation  2.  La  proportionnalité  des  produits  des  seg- 
ments dans  les  coniques  était  connue  des  anciens.  C'est  la 
proposition  XYII  du  troisième  livre  d'Apollonius,  ainsi 
énoncée  -.  Les  rectangles  des  segments  formés  par  deux  cor- 
des qui  se  coupent  sont  proportionnels  aux  carrés  des  tan- 
gentes parallèles  à  ces  cordes;  les  propositions  suivantes 
concernent  divers  cas  particuliers.  Newton  est-  le  premier 
qui,  dans  l'ouvrage  cité  ci-dessus  (p.  423)  »  ait  étendn  cette 
propriété  aux  courbes  du  second  genre  (troisième  ordre); 
cette  proposition  (VI,  p.  4  )  ainsi  que  toutes  les  autres  qu'on 
trouve  dans  cet  ouvrage  sont  énoncées  sans  démonstration  ; 
elles  ont  été  données  ensuite  par  divers  géomètres. 

Observation  essentielle.  Une  ligne  de  l'ordre  m  comprend 
aussi  un  système  de  lignes  quelconques,  situées  sur  un  même 
plan  et  dont  la  somme  des  degrés  est  égale  à  m.  Ainsi  ^  les 
propriétés  des  segments  s'appliquent  à  un  système  de  m 
droites  dans  un  même  plan,  etc.;  nous  ne  répéterons  plus 
cette  observation. 
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LY.  Cas  particuliers,  1*^  Si  sur  une  droite  rencontrant 
la  courbe  à  l'infini,  on  prend  deux  points  0, 0'  par  lesquels 
on  mène  deux  sécantes  quelconques  parallèles,  les  produits 
des  segments  formés  par  les  deux  sécantes  sont  entre  eux 
comme  les  produits  des  segments  finis,  réels  et  imaginaires 
formés  sur  la  droite  aux  points  O  et  O'  ;  car  les  segments  in- 
finis dans  les  deux  produits,  ne  diiTérant  que  de  la  quantité 
finie  00',  sont  égaux.  Ainsi,  dans  la  parabole,  deux  cordes 
parallèles  étant  rencontrées  par  un  diamètre  quelconque,  les 
produits  des  segments  formés  sur  ces  cordes  sont  entre  eux 
comme  les  parties  du  diamètre  interceptées  entre  ies  cordes 
et  la  courbe;  il  en  est  de  même  dans  l'hyperbole  lorsque  les 
cordes  parallèles  sont  coupées  par  une  droite  parallèle  à  une 
asymptote. 

2**  Une  corde  étant  conjuguée  à  un  diamètre,  le  théorème 
des  segments  donne  directement  dans  les  deux  coniques  à 
centre  :  le  carré  de  la  demi-corde  est  au  produit  des  segments 
du  diamètre  comme  le  paramètre  du  diamètre  est  à  la  lon- 
gueur du  diamètre  ;  et  dans  la  parabole  :  le  carré  de  la  demi- 
corde  est  équivalent  au  rectangle  formé  du  paramètre  et  du 
segment  fini  du  diamètre.  Écrites  algébriquement,  ces  pro- 
positions fournissent  les  équations  les  plus  simples  des  coni- 
ques. C'est  à  ces  mêmes  équations,  l'origine  étant  au  sommet, 
que  les  coniques  doivent  leurs  noms,  comme  nous  le  dirons 
dans  un  article  sur  l'origine  de  diverses  dénominations. 

LVI.  Problème.  Une  courbe  algébrique  du  degré  m  étant 
tracée,  mener  une  tangente  par  un  point  pris  sur  la  courbe. 

Solution,  Par  un  point  0  pris  dans  le  plan  de  la  courbe 
menons  deux  sécantes,  rencontrant  chacune  la  ligne  en  m 
points  réels  et  à  distances  finies  ;  chaque  sécante  fournit  m 
segments,  à  partir  du  point  0.  Soit  OM  un  segment  pris  sur 
la  première  sécante,  et  représentons  par  P  le  produit  des  m — 1 
antres  segments;  représentons  de  même  par  OM'  et  F  des 
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quanlKés  analogues  pour  la  seconde  sécante  ;  et  désignons 
par  R  le  rapport  constant  des  deux  produits ,  on  a  donc  : 

QM.P  _^  ,       OM      RF 

prenons  sçr  la  sécante  OM  un  point  N  et  sur  la  seconde  sé- 
cante un  point  N'  tels  que  Ton  ait  : 

OM_  ON      R.F 
CMF"0N'~"  p.  ' 

il  est  évident  que  la  droite  NN^  est  parallèle  à  la  corde  MM'. 

Supposons  que  le  point  O  se  transporte  sur  la  courbe ,  le 

OM'  ^  ,    ^         0        .    \  ^    ,  ;,  RP'      , , 

rapport  -TT^  prend  la  forme  -,  mais  est  égal  à  -p-,  et  la 

corde  MM'  devient  une  tangente;  de  là  résulte  cette  con- 
struction :  par  le  point  de  contact  S  on  mène  deux  sécantes 
rencontrant  chacune  la  courbe  en  m — 1  autres  points  réels, 
à  distances  unies,  faisant  le  produit  des  m — 1  segments, 

P' 

on  a  le  rapport  ^  ;  par  un  point  quelconque  O  non  situé  sor 

la  courbe,  on  mène  deux  sécantes  parallèles  aux  ccnrdés,  ce 

qui  fait  connaître  R;  prenant  sur  les  cordes  deux  lon- 

SN       TiV 
gueurs  SN,  SN'  telles  que  Ton  ait  5,^=  -^ô"  »  ^  droite  me- 

née  par  S  parallèlement  à  NN'  est  la  tangente  demandée. 

Applicaivon  aux  coniques.  Par  le  point  S  je  mène  deux 

P'      STT 
cordes  ST,  ST';  on  a  donc  1^  =  ;=•  ;  par  un  point  V  pris 

sur  ST,  je  mène  tine  parallèle  LVU  à  la  corde  ST  ;  on  a  donc  : 

SV.VT  SN        SV.VT.ST' 

LV.VL'  SN'""  LV.VL'.ST^ 

cy  VT  ST' 

prenant  SN'=ST,  il  Tient  SN  =     .\/,;>,   ■ }  ligne  facile  à 
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construire;  mais  il  fauVvfaire  attcolion  amc  signes  des  seg- 
ments pour  savoir  dans  qael  sens  il  faut  porter  SN. 

Si  les  cordes  ST,  ST'  sont  également  inclinées  sur  un  axe 
principal,  ce  qui  arrive  lorsqu'elles  sont  parallèles  à  deux 
diamètres  égaux  ou  bien  à  deux  cordes  égales  passant  par  un 
sommet ,  alors  on  a  évidemment  SV.VT  =  LV. VL'j  donc,  si 
SN'  =  ST,  on  a  s^ussi  SN  =  ST'.  Il  suffit  donc  dans  ce  cas  de 
porter  ST  sur  ST'  et  ST'  sur  ST';  dans  le  cercle,  tous  les  dia- 
mètres étant  égaux ,  la  construction  existe  pour  des  cordes 
quelconques;  elle  est  due  ainsi  que  la  suivante  à  Maclaurin. 

LVII.  Cercles  osculateurs  dans  les  coniques,  tes  cordes  ST, 
ST'  étant  également  inclinées  sur  un  axe  principal,  le  cercle 
qui  passe  par  les  trois  points  S,  T,  T',  a  donc  au  point  S  même 
tangente  que  la  conique;  c'est-à-dire  que  le  cercle  a  deux 
points  en  commun  avec  la  conique  au  point  S,  et  deux  autres 
points  en  T  et  T'j  si  le  point  T  se  rapproche  continuellement 
de  S,  la  corde  ST  devient  finalement  une  tangente  et  ST'tme 
corde  ayant  mémo  inclinaison  sur  l'axe  principal  que  la  tan- 
gente ;  le  cercle  qui  a  même  tangente  et  même  corde  ST'  se 
nomme  cercle  osculateur;  il  a  trois  points  en  commun  avec 
la  conique  au  point  S  et  un  autre  au  point  T'.  Le  faycn  de  ce 
cercle  est  le  rayon  de  courbure-,  ainsi ,  pour  construire  le  cer- 
cle osculateur  en  un  point  donné  S  sur  la  conique,  on  mène 
par  ce  point  une  tangente  et  puis  une  corde  ayant  sur  un  axe 
même  inclinaison  que  la  tangente  ;  le  cercle  qui  a  la  même 
tangente  et  la  même  corde  est  le  cercle  osculateur  cherché. 

Cette  construction  est  impraticable  aux  sommets ,  parce 
que,  en  ces  points, -le  cercle  osculateur  a  un  point  quadruple 
en  conunun  avec  la  courbure  ;  mais  on  sait  par  d'autres  con* 
sidérations  qu'aux  extrémités  d'un  axe  principal,  le  rayon  dç 
courbure  est  égal  au  demi-paramètre  de  cet  axe.  Nous  re- 
viendrons sur  cette  matière,  et  voir  aussi  tome  II,  p.  ?5  et  183. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 

au  concours  d*<igrégationpour  les  sciences  mathématiques. 

V  En  1844. 

Composition  d'analyse. 

Intégrer  les  deux  équations 

dx        dy  , 

^-2^  +  9^-2^  =  0, 

en  expliquant  la  méthode  qu'on  aura  suivie. 

Composition  de  mécanique. 

Déterminer  les  lois  des  petites  oscillations  d'un  fil  flexible 
.  inextensible  et  sans  masse,  suspendu  à  un  point  fixe  et  chargé 
de  deux  points  matériels  pesants,  en  supposant  qu'à  Forigine 
du  mouyement  les  deux  points  matériels  n'aient  pas  de  vi-* 
tessc  et  qu'ils  se  trouvent  avec  le  point  de  suspension  sur 
une  même  ligne  droite  qui  s'écarte  très-peu  de  la  verticale. 

Chercher  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour 
que  chacun  de  ces  points  oscille  comme  un  pendule  simple. 

2'  En  1843. 

Composition  d'analyse. 

Donner  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  linéaires  et  du  premier  ordre. 
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Trouver  réqaation  des  surfaces  telle  que  si ,  par  un  point 
donné,  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan  tangent,  le 
rectangle  construit  sur  cette  perpendiculaire  et  sur  la  portion 
de  la  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et  un  plan 
fixe  mené  par  le  point  donné,  soit  équivalent  au  carré  delà 
distance  du  point  donné  au  poiA  de  contact. 

Composition  de  mécanique. 

Déterminer  le  mouvement  d'une  ligne  droite  pesante  et 
homogène  dont  un  point  est  fixé ,  dont  la  position  initiale  est 
quelconque ,  et  à  laquelle  on  applique  une  percussion  en  un 
point  donné. 

On  fera  voir  l'analogie  de  ce  mouvement  avec  celui  d'un 
pendule  simple ,  on  assignera  les  circpnstances  initiales  du 
mouvement  et  la  pression  variable  sur  le  point  fixe. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  droite  décrit  un 

cône  droit  vertical  et  celui  où  elle  s'écarte  très-peu  de  la 

verticale. 

3o  En  1842. 

"Composition  d'analyse. 

Étant  donnée  une  série  de  paraboles  ayant  même  grand 
axe  et  même  foyer  ^  déterminer  les  courbes  qui  coupent  ces 
paraboles  à  angle  droit. 

Déterminer  les  courbes  qui  coupent  à  angle  droit  une  série 
d'ellipses  de  même  foyer. 

Composition  de  mécanique. 

Donner  les  conditions  d'équilibre  d'un  61  flexible  et  inex- 
tensible libre  ou  placé  sur  une  surface ,  et  sollicité  par  des 
forces  quelconques. 

Démontrer  qu'un  fil  flexible  homogène  et  sans  pesanteur 
peut  tourner  autour  de  la  droite  qui  joint  ses  extrémités 
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flxcs,  en  conservant  une  figure  permanente,  et  déterminer 
cette  figure  :  on  fait  abstraction  de  la  résistance  de  l'air  et 
des  frottements. 


M^OIRE 

QUELQUES  SÉRIES  DE  SINUS  ET  COSINUS. 

vABL  &.  ▲.  UBOonrrx. 


Euler  a  donné ,  dans  son  Introduction  à  PAnalyse  infinité- 
simale (Introductio  in  Analysin  infinitorum ,  t.  1",  p.  218), 
plusieurs  séries  de  sinus  et  de  cosinus ,  et  ce  sont  ces  séries 
qui  font  Pobjet  du  mémoire  que  nous  croyons  devoir  publier. 

On  sait  que  cet  illustre  géomètre  a  été  conduit  à  la  som- 
mation de  ces  séries  en  ayant  recours  aux  séries  récurrentes, 
ce  qui  exige  les  notions  de  FAlgèbre  supérieure ,  tandis  qae 
le  procédé  que  nous  allons  présenter  ici ,  pour  arriver  au 
même  but ,  nous  parait  beaucoup  plus  simple,  en  ce  qu'Une 
touche  nullement  aux  questions  de  l'Analyse  supérieure. 

I. 

Considérons  d'abord  les  deux  séries  infinies  : 

sin  ût+sin  2a4-  sin  ^a  +  sin  ^a-\-  sin  5a -f- 

cosû+cos2a-|-cos3a-(-cos4a+cos5«-|- 

«t  proposons-nous  de  les  sommer  ;  pour  cela ,  représentons , 
pour  plus  de  simplicité ,  par  S  la  première  série  (celle  des 
sinus),  et  par  G  la  seconde  (celle  des  cosinus). 


et 
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Maintenant  si  Ton  remarque  que 

sin  a  = sina 

sin  2a=smacosa'\-  sin  acosa 
sin  3a =sin  ^2acosa  -f-  sin  aoos  2a 
sin  4a  =  sin  3acosa-|-sin  a  cosSa 
8in5a=sin4acosa-{-sinacos4a  etc 

cos  a  =  . . . .  cos  a 
cos2a=cos  a  cos  a — sin  asin  a 
cos  3a=côs2a  cosa-— sinâa  sina 
cos4as=cos3acosa — sin3asina 
cos5a=cos4acosa — sin4asina   etc 

on  aura  les  équations  suivantes  : 

S  =  S.cosa  +  (l+C)sina, 
C  =  (i-f-C)cosa  — S.sina. 

Ces  deux  équations ,  ne  renfermant  que  les  deux  inconnues 
S  et  G ,  donnent  les  expressions  suivantes  de  ces  deux  in- 
connues ' 

_jina__        n__* 
2(1— cosa)'  2' 

Ainsi ,  nous  avons  : 

sina 


(1)    8imi+sin2a+sin3a+sin4a+sin5a+. . . .  = 


2(i~cosa)' 


(2)    cosa+co82a+cos3a+cos4a+cos5a+...  =— ^. 


lï. 

Proposons-nous ,  maintenant,  de  sommer  les  deux  série» 
infinies  : 


sina-|-8in(a-f  6)+8in(a-f-2^)-f-sin(a+3&)+., 
cosa+cos  (a  +  i) +cos(a-|-26)-|- cos  (a-|- 36)-f . 
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pour  ce]a ,  représentons  toujours  par  S  la  première  série 
(celle  des  sinus) ,  et  par  G  la  seconde  (celle  des  cosinus). 
Si  nous  remarquons  que 

sînar=sina 
sïnia+b)  =sinacos6  4-sin&cosa 
sin(ât4-26)=sin«cois2^+sin26cosa 

sm{a'\'3b)  =  s\nacos3b'\-s\n3bcosa  etc 

et 

cos  a  =  cosa 

cos  C«4-  b)  =  cosacosb — sin  a  sin  b 
cosia'-{-^b)=cosacos2b-^smasm2b 

cos(^4~^^]=<^osacos36  — sinasinS^etc 

on  aura  : 

S=sina(l-f-cos^  +  cos2fr-f  C0S36  + )  -f- 

-}-cosû{sin6  +  sin2Z>+sin36+ )» 

C  =  cosa(l  4-cos64-CQs2^+cos3^+ )  — 

—sin  a  (sin  6  4-sin  2b  +  sin  3& + )  * 

ou  bien ,  en  vertu  des  séries  (1)  et  (2) ,  $  1^'  ^ 

^       .        1    .  sin  6  sina  —  sin  (a  —  b) 

S=smâ(.  -  +cosa. —  = , 

2^  2(1— cos*)  2(1  — cos*) 

^  t         .  sin*  cosdf— cos(a  —  *) 

C=cosa.  -  —  sm^.  -7- —77  = --rr —     ,    ■  ; 

2  2(1— cos*)  2(1— cos*)     ' 

mais  9  on  a  : 

*\   .    * 
s\na^s\n(a  —  &)=2cos  [a — --   sm-. 


ia  —  s\n{a  —  *)=2cos  la — -| 
cosa — cos{a— *)=— 2sin  /a—  -J 


*\   .    * 


€t  2(1— cos*)=4sin\-, 

d'où  / 


cos  fût )  sin  (a ) 

■^      •.  *   '  ■" r*~' 

2sin  X  '-^sm^ 

2  2 
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Ainsi,  nous  avons  : 


_^(^l) 


(3)  8ina+sin(a+6)+sîn(a+2&)+8in(tf+36)+....= g- 

2 

sin(a-^) 

(  4)  cosa+cos(a+6)+cos(tf+26)+cos{tf +36)+.  .=—  — i — r-^. 

2sin- 
2 

Nous  sommes  parvenus  à  la  sommation  de  ces  deux  séries, 
en  ayant  recours  à  celles  du  $  1®%  mais  on  peut  y  arriver  di- 
rectement, conmie ,  dans  ce  parag;raphe ,  pour  les  séries  de 
sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multiples  : 
En  effet,  si  nous  remarquons  que 
sin  (a>{-  b)  =sin  ^  cos 6  -|~ sin  b cos a 
sm{a-\-^b)  z=:sm{a'\- b)  cm  b  +sin6cos(û+6) 

sin(ât+36)  =  sin(^z+26)cos6+-sin&cos(a+2é)  etc.. 
et 

cos(a-\'  b)  =^co&acGsb  —  sin  a  sin  6 

cos[a+2b) = cos  {a'\-b)cosb^  sin  (a-}-  b)  sinb 

cos  (^4- 36)  =  cos(a -f26)  cosfr  —  sin  (a+ 2è)sin  6  etc. . . 

on  aura  : 

S =sin  a+-S .  cos  64- C.  sin  6, 
C =cosa+ G .  cos6  —  S .  sin  6, 

et  ces  deux  équations  nous  donneront  les  valeurs  de  S  et  G, 
trouvées  précédemment. 

III. 

Dans  ce  paragraphe ,  nous  allons  nous  proposer  de  sommer 
les  séries  flnies  : 

sin<z+sin2a  +  sin  3a+sin4a+ +sin/ia, 

costf+cos2û+cos3a+cos4fl^+ +cosn^ï, 

sin  a  +  sin  {a+b)  +sin  (a+26)  +sin  (^+36) +  sin  (a+n6) , 

cos^z  +COS  (û+6)+cos  (a+26)  +cos  (a+36) +cos  (a+nt). 
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Euler  est  arrivé  à  la  sommation  de  ces  séries  en  ayant  re* 
coors  aax  séries  (3)  et  (4)  du  5  2  ^  mais  on  peut  y  arriver  di- 
rectement par  la  méthode  de  décomposition  appliquée  simul- 
tanément à  deux  des  séries  précédentes ,  et  que  nous  avons 
fait  connaître  dans  les  $$  1  et  2. 

Ainsi ,  considérons  d'abord  les  deux  séries 

sînfl-f-sîn2a-j-sin3a  +  sin4a+ -f-sinna, 

co8tf4"W>s2a4-cos3a-fcos3û-f- +cosna, 

et  prdposons-nous  de  les  sommer. 

Pour  cela ,  représentons  la  première  (celle  des  sinus)  par 
S,  et  la  seconde  (celle  des  cosinus)  par  G. 

Si  on  décompose  les  quantités 

sina,  sin2a,  sin3a,  sin4a sinna 

et         cosa,  cosS^,  cos3a,  cos4a cosna 

do  la  même  manière  que  dans  le  $  V\  on  sera  conduit  aux 

deux  équations 

S  =  (S  —  sinna)  cosa-f-  (C  —  cos  «a  + 1)  sin/x, 
C=(C— cosnfl-*-l)cosa— (S— sin«a)sîna 

qui ,  ne  renfermant  que  les  deux  inconnues  S  et  G ,  nous 
donneront  : 

«n-  («+1)  8in|  71  cos  -  (n+i)  sin  ^n 

S=:—^ 1-,     C= ? —. 

,    a  ,    a 

s.n-  8.n- 

Maintenant,  supposons  qu'il  s'agisse  de  sommer  les  deux 
autres  séries 

sma+sin(a+6)+sin(a+26)+sin(a+36}+...  +  sin(af /i&), 
cosa+cos(a+6) +C08(a + 26)+cos  (a+36) +...  + cos  («+«*). 

Représentons  toujours  la  première  par  S  et  la  seconde 
par  G. 
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Si  on  décompose  les  quantités 

sina,  sm{a+b),  sm{a+2b)^  sin(a4-3fr)...  sin (a+nA), 
et  cos^;  cos(tf-|-6),  cos(^r+26),  cos(a4-3*)...  cos(^ï+n6), 

de  la  même  manière  qae  dans  le  $  2 ,  on  sera  conduit  aux 
deux  expressions  suivantes  de  S  et  G  : 

S  =  sina(i+cos&  +  cos2&+cos3&+ +cosn6)  + 

+COS  a(sin  6+sin  2b  +  sin  36+ +sîn  nb) , 

G  =  cosa(l+cos6+cos26+cos364* +  cos«6)  — 

—  sina(sin6+sin26+sin36+ +sinn6); 

et ,  par  suite, 

/       b   \      b  l       b  \       b 

sin(  a  +  -»  jsin-(/H-l)         cos(fl+-»lsin- (»  +  i) 

S  =  : — ,C= -3 . 

sin-  sin- 

On  aurait  pu  parvenir  directement  à  ces  formules  sans 
avoir  besoin  de  connaître  les  sommations  des  sârfes  de  sinus 
et  de  cosinus  d'arcs  multiples. 

En  effet,  remarquons,  comme  dans  le  $  2 ,  que 

8in(a +6)  =  sin  ^  cos  6  +  sin  6  cos  ^^ 

sin(a + 2b)  =sin(^z+  6)  cos  6+sin  6  cos(â;  +6) 

sin(a+3*)=sin(a4-26)co86+sinéco8(a+26) 


sin(a+  n6)=  sin  [a + (/i — 1)6]  cos  6+ sin  6  cos[a+(it — 1)6] 

cos(a  +  6)  =  cos a cos  6— 8inasin6 
cos(ât4-26)  =  cos(a+6)  cos  6  —  sin(^x+6)  sin  b 
cos(â  +  36) = C08(^z + 26)  cos  6  —  8in(a+ 26)  sin  6 


co8(d  +  nb) = cos[a + (n  — 1)6]  cos  6  —  sin[a  +(n  —  1  )6]  sin  6, 


d'où  on  dcdait  les  deux  équations 

S=sîna4-[S— 8in(a4-/»fr)]cos6+[C— cos(a+nê)]8in^, 
C=co8^i+[C— oos(a+/ii)]cos6  — [S— sin(fl4-n6)]sîn6, 

lesquelles  donneront  pour  S  et  G  les  valeurs  trouvées  précé- 
demment. 

Des  séries  que  nous  venons  de  donner,  il  est  facile  de 
déduire  celles-ci  : 

(1)  cosa+cos3fl+cos5a+c08  7a+ H* 

,^      ,,        1  sin(/i+l)2a 

+  cos(2n+l)a=:--. ^ i— , 

2        sm  a      ' 

(2)  co8  2a+cos2.2a+cos3.2a  +  cos4.2a+ + 

/    .  .xr>  *  .  *  sin(2«+3)a 

+  cos/i+12fl  =  —  -+-. — 1 -j 

^  2    2        sma       ' 

(3)  cosa+co8  3à+cos5a  +  cos7a  + + 

2     sm  a  ^ 

(4)  GOS2â+cos2.2a  +  cos3.2â  +  cos4.2a+ + 

-*-  C0S(»-l)2a=  — -  +  ~  . i-: L  , 

2    2  sma 

Maintenant,  ic  désignant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon 

est  i ,  faisons  dans  les  séries  (1)  et  (2) ,  {  4  :  a  =  — —, 

*  ^  2n  +  3 

et  dans  les  séries  (3)  et  (4) ,  $  4  ?  a  =  ---  .  on  aura  : 

C08y+cos3f+cos5f+cos7<p+ +cos(2n-hl)ç=-, 

2 

cos2?+cas2.2f+cos3.2?+cps4.2<p+ +cos(n+l)2f=— -, 

COS>{'  +  C08  3t|^+C08  5t|/+COS7t|/+ +  C08(2»— l>|ie=0, 

cos24*+cos2.2>Ii+cos3.2^i-|-cos4.2>Ii+ +cos(ii— .1)24*=0, 

en  représentant  -^^  par  y  et  ^  par  4*. 
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Ces  dernières  séries  sont  très-imporlantés,  ainsi  qMe  nous 
le  verrons  dans  un  mémoire  que  nous  publierons  prochaine-  ' 
ment ,  et  qui  est  relatif  à  la  théorie  des  nombres  et  à  lagéo* 
métrie  de  situation. 

Si  dans  la  série 

cos  ?+ cos  3f+cos  5(p -I- cos  7<p+ ....*+ cos  (2/1+ l)f==- , 
nous  posons  7=7=-  ou  2/t4-  3  =  17^  nous  aurons  la  série 

COS  f +COS  3^+COS5ç+COS7f +COS  9<p4-cosl  l^+cosl  3f +cosl  5<p=:-. 

(  Legendre ,  Théorie  des  nombres ,  3*  édit.,  t.  II,  p.  221 ,  et 
Géométrie ,  p.  429.  )  , 

Maintenant,  si  dans  la  même  série  nous  posons  2n+  3=7, 
nous  aurons  : 


ou  bien 


r  4 

C0S?  +  C08  3f +  COS  5(p= -, 


eos<]>+cos3f  —  cos2f  =  ~, 


d'où,  en  remplaçant  cos3(ppar  4oosV — 3€OS7  et  cost^ 
par  2 cos> — 1 ,  on  dédoit  : 

(2  COS  (p)^  —  (2  COS  tp)'  —  2(2  cos  (p)  + 1  =  0- 

Cette  équation ,  qui  donne  Tinscription  du  polygone  régu- 
lier de  sept  côtés ,  est  la  même  que  celle  donnée  par  Legen- 
dre dans  son  traité  sur  la  théorie  des  nombres ,  t.  II ,  p.  214, 
excepté  que  Tinconnue  a  été  changée  de  signe. 

Si  dans  Téquation  précédente  on  remplace  cos  cp  par 

K  1  —  sinV,  on  aura  Féquation 

(2 sin  ?)•— 7(2 sin  <p)*+i4(2  sin  <p)'— 7  =  0, 
qui  est  celle  donnée  par  Kepler  dans  son  Harmonique  du 
monde  (Harmoniees  mundi ,  1619,  in-fol.  ). 


Lagrange  a  donné ,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin ,  la  formule  soirante  : 


sîn  /n«p  sin  {m — 1)6 — sin  (m —  1)y  sin  mO 
2(cos<p — cosO) 


2  *""  sin  «6  sin  rif = — ^ , 


n  étant  nne  variable,  de  telle  sorte  que  2.**~'sin  nO  sin  of  nous 
représente  la  série  finie 

sinOsinf4«n2Qsin2?+sin30sin3<p+ +sin(/n — l)Osin(/n— 1)7, 

et  c'est  cette  formule  que  nous  allons  démontrer. 
Démonstration.  On  a  la  relation 

sin  asin  6  =  -cos(^  —  b) —  -cos  (a-^b) , 

d'où,  en  posante— <p=^,  6+<p=«, 

:::.*"  sin  nOsinnips: -[cos^+cos2^+co  354- +cos(/»— 1)^]— 

— -[C0Sw  +  C0Sa«+C0S3a)+ +COS  (/»— 1)«]  j 

mais  on  a ,  d'après  le  $  3  : 

cos--l7lsm~(l7^— 1) 

cos^+co$2^+coa3]}+ +cos  (/i*— 1)^= r , 

sin^ 

COS-l»lSin;;(/W — 1) 


sin  — 
2 


COS«»+COS2o»+COS3tH* ^C08(l»— Ijciïss— 

d'où 

2,"*"'  sin  /tO  sin  R?  = 

$  $  U>  *>  Cû  ^ 

cos-msin-(/»  — l)sin-  — cos-/»sm-(m — i)  sin- 

^2  .    ^^'    «^  ^        ' 

sm-ttn- 
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mais 

cos-m  sm-(/»— 1)= -1  sm-(2/n— I)— sln-J, 

cos  ^  m  sin  ^(m  —  1)  =  -  Tsinl  (2m— l)-.sm^l, 

tfoù 

sin-(2m — l)sin-  — sin^  (2in— i)8in- 

2,*"' sin  ne  sio  «f  = r » 

4  sm  -  sm  -- 
2       2 

oa  bien 

ij^'  sin  n^  un  wfssz 

8in  (^)(2/it^t)siD(^)^iD(^-±?)(2m^i^ 

...(î?)'Kt) 


or,  DOQs  avons 
sin 


('?)<—"-»(=?)= 


=  -  cos  [(m  —  i'e  — mç]  —  -  cos  [/ne—- (/H— i)^]  , 

..(!|î),^-1,.in(V)  = 
=  -  COS  [(/n— l)e  + /ny  ] — -  COS  [ /nO  +  (m  —  l)yj , 

et  2  sin  (-^  j  sin  f-^j  =s cos?— cos  e , 

d'où 

2,*^sinnOsinny  =2 

COS[(/n-l)e-m(p>cos[/ne-(/n-l)y]-co8[(yn-i  )Q-Hny]4H;08[/n9+(/n-i)y] 

~  4(cos  ç—  cos  e)  '  ' 

mais 

cos  [  (m— l)e— iny]=  cos  (m— l)e  cos  m(f+  sin  (m— l)e  sin  /n<p , 
cos  [me— (m— l)«p]  ss  cos  /^  cos  (m — l)ç-f  sin  mO  sin  (m — l)f , 
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COS  [(m — i)Q+mf]:=  cos  {m — 1)6  cos  nif — sin  {m — l)ô  sin  /n^, 
cos  lmB+{m — l)ri=  COS  mô  cos  (w— l)(p—  sin  mO  sin  (m — l)«p , 

d'où  on  déduit  enfin  : 

-^,  .     ^  .  sinmQ>sin(m — 1)9 — s\n{ifi  —  l)osinm9 

2(cosi? — cosô) 

Ainsi  la  formule  de  Lagrange  se  trouye  démontrée. 


SUR  LES  COURBES 

où  le  rayon  de  courbure  a  un  rapport  constant  avec  la  partie^ 
de  la  normale  interceptée  entre  la  courbe  et  une  droite  fixe. 

VABL    M.    ▲JELIttASrB   FAROT, 

ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


Dam  toute  parabole ,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la 
portion  de  normale  interceptée  entre  la  courbe  et  sa  directrice. 
Cette  propriété  a  été  signalée  (t.  II,  p.  185)  et  démontrée 
par  des  considérations  de  géométrie  analytique.  Nous  l'éta- 
blirons par  le  calcul  différentiel  ainsi  qu'il  suit  -. 

I.  La  parabole ,  rapportée  à  son  axe  et  à  son  sommet  ^ 
ayant  pour  équation  ^'=  ^pa? ,  si  on  transporte  l'origine  au 
pied  de  la  directrice ,  cette  équation  devient 

on  plus  symétriquement  ^'4-p'  =  %'-2^-  H  ©n  résulte,  en 
différentiant  une  première  fois , 

jry=p^  d'oùy=:J. 

puis  en  différentiant  une  seconde  fois , 
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y'+yy'=o,  d'oùy'=-"^*=-^,, 

par  snite  le  quarré  da  rayoo  de  courbure ,  au  point  x,x  '• 

p.  _(i±yr  _  (y+pr_8x» 
7   y"  ~  "F     T' 

et  le  quarré  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  sa 
directrice  prise  pour  axe  des  y  -. 

y*        p*        p  ' 

Donc  R'  =  4.N%  ou  bien  R  =  2N.  C.  Q.  F.  D. 

II.  Soit  encore  (^  —  A)*=2/?fj:—^j  Féquation  collec- 
tive de  toutes  les  paraboles,  ayant  pour  directrice  Taxe  des 
jr  et  pour  axe  une  parallèle  à  l'axe  des  x  ;  en  la  dîfféren- 
tiant  deux  fois ,  on  obtient  snccessiyement  : 

(i)  équation  primitive  {y-'hy  =  2px — p\ 

(2)  {y-h)y^p, 

(3)  (r— ^)y'+r"=o. 

De  (3) ,  on  tire  ^—  A  = jj,  puis  de  (2) ,  /? = — -^7,  qui , 

y  y 

r'*       2jcy3   y* 

substituées  dans  (1) ,  donnent  —^ = j^ -^    (4). 

Cette  relation ,  résultant  de  Télimination  de  h  ei  At  p 
entre  (1),  (2),  (3),  exprime  une  propriété  commune  de 
toutes  les  paraboles  données  par  l'équation  (1);  mais  en 
transposant ,  divisant  par  y^,  multipliant  par  y,  puis  par 

V^i  +y%  la  relation  (4)  devient  : 

(i+y^)\/rpF_      v^i"+y^ 
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t 


oubien  :  ^*  "^^^  '  =  ~  2.  V/^'  +  ^ ,  c'est-à-dire  ce 

qu'il  fallait  démontrer. 

HT.  Réciproquement,  si  dans  une  courbe  le  rayon  de  cour- 
bure est  en  chaque  point  double  (et  de  sens  contraire)  de  la 
normale  comprise  entre  ce  point  et  une  droite  fixe ,  cette  courbe 
est  une  parabole  ayant  la  droite  fixe  pour  directrice.  —  La 
droite  fixe  étant  prise  pour  axe  des^,  la  relation  supposée 
donne  en  chaque  point  de  la  courbe  : 

ou,  par  la  suppression  de  l^TÇy*  : 

équation  différentielle  de  la  courbe  proposée.  On  a  tu  ci-des- 
sus que  réquation  en  termes  finis  {y --h)*  =  2px  — p^,  dans 
laquelle  il  entre  deux  constantes  arbitraires,  satisfait  en 
chacun  de  ses  points  à  Téquation  différentielle  du  second 
ordre  actuellement  proposée;  elle  en  est  donc  l'intégrale 
générale,  mais  on  la  retrouyé  aussi  comme  il  suit. 

1  J-  yf*  2X 

L'équation  différentielle     ^J,    = r  donne,  en  ayant 

égard  ày'=g,   _g  =  --^^,  d'où,  en  intégrant, 

introduisant  une  première  constante  A ,  et  repassant  des  lo- 

1  y' 

garithmes  à  leurs  nombres  — ==    /        ,  de  là  résulte: 

1  dx 

,c'est-à-dire<(y=s-- —  ^  d'où,  intégraotet 


kA'x— 1  VÂJx^i 


2 


introduisant  une  nouTelle  constante  h  :  y=h^  -r-ï  1^ A' j:— 1  » 

A, 
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ou  bien  -.  {y — A)'=2--î  j: — -,;  ou  enfin  en  remplaçant  --■ 

A  A*  A 

par /^^  antre  constante  arbitraire  :  {j^  — A)*  =2/?jc —/?'*;  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

IV.  Nous  avons  dû,  dans  la  réciproque  précédente ,  intro- 
duire cette  restriction ,  que  le  rayon  de  courbure  était  de  sens 

contraire  à  la  normale,  etc Pour  en  faire  comprendre  la 

nécessité ,  nous  traiterons  cette  question  pins  générale  : 
Déterminer  la  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  est  à 
la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  une  droite  fiœe^  dans  un 
rapport  constant? 

Soit  m  ce  rapport  constant  :  l'énoncé  donne  de  suite ,  en 
prenant  la  droite  fixe  pour  axe  des^  : 

,,       i+y*       mx            .           .    dx              dy 
OU  bien       ,,     =  -r- ,  ou  autrement  :  —  ~ "^ 


-       y 

d'où  en  intégrant  :  Ax"  =  —  ,  A  étant  une  constante 

arbitraire^  de  là  résulte  d'abord  : 

SKx^ 
V  l~A»a:- 


y  =  — ^  puis  enfin  :    ^  =  \  — ^  """^  dx. 


V  1  — A'jc* 

L'intégration  de  cette  dernière  formule  donnera,  en  termes 
finis,  l'éqtiatiou  du  lieu  demandé  pour  chaque  valeur  de  m; 
mais  il  importe  d'observer  ici  toute  l'inSuence  du  signe 
de  m. 

Si  le  rayon  de  courbure  doit  être  de  môme  sens  que  la 
normale  considérée,  il  faut  prendre  /7z>>  0 ,  et  la  formule 

Ajc** 
conserve  la  forme  ci-dessus:  ^=  \ ■  dx. 

-A'x^ 


'"^\v\ 
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Si  le  rayon  de  courbure  doit  être  de  sens  contraire  à 
celui  de  la  normale,  il  faut  prendre  m  <<0,  et  la  formule 

devient  en  remplaçant  m  par  —  m  :  ^  = 


\ 


\/  a:-  _  A* 


Nous  intégprerons  Tune  et  l'autre  dans  les  cas  de  m  =  1  et 
de  m=2. 


Dans  lé  premier  cas,  si  /7t=:  i,  on  a  :  ^ 


—  f    A.jc.dx 


d'où  en   intégrant  :  y  =  p  —  . ,   ou   bien  : 

i  1 

{y  —PT  +  a:'  =  ^,  ;  ou  remplaçant  —  par  R*  :  (y—  p»)  + 

4-j:'=RV  Équation  qui,  h  cause  de  l'indétermination  des 
constantes  R  et  p,  appartient  à  un  cercle  de  rayon  quelcon- 
que ayant  son  centre  en  un  point  quelconque  de  Vaxe  des  7. 
Résultat  facile  à  prévoir  et  à  justifier. 

Dans  le  même  cas,,  si  mss2,  on  av:  y=  I  -^ 

Jl/'l— A"x 

d'où  en  intégrant  : 

j^  =  6  +  ôarc  [sin  =  A  V/j^]  — -A  Vx  —  A^. 

Famille  de  lignes  transcendantes  fort  différentes  comme  00 
voit  des  paraboles  considérées  ci-dessus  ;  dans  les  unesconmie 
dans  les  autres,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  nor- 
male j  mais  dans  les  unes  il  est  de  même  sens,  dans  les  autres 
de  sens  contraire. 

f      Adx 
Dans  le  second  cas,  si  in  =  1 ,  on  a  :  y=  1      _- 

J  \/x*— A" 

d'où  en  intégrant:  ^=  p  +  /l  j-f  V/  t;  — *  j-  Non- 
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yelle  famille  de  courbes  transcendantes  forl  différentes  des 
cordes  trouvés  ci-dessus. 
Enfin  dans  le  même  second  cas ,  si  m  =  2 ,  on  a  : 

kdx 


=1 


d'où  on  tire  par  intégration  : 


ou  bien 

ou  en  remplaçant  2A'  par  p  : 

Équation  collective  des  paraboles  étudiées  dans  cet  article. 


NOTE 

.sur  la  construction  des  racines  de  V équation  complète  du 
quatrième  degré. 


Dans  les  Traités  d'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie , 
on  indique  le  moyen  de  construire  les  racines  d'une  équa- 
tion à  une  seule  inconnue,  y (j7)  =  0,  par  l'intersection  de 
deux  lignes  dont  les  équations  ^(j:,  y)  =  0,  -^[x^  y]=z  0,  con- 
duisent à  la  proposée, /(j:)=0,  par  l'élimination  de  l'in- 
connue j^.  On  a  soin  de  faire  observer  que  le  choix  des 
équations  <p( x ,  j^)  =  o ,  ^Ko:,  j^)  =  0,  peut  être  fait  d'une 
infinité  de  manières  différentes  :  la  condition  essentielle  con- 
sistant en  ce  que  l'élimination  de  y  donne  pour  résultat 
y(j:)  =  0,  ou  bien  une. équation  qui  contienne  toutes  les 
racines  réelles  de/(j:)  =  0.  A  cela,  j'ajouterai  une  obser- 
vation qui ,  sans  doute ,  a  paru  trop  simple  aux  auteurs  des 
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Traités  où  elle  ne  se  trouve  pas  :  c'est  qu'il  faut  encore 
choisir  les  équations  y(j: ,  ^)  =  0 ,  >Kj:  ,  ^)  =  0 ,  de  manière 
que  les  lignes  représentées  par  ces  équations  aient  autant  de 
points  communs  que  la  proposée  f[x)  =  0  a  de  racines 
réelles;  et  cette  condition  est  loin  d'être  remplie  par  tous  les 
systèmes  y(a:^)  =  0 ,  r|/(j:,  j^)  =  0 ,  qui  donnent  f[x)  =  0  en 
éliminant  y^  puisqu'il  est  facile  de  former  une  équation 
f(x)  =  0,  dont  toutes  les  racines  soient  réelles,  et  qui  s'ob- 
tienne en  éliminant  y  de  deux  autres  y (x,  ^')=0 ,  ^x^y)=0, 
représentant  des  courbes  dont  le  nombre  des  points  com- 
muns soit  inférieur  au  degré  de  la  proposée.  Ainsi ,  par 
exemple,  l'équation  x^  —  ijc^+3x''-{'^jc — 4  =  0  a  pour 
racines  1,-1,2,  2,  et  elle  résulte  immédiatement  de 
jc*  — 4:r5=3y-|-i,  3j^  +  Sa:*  +  4a:  —  3  =  0 ,  par  l'élimi- 
nation dey.  Or,  les  lignes  que  représentent  ces  deux  dernières 
équations  n'ont  aucun  point  commun  du  côté  des  abscisses 
positives ,  car  les  abscisses  positives  des  points  de  la  première 
sont  toujours  plus  grandes  que  le  nombre  4 ,  et  ces  valeurs , 
substituées  à  x  dans  la  seconde,  donnent  pour  l'ordonnée/ 
des  valeurs  imaginaires  (*). 

Je  ne  me  propose  pas  de  présenter  ici  une  discussion  com- 
plète du  moyen  de  construire  les  racines  des  équations  de 
tous  les  degrés;  je  m'occuperai  seulement  de  l'équation  du 
quatrième  degré  :  jc*-4-Aj:'+Ba:'-f  Cor-f  D=0.  On  peut 
construire  ses  racines,  d'une  infinité  de  manières  différentes, 
par  l'intersection  de  deux  courbes  du  second  degré  :  afin 
que  ces  courbes  aient  autant  de  points  communs  que  l'équa- 
tion proposée  a  de  racines  réelles ,  il  suffit  de  choisir  pour 
Tune  des  deux  équations  auxiliaires  une  équation  du  pre- 
mier degré  en  j^,  par  exemple  x^=y;  la  seconde  sera 
y+A.xy+By+Cx'hB^zO,  A  chaque  racine  réelle  «delà 
proposée,  correspondra  un  point  commun  aux  deux  courbes, 
dont  les  coordonnées  seront  :  a:=a,j/'=a*.  En  effet,  ce 
point  est  évidemment  sur  la  parabole  x'-=-y  ^    et  il  ap* 


(*)  Les  deux  courbes  ont  d'ailleurs  deux  points  communs  correspondants  à 
une  abscisse  négative  égale  à  •—  i . 
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partient  aussi  à  l'hyperbole^' +Ajr>'+B7+Cj:+Dï=  0;  car 

en  substituant  «  et  a  à  j:  et  ^  dans  cette  dernière  équation , 

on  parvient  à  l'égalité  a*  +  Aa^ + Bii+  Ca-f  D = 0 ,  qui  a  lieu 

par  hypothèse. 

On  peut  aussi  construire  les  racines  réelles  de  l'équation 

(1) j:*  +  Ax'  +  Bj:"  +  Cjc+D=0  par  l'intersection  d^une 

circonférence  et  d'une  parabole.  Les  équations  de  ces  deux 

courbes  s'obtiennent  facilement  au  moyen  du  calcul  suivant. 

,  Ajc  a 

Posons  j:'=^ — —...  (2; ,  il  en  résultera  jc^-^^Ax^y^jc^ 

et  j:*+Aj:'=^' — -or'.  Par  suite  l'équation  (1)  devient 

4 


-(-^) 


j:' + C j:  4-  D  =  0. . .  (3) .  On  aura  toutes  les  ra- 


cines réelles  de  la  proposée  en  déterminant  les  abscisses  des 

points  communs  aux  courbes  représentées  par  les  équations 

(2)  et  (3),  puisque  l'une  d'elles  est  du  premier  degré  en  j^. 

A* 
Actuellement,  je  multiplie  l'équation  (2)  par  1— B+-—, 

4 

et  je  l'ajoute,  membre  à  membre,  à  l'équation  (3),  il  viendra  : 


(4). 


Les  axes  des  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires, 
l'équation  (4)  représente  une  circonférence  dont  les  points 
communs  avec  la  parabole  (2)  ont  pour  abscisses  les  racines 
réelles  de  l'équation  proposée. 

Je  reprends^  comme  exemple,  l'équation  j:4—  4j:^-f-3x'+ 
4-4a:— •  4  =  0.  Le  coefficient  du  second  terme  étant  —  4 ,  je 
pose  j:*=^+2j:,  d'où  x^ — \x^y — 2xeix^ — 4j:^==^'— 4J::'. 
En  substituant^'— 4 J?' à  xi—^x^,  l'équaticm  donnée  devient 
^•— j:'44j:— 4=0  ;  je  multiplie  par  2  l'équation  jr'=j^+2j:, 
et  je  l'ajoute  membre  à  membre  à  y— x*4-4j: — 4=0,  il 
en  résulte ^'+j:r'— 2^ — 4=0,ou  j:'+(^  — ir  =  5.  Ainsi, 
on  obtiendra  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  donnée 
en  construisant  les  abscisses  des  points  communs  à  la  circon- 
férence j:'+(^  — 1)'=5  et  àla  parabole  j:'=^  + 2a:.  C'est, 
au  reste ,  ce  qu'il  est  facile  de  vériGer. 
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En  effet ,  la  parabole  x"  ^y + 2 j:  a  pour  axe  une  droite  AB 
parallèle  à  Taxe  des  ordonnées  OY,  et  sitaée  àone  dis- 
tance OB  de  OY,  égale.à  l'unité  ;  le  sommet  de  la  courbe  est 
un  point  A  de  la  droite  AB ,  à  une  distance  égale  à  —  1  de 
Taxe OX  des  abscisses;  enfin  cette  parabole  passe  par  Fori- 
glne  O  des  coordonnées  et  coupe  Taxe  des  x  en  un  second 
point  C,  dont  la  dislance  à  Vorigine  est  égale  au  nombre  2. 

La  circonférence  a:'+(^— 1)'=5  a  son  centre  sur  Taxe 
des  y  en  un  point  D,  à  une  distance  OD  de  l'origine  égale 
à  i  5  le  carré  de  son  rayon  est  5.  Or,  OD  =  1 ,  CO  =  2  don- 

nent  DG  =  5  ;  donc  la  circonférence  contient  le  point  G ,  et 
l'on  voit  déjà  que  l'un  des  points  communs,  G,  aux  deux  cour- 
bes a  pour  abscisse  le  nombre  2;  d'ailleurs,  les  coordonnées 
du  centre  D  de  la  circonférence  étant  j:= 0 ,  ^•=  1  et  celles 
du  sommet  de  la  parabole  :  ^  = — 1 ,  j:=1  ,  la  distance  DA 
est  égale  à  l/ 5.  Ainsi  le  sommet  de  la  parabole  est  sur  h 
circonférence ,  et  par  conséquent  l'abscisse  du  second  point 
commun  aux  deux  courbes  est  l'unité.  De  plus,  prolongez  la 
droite  AD  d'une  longueur  DG=AD,  de  l'autre  côté  de  l'axe 
des  y  :  le  point  G  appartiendra  évidemment  à  la  circonfé- 
rence, et  il  sera  aussi  sur  la  parabole,  car  l'axe  des^  est  le 
diamètre  de  la  parabole  qui  divise  en  parties  ^ales  les  cordes 
parallèles  à  AD;  donc  les  deux  courbes  se  coupent  en  un 
troisième  point  dont  l'abscisse  est  —  1 .  Enfin ,  si  par  le  point 
G  on  mène  une  tangente  à  la  parabole,  elle  touchera  aussi  la 
circonférence  ;  car  nommons  L,  M  les  points  auxquels  cette 
droite  coupe  Taxe  AB  de  la  parabole  et  l'axe  des  y  qui  loi 
est  parallèle,  on  aura,   d'après  une  propriété   connue, 
AL=AB=1 ,  d'oùLB  =  2,  M0=4,  et  comme ,  d'ailleurs , 
GO  =  2  et  OD  =  1 ,  la  droite  CO  «era  moyenne  géométrique 
entre  MO  et  OD.  Donc  CM  est  perpendiculaire  sur  CD, 
c'est-à-dire  que  CL  est  tangente  à  la  circonférence.  Alors,  In 
deux  courbes  doivent  être  considérées  comme  ayant  en  G 
deux  points  communs  dont  l'abscisse  est  le  nombre  2  ;  et  Too 
trouve,  de  cette  manière,  par  une  construction  géométrique, 
les  valeurs  des  quatre  racines  de  l'équation  proposée.      G. 
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PROBLÈME  DE  œMBINAISON. 


PAR  A.  OBBVn&A&Ç, 

professeur  à  Soréze. 


Diverses  personnes  en  nombre  qtielconqiAe  s'ètant  distribué 
différents  objets  connus^  trouver  à  Vaide  d'une  seule  donnée 
Vordre  de  la  distribution  des  objets. 

I.  p'-\'i  personnes  prennent /^-f-i  objets  connus  dans  un 
ordre  inconnu,  qu'on  veut  deviner.  Pour  cela,  on  donnera 
à  la  i'*  1  jeton ,  à  la  2»*  2  jetons,  à  la  3»«  3,  à  la  4««  4,...  à 
l*/'+*"*î/'+^  jelonsh  Posant  ensuite  G  jetons  sur  la  table, 
TOUS  ordonnerez  qa*à  votre  insu  la  per$onne  qui  a  le  V 
objet ,  prenne  x  fois  autant  de  jetons  qu'elle  en  a  reçu ,  que 
celle  qui  a  le  2"^*'  objet,  prenne^  fois  autant  de  jetons  qu'elle 
en  a  reçu ,  3°*"  objet  z  fois  autant,...  p  + 1™*  objet ,  p  fois 
aafaBt.  Demandant  ensuite  combien  il  reste  de  jetons  sur  la 
table,  il  faut,  àFaide  de  la  réponse,  déterminer  l'ordre  de  la 
dittiribntion  des  /i+l  objets. 

Si  la  1"  personne  a  pris  le  1*'  objet,  la  2»*  le  2"%  la  3"** 
le  3"^,. etc.,  le  nombre  de  jetcms  pris  sur  les  G  jetons,  sera 
a:-}-2j^  +  3z+...+  (/:i  +  l)<^;sila  2"*»  aprisle  !•%  la  1'% 
le  2^^,  la  3'°*'  le  S'^S  etc. ,  le  nombre  de  jetons  pris  sera 
2a:  +  j^-h  3js  +...+  {p  +  1)  f  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  fait 
1.2.3...  (/'+!)  permutations  diverses  suivant  lesquelles  les 
p^i  personnes  peuvent  se  distribuer  les  p-}- 1  objets.  Si  je 
parviens  à  déterminer  x,^,  z,...  p  de  manière  à  ce  que  les 
1.2.3...t/'+^  sommes  enlevées  soient  toujours  différentes, 

IHM.PB  MàTHAll.  UL  36 
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les  resCcs  qu'elles  laisseront  sur  la  table  seront  toujours  dif- 
férents, et  l'on  conçoit  que  la  connaissance  du  resté  pouTint 
.  amener  celle  de  la  permutation  correspondante,  précise 
ainsi  l'ordre  de  la  distribution.  Et  d'abord ,  les  nombres  x , 
jr,  2>...  ^  doivent  tous  différer,  car  si  l'on  avait  seulement 
ar=y,  les  2  permutations  jr-f-^^+^2+-*  ^  âar+^+Sz-p... 
répéteraient  la  même  somme  et  causeraient  incertitude  sur 
2  des/7-|-  i  objets  distribués.  Je  supposerai  donc  -r,^,  z,... 
croissants,  savoir  : 

z  ss  a:  -^  al 


x,  /,  â,  6,...  i  étant  des  entiers  quelconques;  et  a,  b,.„  i 
croissants.    Une  permutation   quelconque ,  par  exemple 

3x-^2y+z+...+{p+^)^  deviendra  j:(3+2-f-l+..'.-j-.;?+i) 

étant  un  arrangement  sommatoire  formé  en  nmltipliant 
/-f-...  -f^-f  ^+1  par  P  desp+  i  nombres  1,  2,  3,.../i-f  i. 
2.  Pour  que  leià  permutations  primitives  diflëretit,  il  snfBt 
que  tous  ces  arrangements  difiérent  :  avec  les  p  +  i  nom- 
bres 1,2,3,. ../7-fl ,  on  ne  peut  faireque  (p4-l)/?(p— 1)...3.2 
arrangements  divers  de  p  d'entre  eux ,  arrangements  dont 
le  nombre  devait  en  effet  équivaloir  à  celui  des  permutations 
primitives.  Pour  disposer  ces  arrangements  sommatoires  de 
manière  à  ce  quMls  forment  des  valeurs  croissantes ,  il  est 
clair  qu'on  doit  commencer  par  la  pltrs  faible  somm^ 
l.i-f-2ft-{--+  ip—'^)  *+(?— 1)  ^+/^>  et  s'élever  progres- 
sivement de  maniètc  à  faire  porter  d'abord  les  plus  faibles 
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multiplicateurs  1,  2,...  sur  les  plus  forte  nombres  t,  ^,.... 
D'après  cela  je  placerai  les  (p  +  i)p  (/?-- 1)...  3.2  arrange- 
me'nts  en  p+i  colonnes  de  1.2.3...  clignes  horizontales 
chacune,  chaque  horizontale  contenant^ des  p-\-i  nombres 
1,  2,  3,.»-/>  +  ^*  Ces  p'{'i  colonnes  où  le  nombre  initial 
est  le  rang  même  de  chacune  ne  formeront  qu'une  colonne 
générale  commençant  par  les  coefficients  de  la  somme  mi- 
nima,  et  terminée  par  ceux  de  la  somme  maxima/7-f  1 ,  p, 
p  —  \y,.,  3 ,  2.  Voici  les  lois  de  la  composition  de  cette 
colonne  : 
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1        P  +  i        P 

3  13 


2  p  +  1  P 

3  1  2 


P  +  1  P 


P  +  4 


p  +  1 


D 


.6 
C 


m 
B 


p— 3      p— 3»  "p-1 

p  — 2  p 

p  — 3  .  P 

p-2  p+1 

p-1  P+1 

p-^1  p-2 

p-1  p-2 

P  — i  P 

p-1  P 

p-1  P+1 

p-1  P+1 

P 

P 

P 

P 

P 


P  +  i 
P+1 
p  +  1 

p— 3      p+1 

P-2 


p-2 

P-1 
p-1 

P  +  1 
P  P+1 

p+1      P— 2 

P+1      P-2 


P~l 

P-1 

P 

P 

P— 8      p-1 


p  +  1 
p  —  î 

P  +  1 

P  — 1 

P 

p-2 

P 
P-1 
P  +  1 
p— 2 

P+1 
p^2 

p-rl 

P-1 

P 

P-2 

P 
P-.2 
p-1 

P 


p-1      p  +  1 
p  p  — 3      P 


«  5 

p— S      P— 2      P 


0  5 

p— 3      p-2      p 


p-ft      p— 3      p 


P-2 
2       p-1 


3 
1  P 


3 
1  P 


-2      p-1 


p-1 
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La  i^  Terficale  ^e  compose  iap-^i  périodes  de  t.â.S...^ 
nombres  égau^t  sutecssifs.  Là  2"^  verticale  se  compose  de 
{p  +  i)p  périodes  de  1.2.3...  (;?—J)  nombres  égaux.  La 
3»*  verticale  comporte  {p  +  i)p{p'—i)  périodes,  iav^*"» 
verticale  comprend  (p  +  1)  p  (p — 1) . . .  (p — v + 2)  périodes 
chacune  de  1.2.3...  (p^—v 4-1)  nombres  égaux.  Ainsi  la 
(p — l}*****  verticale  comprend  {p'}-i)pip'-i)  ..i.3  périodes 
de  2  nombres  égaux,  la  p*^^  verticale  contient  ip-^-i) 
p{p — 1)...  4.3.2  nombres  noà  périodiques. 

La  loi  fondamentale  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  écrire 
tous  les  nombres  dé  la  colonne  générale  Côàsiste  en  ce  que 
les  nombres  qui  manquent  horizontalement  jusqu'au  1*'  nom- 
bre d'une  période  quelconque  de  la  ?**«"•  verticale  sont  ceux 
qui  doivent  former  par  ordre  de  croissance  les  p— v+1  pé- 
riodes  de  la  v+l»*"«  verticale  en  regard  de  la  période  consi- 
dérée. Ainsi  pour  écrire  les  nombres  de  la/)— 1"*®  verticale, 
en  regard  de  la  2™*  période  de  la/>— 2"*  verticale,  comme 
la  ligne  horizontale  qui  commence  cette  période  est  1 ,  2 , 
3,.../? — 3,/>  — 1,  j'écrirai  3  périodes  formées  avec  les 
nombres  manquants  successifs p—^^ptp-^-i- 

Dans  toute  verticale  d'une  iesp-i-i  colonnes  partielles  se 
trouvent  tous  les  nombres  1 ,  2,.../»+  ^  »  excepté  celui  qui 
marque  le  rang  de  cette  colonne  qui  ne  se  trouve  qu'à  la  i'" 
verticale.  Si  l'on  observe  dan^  une  vi^rticale  les  nombres 
croissants  d'une  suite  de  périodes,  ce  sont  1^  mêmes  qui 
composent  dans  un  autre  ordre  la  même  portion  de  la 
verticale  suiviante.  Ainsi  dans  la  p  —  1»®  verticale,  la  2"** 
suite  de  périodes  croissantes  est  p—^^p^ /'-j-l ^  et  ce  sont  les 
seuls  nombres  qui  composent  la  même  portion  de  la  p^^ 
verticale.  Une  correspoi^dance  remarquable  des  suites  de 
périodes  croissantes  dans  2  verticales  successives  consiste  en 
ce  que  la  1"  suite  de  périodes  croissantes  de  la  v*^^  verticale 
étant  épuisée,  la  2">*  suite  commence  avec  le  renouvellement 
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de  la  1^  ^te  croissante  de  la  (>+  ^""^  verticale  et  de  toiis 
lès  termes  qui  prcdongent  cette  saite  dam  Ifis  yerticales  sai'- 
ri^tes;  la  3°"*  suite  commence  avec  le  renouTcllçm^nt  de 
la  2'»''  suite  de  la  p-f  l"^""  verticale,  et  ^ç  tPm?  les  terméfiqoj 
la  prolongent  à  droite,  et  a^osi  de  suite. 

.  La  loi  fondamentale  de  croissance  des  périodes  yerticalet, 
permet  de  calculer  façileoient  (cIIq  ligne  horizontale  qu'on 
voudra  de  la  colonne  générale.  Soit  à  former  la  422°'''  hori* 
2ontalè  par  exemple,  on  divisera  successivement  422  par 
l.2i  1.2.3,...  jusqji'JÈ»  ce  qu'il  n'y  ait  plus  d'entier  ou  quo- 
tient» cç  qui  donnera  les  quotlenta  et  iesi  reiU^  cirdessous: 


622 

r 

5 

211 

reg;^  0 

j>-» 

2.3 

70 

2 

p-j 

3<3.& 

17' 

■       «4 

p-3 

,M-4^    ^ 

9 

62 

l»-ft 

2.3.4.5.6 

0 

:  J22. 

.P-5 

■... 

p-^ 

p-k 

p-i 

:U.,)    ,'.,  . 

'■  '  '  •" 

P-» 

"'.' 

.       :.           . 

^:- 

P-^ 

..  • 

^-î. 

.  ?-* 

l'iVi-    ; 

' .   .  ijt 

p-3 
P--9 

P^i 


P-^3.."    /  '    ,:■  '.  ...; 
^  p-p4..  ,p-tl 


42k«  hortzontaïe. 

•Puis  observant  que  les  \eTi\cd\esj?^\p—i'^^^^^ 
commencent  par  d(?s' périodes  *dé  i'i  i.2  =  2',  i.2.â=6, 
f.2.3.4r-2f,  1>26,  720,...  termes,  oncn  conclura  que  ïa'422~ 
horizontale  ëonimence  par  le  4.22"'®  nombre  de  la  p^iode 
initfale  /?— 5  de  la  j!?—' 5"»®  Verticale,  et  que  pour  les  verti- 
cales/?~4*%/?~3?*%/?—k"% /?—!■% /?"%  celle  borizoqtale 
se  continue  dans  les'pértôdcs  4"^,  18%  71»%  21 1"%  428^. 
Pour  trouver  les  chiffrés  de  ces  périodes^  bn  observera  que 
la  période 7?  —  5  comprend  6  périodes  delà  droite,  p —  4,  5, 


—  543  - 

p  —  t,  4 î.et/'T^  1,2,  ^  dciNuc pour  faciliter  Tapplic^lion  de 
Ja  Ipi  4^  crois^apoç,  pn  r^>iréi|§!nte  le$  périodos  croiasante^, 
chacune  par  uo  tfjcme ,:  la  soitp JmjMale  de  la.  /i--4"^"  Terii- 
cale  sera 

p  — 5,    /?— 4, 

:     ■      ^..^1;.'  •   •     ^ 

et  ooipnie  c'est  par  la  4"^°  que  passe  l'horizontale  cherchée^ 
op  arréljera  cette  suite  i/?—  1.  Les  3  premières  périodes  de 
\à  ^—4'"*  verticale,  en jfoiit  5  x  3  ou  i5  de  la p— 3™,  for- 
mant par  la  loi  de  croissance  les  périodes  de  la/?  —  3»' 
verticale  en  regard  de  ja  période  p—  i  d^os^la  p^  4"»  ver- 
ticale, comme  il  en  faut  18  on.  s'arrêtera  à  jp.-^  2.  Les  17 
premières  périodes  de  la  />— 3"*'  verticale  çn  font  4x17=68 
de  la  p— 2™^  Formant  les  périodes  de  la /?— 2"«  verticale  en 
regard  de  la  période/?— 2  danBlajP<<^ 3^  Verticale;  comme 
il  en  fput  71 ,  on  s'sur^ra  à  p.  I#es  70  premières  périodes  de 
la  />— 2^  verticale  en  font  21 0  de  la  p-r  1°*  ;  ce  gui  donne 
p  —  4  pour  la  211"*,  et  comme  c'est  le  dernier  terme  d'une 
période  de  la'/^-^l™*,  on  doit  terminer  par  le  plus  haut 
terme  manquant  jp-f*!.  Ces  calculs  se  rangent  commodément 
comme  ci-contre,  et  Ton  a  aif^si  trés-rapidemeiit  la  422"* 
horizontale  .....p^6,  /?— 5 ,  /?— 1  »^p— 2 ,  /?,  /?— 4,  /?+l. 
3.  Passons  à  la  recherche  des  conditions  de  croissance  de 
Tarrangement  variable  Ji-fï"^-f ^^+•••+^^^+'^+8^+^» 
depuis  la  somme  minima  en  tête  de  la  colonne  générale  jus- 
qu'à la  somme  maxima  ip+i)i+ph-\-{p — 1) §■+... +46+3a+2;, 
qui  la  termine  et  qui  fournit  évidemment  le  minimum  de 
jetons  à  poser  sur  la'table,  savoir  : 
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Les  dispositions  déjà  prisés  poor  la  (^oissance  des  somme» 
élant  favorablesLie  plas  possible,  il  soflBt  pour  qap  cette 
croissance  soit  assurée  qu'on  ait  constamment 


y,  Vy  H',...  désignant  les  nombVrs  qui  dans  la  colonne  gé- 
nérale sont  placés  au-dessous  de  J,  ï,  H...  Pour  que  cette 
relation  subsiste  toujours,  il  faut  que  les  diverses  opposi- 
tions que  peut  y  apporter  la  variation  des  coefficients  A,  B,... 
A\  B\.,.  j  soient  toujours  annulées  parles  vsJeurs  des 
constantes  a',  &,  c,...  i.  Or,  d'après  l'organisation  delà 
colonne  générale  des  arrangements,  les  deux  sommes  suc- 
cessives de  la  relation  (1)  ne  peuvent  se  trouver  placées  que 
dans  les  circonstances  suivantes  dont  chacune  est  supposée 
exclure  les  précédentes  : 

1"  B  et  B  'périodiques  ;  d'où 
B=B'  n,  C=G',  D==D',....      tt5=:H',  l  =  r,  J=J'; 

2'  C  et  C  périodiques  ;  d'où 

Ç  =  G',        D=D',  E==E',...!    H=H'.  i  =  r,  j=j; 
transition  de  périod0  dans  la  p — 1"^  verticale; 

3'  D  et  D'  périodique^  j  d*ôù 

D  =  D',        t:=E',  F  =  F,.,..     Hc=H',  1=1',  3=J\ 
transition  ^e  période  dans  la  /?— 2"*. verticale. 


(/^—  3r  H  et  H'  périodiques.;  (|'où  H  ==  H',  I  =  I/,  1,  ==  J', 
transition  de  période  dans  la  4"'''  verticale; 


O  ^  réciproque  n'est  pas  vraie,  car  on  peut,  avoir  B— F  sans  ^ae  ces  < 
eients  forment  période,  de  mémo  que  A— A'  sans  qu'il  y  ait  aucona  périoât 
4ans  la  verticale  A.  Même  observation  pour  les  hypothèses  suivantes. 
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{p  —  ^T  I  et  r  périodiques;  d'où  1=1',   J  =  J',  tt^nsi- 
tion  dans  la  3*  Terticale  ; 

Ip—iy  s  et  J'  périodiques;  d'où  J  =  J^,  transition  dans 
la  2*  verticale  ; 

/i*      J  <C  J',  transition  dans  la  !*•  verticale  ou  passage 
d'une  colonne  partielle  à  la  suivante. 

Dans  riiypotlièse  1*»,  la  relation  (1)  se  réduit  t  A  <  A', 
et  d'après  la  loi  de  croissance  (2) ,  elle  est  toujours  satisfaite  ; 
inais  dans  les  hypothèses  suivantes  cette  relation  ne  peut 
subsister  que  pour  les  valeurs  attribuées  aux  nombres  a , 
& ,  c,...  et  cpmme  elle  deviei[it  successivement ,  par  les  by- 


B^-fA<B'a+A^ 

Bc  +  Cb+Ba+A  <  jyc+Gb+  B'^  +À', 


Hg-+. .  .+D^+C6^-Ba+A<       H'^+. .  .+D'c+CT+B'a+A', 

I  A+%+. .  .+Dc+C&+Ba+A<I'A+H'g-+. . .  +D'c+Ç'6+B'û+ A', 

-^Jî+IA+....  +Ba+A<JÏ+rA+ +B'tf+A', 

on  trouve  alors  que  a^  b^  c^,..  doivent  satisfaire  aux  rela- 
tions 

"    ^   A— A'      ■         Ba  +  A  — B'^— A' 


(2)    ;  c  > 


W  — B'       ^  C  — C 

Cb^ha+  A—ab'^Va'-A' 


:.     U+Hg+...+B^z+A~17i— H'^— ...-B'^i-A' 

.> —rZTj — — — • 

Les  dénominateurs  de  ces  fracliojps  sont  toujours  positifs, 
parce  qu'ils commencentla  transition  de  2  périodes  dans 
une  suite  de  périodes  croissantes.  Quant  aux  numérateurs , 
ils  le  sont  toujours  aussj,  mais  il  est  inutile  de  le  prouver, 


-  546  -^ 

parce  que  la  suppoaitioQ  qu'ils  soient  posilifs  e^  précisémeot 
la  seule  défavorable  à  l'existence  de  hk  relation  (1).  Par 
exemple ,  dans  le;  cas  de  D  el  V  péi^odiqjies ,  la  relation  (1} 
se  réduit  à  Cb'{'Ba+A<iC'ù-{-Wa']-A!  :  o»  a  nécessaire^ 
ment  C<;;  C,  et  çel^e  ré(}ucUQu  d^  la  relation  (1)  ne  nécessite 
une  détermination  pour  b  que  si  Ton  a  B+A>-B'-|-A'j 
autrement,  cette  réduction  serait  identiquement  satisfaite, 
quels  que  fussent  b],  a, 

4.  On  <yterminera  facilement  des  limites  inférieures  pour 
les  nombres  a,  b^c^...  si  Ton  observe  que  les  nombres  dé 
toute  horizontale  devant  tous  diEB^rer  et  être  choisis  parmi 
p-^ \ 9p^p—i  V  3,  2 , 1,  il  suffira  de  remplacer  dans  les 
numérateurs  les  tern\es  positifs  par  les  plus  hauts  maxima 
décroissants,  les  termes  négatifs  par  les  plus  faibles  minima 
croissants  et  les  dénominateurs  parleurs  minima  qui  ne  pou- 
vant être  0  se  réd^isent  à  1 .  Par  exemple ,  pour  déterminer 
la  limite  de  C,  les  maxima  décroissants  de  C,  B,  A  étant 
p-\-i,p,  pr^i  çtlç^ minima  croi^sant^  de  C,  B',  A'  étant  1, 
2^  3,  op  aura  dcipc  : 

ç>,{jp-\'i)b-\-pa-\'P'^ir^b'^2a^  3  =^jpb+  (/?— 2)  a-\-p^i. 
C'est  ainsi  que  les  relations  (2)  donnent  : 

ia^p,  b^pa+p-^'^,  c>/;^  +  (/?  — 2)^+/;— 4, 
(3)   j  d>pc+(p  —  %)b+{p^^)a+p  —  ^, 

{  e>pd+{p^^)  c+(;,-4)à+(^— e;a+/>--8,etc. 

ce  qui  donne  une  lo4  de  formation  très-simple  pourlesj  limites 
inférieures.  Si/?  =2,  a  est  la  seule  constante  ;  si/?  =  3, 
a  et  ^  sont  les  seules  constantes.  Pour/?  =2:/?^  il  y  a  /?  —  1 
constantes.  Les  rdiatjons  (3)  montrent  que  si  p  croît,  les  der- 
niers termes  des  seconds  membres  deviennent  de  plus  en  plus 
négatifs ,  ce  qui  arrive  dès  que/?>  4.  Cela  tient  ^  ce  que 
les  nombres  les  plus  élevés  i^  /*,...  correspondent  dans  la  co- 
lonne générale  à  d'autant  plus  de  périodes  quep  est  plus 
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grand,  et  ont ,  par  conséquent ,  besoin  d'une  augmentation 
moins  irapidé  pour  la  croissance  âes  ^mines  horizonUfjles. 
Ainsi ,  on  posera  .- 

et  il  sera  plus  commode  <)ans  ïa  pratique  de  calculei;  a^b^ç,... 
en  fonctions  successives  les  uniSr  des  autre$.  qu'en  fpiQctioQ 
de/7.  Lé  minimum  de  jetons  h  poser  sur  la  table  sera  connu 

et  pour  résoudre  entièremement  là  question,  il  ne  reste 
qu'à  expliquer  comnient  la  connaissance  Su  nombre  de  je^ns 
laissés  sur  la  table  fera  trouver  l'ordre  de  la  distribution  des 
/?+*  objets ,  car  j:,  j^,  z,...  f'  sont  maintenant  connus.  Sup- 
posons qu'il  reste  M  jetons,  on  aura  donc  : 

éBquiserédnitàA4-B^i4-Ci&+D^4-- -^^  KK  ^v 
sont  des  entidiis  connus  ^  /  =  t.  CeWè  équation  doit  être  ré- 
solue en  nombres  entiers  po^tifs  pgur  ^^  B,  C,  D,...  et  Ton 
sait  par  les  discufîsiôns  prècédeniçs  qu!il  p'y  a  qu'un  seul 
système  de  p  nombres  choisis  parmi  1,  2,  3,.../;  + 1  qui  y 
satisfasse.  On  emploiera  donc  les  méthodes  connues  de  l'ana- 
lyse indéterminée  du  premier  degré  par  suite  desquelles 
B,  C,  D...  seront  calculés  en  fonction  de  plusieurs  indé- 
terminées ijk)«l  Â  fera  pàHie.  £s:aiiiteant  cëëéun  dès  sys- 
tèmes A  a^l,  A=t:2i  A»3, ...  Aca/^4*4,  «t  Hmitaat 
à  xhaqoe  fois  les  valeurs  de-B,  C^D^..<  par  les  relations 
d  <B  <p-hi,  0 <  G  <p  -f  t,  ©to.,  on  trouvera ^dôfimli- 
Tement  A,  B,  C,  D,...  Si  maintenant  on  M  i^eporle  à'la>nota- 
tioo  A4-  B« -f.C^  -f  De  4*  •••7  '00  ^  rappeliera'  qm  celtii 
desp-j-l  nombres  qui  «st  omis  parmi  A,  B,  €,D>...  pro- 
vient du  rang  de  l'objet  pris  par  la  prcmîcre  persionnè. 
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Personnes/? -fi,  /?,  p  —  1,     ....    5,  4,  3,  2,  1, 
Objets         J,      I,      H,  D,C,  B,  A, 

Ecrivant  donc  si^r  deux  borizontates  les  nombres /^-M^ 
/?,  p  —  l  ...  3,  2, 1  et  J,  I ...  B,  A,  on  dira  que  la  2™  per- 
sonne a  pris  le  A"»*  objet ,  la  3'^  le  B«^%  la  V^  le  €••,  etc., 
la  i^  Fobjet  non  encore  nommé.  On  peut  d'ailleurs  éviter 
le  calcul  de  l'équation  qui  doit  fournir  A,  B,  C,  D,...  en 
dressant  pour  les  cas  numériques  dont  on  veut  faire  l'é- 
preuve une  table  des  arrangements  correspondants  à  chaque 
reste,  ou  même,  si  p  est  fort  petite  en  composant  une  phrase 
mnémonique  faisant  l'oflBce  de  cette  table,  {Arithmétique  de 
Reynaudj  page  309,  23«  édition.) 


NOTE 

Sur  teœpre9si<m  analytiqfAe,  de  la  plus  courte  dvUance  d'un 
^  poùU  à  une  droite  ^u  d'un  point  à  un  plan. 

«AU  M.  a.  »EOUBST, 

professeur  an  t>>11'ége  royard'Aitcb. 


I. 

Pour  exprimer  la  plus  courte  distance  d'im  point,  à  une 
droite  en  fonction  des  coordonnées  du  point  et  descœïDBcientt 
de  l'équation  de  la  droite,  on  commence  ordinairement  par 
mener  une  perpendiculaire  du  point  à  la  droite  ;  on  cherche 
ensuite  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire ,  et  il 
ne  reste  plus  qu'à  calculer  la  distance  de  deux  points  dont 
les  coordonnées  sont  connues.  Cette  marche  est  très-natu- 
relle y  mais  elle  a  rinconvéniont  de  conduire  à  de  très-longs 
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calcab^  surtout  quand  les  ates  sont  obUqueSé  Le  procédé  que 
je  vais  exposer  dans  cette  note  conduit  beaucoup  |dus  rapi- 
dement au  but,  et  en  le  généralisant  il  nous  permettra  d'ob- 
tenir la  plus  courte  distance  d'un  point  à  un  plan,  dans  le  cas 
le  plus  général  possible. 
Soient:  ; 

S    la  droite  donnée  :  OAtsa ,  OB^b ,  ses  coordonnées 
à  l'origine; 

ly   une  parallèle  à  la  droite  D ,  menée  par  le  point 
donné  (a/,  y,  z')  ; 

c    le  segment  de  là  droite  D  intercepté  entre  les  axes; 
h^hf    les  longueurs  des  perpendiculaires  abaisisées  de  To- 
rigine  sur  les  droites  D,  D',- 

9     la  distance  cherchée  ; 

<P      Tangle  des  axes. 

On  aura  évidemment  : 

Si  on  appelle  m  le  rapport  de  similitude  des  deux  triangles 
OAB,  OA'F,  on  aura  h'=:mh:  donc 

$  =  {m  —  i)h. 

Pour  avoir  la  valeur  de  A ,  je  remarque  que  Taire  du 

bc  .      ^absintf    , 

triaogleOABest  exprimée  par  ^  i  ^  ^^  V^^  -^ — '-  *>^^ 

■   absxutf 


Pour  avoir  la  valeur  de  w,  je  remarque  que  Féquation  de 
la  droite  D  étant 

l'équation  de  la  droite  Df  dont  les  coordonnées  à  Torigtiicl 
sont  ma^  mbj  doit  être 

(2)  ay-\*bx  —  ma6=rO, 
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réqaaUQii  (3)  devant  être  satisfait»,  qoaad  oa  fàtt  jr=y, 
y  as^'y  OQ  aoTa  CD  faisant  cette  sabstitation  et  réaolTant'par 
rapportant:  ^ 

D'ailleurs,  du  triangleOAB,  on  tire  :  c?=V//i*4.f — 2a2»cOsj; 
doiic^en  tuhstitnani  dans  la  fcutnale  ^ss(m-^i}A;  ces  valeurs 
que  nous  Tenons  de  trouver,  nous  aurons  : 

Si,  l'équation  était  donnée  sous  la  forme  Air+Bvi?-(*C  =  ^9  ^ 
suflGirait  de  remplacer  dans  cette  formule:  a^h^  ab  par  la 
quantités  À ,  B ,  —  C  qui  leur  sont  proportionnelles ,  et  on 
aurait  : 

^,^(Ay+Bj>:^  +  C)siny 
\/A»4-B"+2Ccos.p' 

II 

Proposons-nous  maintenant  de  fjroaver  la  plus  courte  dis- 
tance d'un  point  H  à  un  plan  donné  P. 
Solettt  : 

OA=â,  0B»6,  dC=3:ir,  letKXKirdomkééa  à  l'ori- 
gine du  plan  donné  P  ; 

OA'=mû,  0B'=/n6^  OC' =!»«:,  celles  d'un  plan  F  pa- 
rallèle au  plan  P,  et  passant  par  le  point  donné  VL{x\y\  z)  \ 
s      la  portion  du  plan  P  interceptée  entt'c  léj  plans 
coordonùés; 

hy  h!  les  perpendiculaires  abaissées  de  Forigine  sur  les 
RlwisP,F;  ,    .       ^  .        .       . 

$     la  distance  cherchée  ; 
oc,  p,  Y  les  angles  des  axes. 
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Oa  aura  comme  plus  haut  : .  ^  . 

^  =  (m  — i)A. 

La  pyramide  triangulaire  OABC  a  pour  mesure  -hs  et  aussi 
-  abcF.^  F  désiçoant  ici  pour  abréger  la  fouetlon 

-l/i— COS'a— COS'P— COS*>+2COSaCîOSpCO»7- 

Dqoc  on.aura  : 

abcF 

h= . 

$ 

L'équation  du  plan  P'  dont  les  coordonnées  à  Vorigine  sont 
ma^  mby  mc^  est  ,  '  ' 

bcx -\- acy  +  bcz  —  mabc=^0, 

d'où  Ton  tire,  en  faisant  x=ssa:',  y  =j\  zzssz'  - 

bcx^-\-  acy-\-  bcz' 

ni=: j 

abc 

donc  on  aura  : 

_  (àox''{'acy  +h<!9'^abc)F       .    .  :  .:    ^ 

Pour  résoudre  complétemetat  le  problème ,  il  resté  à  ex- 
primer 5  en  fonction  des  quantités  /<,  b\  <?,  a,  p,  7.  Si  lious 
désignons  par  e,f^  g  les  côtés  de  ce  triangle  Tespectitenient 
op)posé9âux  arêtes  a,  b,  e^  nous  atii^fis  d'après  une  fbrmule 
connue  :        ^  ... 

165'=:  SZ-y-f  2<^y4-  2dy^—  e^^p^g^:    •  ' 

Mais  on  voit  facilement  que 

/r'  =  6'4-c'— 26ccOSfle,/'w*'+'lJ'fr^2arOÛip,  ■      ■" 
^*  =  ^' -f- 6* -^  2rt^  COS7. 
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En  Taisant  la  substitution  et  réduisant,  on  aura  la  formule 
symétrique  : 

45»  =  ib*c*sm*(i  —  ^la'bc  (cosa  —  cospoos  y). 
La  valeur  de  ^  sera  donc 

êt=i(bca:^J^^acy'\'abz''^abc)x,    • 
y/i — cos'g— cos'p — eos*7-4-2cosacospcos7 
V^r6Vsin*a— 2  2a'6c(cosa — cospcosy) 


NOTÉ 
SUR  LES  NOMBRES  PARFAITS. 

(Voir  page  318.) 


PAR  Ht.  «.BSJEiwwttjy, 

professeur  à  It  faculté  dt  Bordeaux. 


La  règle  d'Eudide  qui  donne  des  nombres  parfaits  essen- 
tiellement pairs,  les  donne-t-elle  tous?  L'affirmative  s'établit 
en  deux  roots;  mais  quant  à  cette  autre  question  :  y  a-t-il  des 
nombres, parfaits  impairs?  elle  reste  pour  moi  tout  à  fait  in- 
décise ;  j'ai  bien  démontré  que  xa?^  J^y^j  x^-y^T^^  ne  sau- 
raient être  impairs  et  parfaits;  lecas  de  a:«^^zytf<ret  qudques 
autr0s  s'établissent  peut-être  de  la  même  manière»,  mais  en 
laissant  indéterminé  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs 
et  différents  x^  >-,  z,  m,...  je  n^e  puis  établir  qu'il  n'y  a  point 
de  nombres  parfaits  impairs.  Les  propriétés  que  vous  énon- 
cez relativement  aux  nombres  parfaits ,  doivent  donc  être 
attribuées  aux  nombres  parfaits  pairs. 

Legendreditque  2*'^i  (Théorie  des  nomhrês y  1. 1,  p.  229, 
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1830),  est  le  plus  grand  des  nombres  premiers  vériflés. 
D'après  la  table  que  vous  avez  donnée,  2*'  —  1 ,  2*'  —  1 
seraient  premiers,  et  Tassertion  de  Legendre  inexacte,  ce 
qui  est  fort  possible. 

Théorème.  L'équation  des  nombres  parfaits 

2.arVz^..==<l+a:+....4-a:^)(l+^+..+/)(l+a+...+^^^        (1). 

QÙo:,^,  z,...  sont  des  nombres  premiers  différents,  est  pos- 
sible quand  X  =2,  ou  pour  les  nombres  pairs.  L'équation 
devient  alors  -. 

•^^'•••+   è^"=^*+-^+'--^'^  (1+Z...+30, 

dont  l'impossibilité  est  manifeste,  quand  les  exposants  ^ ,  y... 
sont  autres  que  1, 0, 0  ;...  mais  pour  ce  cas,  on  obtient  la  so- 
lution d'Euclide. 

Problème.    L'équation  (1)  est-elle  toujours  impossible  , 
quand  les  nombres  x^y^z,...  sont  Impairs  ? 


NOTE  SUR  LA  TOROÏDE. 

PAH  S.  OATAI.AN, 

•Répétijteur  à  TJ^ole  polytechnique. 


Pour  obtenir  l'équation  de  celte  courbe,  il  faut,  ainsi  que 
Ta  fait  voir  M .  Cauchy ,  éliminer  0  entre  les  deux  équations 

aV      ,      by     _  6V      ,       o>'     _  » 


(9+ay    •    (6  +  ^7  (0+aT    "^{O  +  bJ 

(Nouvelles  Annales,  t.  111,  p.  455). 

Cette  élimination  se  fait  assez  simplement  de  la  manière  sui- 
vante. 
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Chassant  les  dénominateurs ,  on  obtient  d'aWd  : 

a''  (6  +  hy  x'  +*"(«  +  a»)>*  =  (0  +  ay  (0  +  h^,     (1  ; 

6'  (6  +  by  x"  +  6'  (0  +  ^')y  =  **  (^  +^')'  (^  +  *?•  (2) 
Multipliant  l'équation  (1)  par  6",  l'équation  (2)  par  a';  re- 
tranchant membre  à  membre ,  et  supprimant  le  facteur 
(H-^')',  j'obtiens: 

(a'— 6')ey  =  («  +  6T  (/ï'^'  — S').  (3) 

On  aurait  de  même  ; 

(a«  _  i*)  e>ar'  =  (ô  +  «•)*  (e> — ^^'A').  (4) 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (4) ,  cl 
si  l'on  supprime  le  facteur  câ—b^^  commua  aux  deux  mem- 
bres de  l'équation  résultante,  on  obtient  : 

6«  (or'+y)  =  ô>(a*+6^+26)  +  ^'(d''— a'6').         (5) 

Multiplions  l'équation  (3)  par  a%  l'équation  (4)  par  b\ 
ajoutons,  et  supprimons  le  facteur  {a* — 6*)6;  il  viendra: 

6  (ay  +  6V)  =:  d(a*6*—  Ô')  +  it^Ô  [a'+b')  -f-  2a^b*k\     (Ô) 

€es  deux  dernières  équations  étant  ordonnées  par  rapport 
àO,  deviennent: 

263— 6'(x'+y  — a*~*^  -•^*)  —  a'^^^^  =  0 ,         (5') 
63+6  (ay  +  6^a:*~  a^À*  —  6**'  —  a^b"")  —  2a'6*yt*  =  0.  (6') 

J'élimine  tour  à  tour,  entre  ces  deux  dernières  équations , 
le  terme  en  ^^  et  le  terme  indépendant  ;  j'obtiens  ainsi  : 
A0'  +  2BÔ— 3C  =0,      (7)         3e'— 2À0  — B  =  0;        (8) 
«n  posant ,  pour  abréger  , 

A  =  a:*4.y— a*— ô'— A:*,  B  =  aY+b'x'—a^k'-^b^k^—a'b^ 
C=a'b'k\ 

jLes  équations  (7)  et  (8),  traitées  comme  les  deux  précé* 
dentés,  donnent  : 
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2(A'  +  3B)0  +  (AB— 9C)  =  0,  (9) 

(AB  — 9C)  6+2(8^4- 3  AG)  =  0^  (10) 

EnfiD ,  réliminatioa  de  6  entre  ces  deux  dernières  éqaations, 
conduit  à 

(AB  — 9C)*  =  4(A'  +  3B)  (B'-f  3AC). 
L'équation  de  la  toroïde  est  donc 

+4a*6T  (x'4-y — a*— 6"— A*)3  —  27  a^b^k^ 
+iSa'b'k\x*+y'--a'—b'--k')iay'^b*x''^n'k'-^b'lc''-^alù*) 
+4(ay  4^»a-'— a'A*-.AT- /z'i^)«  =  G. 


THÉORÈMES 

|)E  DESCARTES,  DE  ROLLE,  DE  BUDAN  ET  FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCIIY, 

déduits  d*un  seul  principe, 

(Suite,  voir  page  213.) 


15.  TflÉORÈMf:  VI.  Si  Ton  désigne  par  «  Texcès  retatirà  la 

fraction    ^,  \   et  pris  entre  les  limites  — a  et  +  ^  ;  soient  de 

F{x) 

plus  9r  le  nombre  des  racines  positives  et  v  le  nombre  des 
racines  négatives  de  réquationF(j:)  =0,  comprises  entre  ces 
mômes  limites ,  on  aura  e  =  tt  —  v  ,  pourvu  que  le  polynôme 
F(x)  ne  soit  pas  divisible  par  x. 

Démonstration.  Décomposons  e  en  deux  parties ,  e'  relatif 
aux  racines  négatives  et  e"  relatif  aux  racines  positives  de 
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F(.r)  =  0  ;  on  aura  c=  e'+e".  D'aillears  -r^—  et  --H  sont 

Fx         F  x 

de  signe  toujours  opposé  dans  Tintervalle  de  — a  à  0 ,  et  de 
même  signe  dans  Tintervalle  de  +  0  à  +  ^  ;  donc  (Prob.  ÏI)  : 
ef  =  —  V  ;  e"=  'sr  ;  ainsi  ^  —  v  =  e  ;  et  comme  on  sait  cal- 
culer e ,  on  eonnatt  donc  la  différence  entre  le  nombre  des 
racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives  d'une 
équation. 

16.  Lemme  I.  p  étant  une  racine  de  F'(j:)  ,  Fip)  est  un  mi- 
nimum ou  un  maximum  absolu  (abstraction  faite  du  signe), 
selon  que  le  produit  Fip)  F\p}  est  positif  ou  négatif. 

La  démonstration  est  dans  tous  les  traités  élémentaires. 

1 7.  Problème  (III).  Etant  donnée  la  fonction  entière  F(a:) , 
trouver  la  différence  entre  le  nombre  des  maxima  et  des  mi- 
nima  absolus  dont  elle  est  susceptible.  On  suppose  que  ni  F(x) 
ni  F'ix)  n'ont  de  racines  égales. 

Solution,  Posons  les  deux  équations  .* 

F'(x)  =  0,      r  +  F(x)F'(a:)=-0; 

soit  j^  =  0  le  résultat  de  Vétiminatton  de  x  ;  ^  ne  peut  avoir 
plus  de  valeurs  que  F'{x)  n'a  de  racines  ;  les  valeurs  posi- 
tives de^  correspondent  à  des  maxima,  et  les  valeurs  néga- 
tives à  des  minima  ;  y  est  donc  de  même  degré  que  F'{x)  ; 
d'après  le  théorème  YI ,  on  peut  connaître  la  différence  entre 
le  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  né- 
gatives de  réquation  ^  =  0 ,  et  cette  différence  est  égale  à  la 
différence  cherchée  (15). 

18.  Théorème  VII.  Le  nombre  de  racmes  réelles  distinctes 
d'une  fonction  algébrique  entière ,  augmenté  d'une  unité ,  est 
toujours  égal  au  nombre  des  maxima  dont  la  fonction  est 
susceptible ,  moins  le  nombre  des  minima. 

Démonstration.  Il  suffit  de  construire  la  courbe  parabo- 
lique représentée  par  l'équation  j-  =  F{r) ,  et  de  discuter  les 
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diverses  formes  de  la  courbe  ;  et  le  théorème  devient  d'une 
évidence  intuitive.  On  peut  aussi  parvenir  au  même  but 
d'une  manière  discursive  et  plus  longue ,  par  des  considéra- 
tions purement  analytiques. 

Remarque  historique,  A  Faide  des  théorèmes ,  lemmes  et 
problèmes  contenus  dans  les  quatre  paragraphes  précédents, 
et  qui  appartiennent  tous  à  M:  Gauchy ,  on  peut  donc  tou- 
jours trouver  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  né- 
gatives d'une  équation.  C'est  ce  que  l'illustre  analyste  a  fait 
connaître  en  18t5  0.  11  indique  comment  on  peut  remédier 
à  la  restriction  que  les  racines  égales  ou  nulles  apportent  à  la 
méthode.  Ainsi  dès  1815  on  possédait  des  moyens  certains  de 
déterminer  lô  nombre  de  racines  réelles ,  en  considérant  la 
succession  de  lignes  de  certaines  fonctions ,  dont  Tune  était 

-rr-;  ce  n'est  qu'en  1829  que  M.  Sturm,  au  lieu  de  cette 

fonction,  a  pris  celle-ci, -=—1  et  est  parvenu  au  théorème 

d'une  si  admirable  simplicité  f  les  procédés  laborieux  de 
M.  Cauchy  sont  sans  doute  l'unique  motif  qui  ont  détourné 
l'attention  que  méritait  un  travail  d'une  si  haute  importance 
et  qui ,  quinze  après  son  apparition ,  était  presque  oublié. 
Nous  reviendrons  sur  plusieurs  autres  théorèmes  que  con- 
tient ce  beau  mémoire  ;  on  y  trouve  le  germe  de  la  proposi- 
tion Sylvester  que  M.  Sturm  vient  de  démontrer.  (Journal 
de  Liouville,  t.  5.) 

Venons  maintenant ,  comme  s'exprime  M.  l'abbé  Moigno, 
à  l'une  des  plus  belles  conquêtes  qu'on  doit  au  génie  de 
M.  Cauchy.  On  sait  que  toute  racine  imaginaire  est  composée 
de  deux  parties  réelles,  mais  dont  la  seconde  est  multipliée 

par  V/^^  ;  M.  Cauchy  a  découvert  le  moyen  de  déterminer 


(')  Mémoire  sur  la  déleraiinalion  du  nombre  d^s  racines  réelles  dans  les 
équaUons  algébriques.  Journ.  de  TEcoIepolytechn.,  17'  cahier,  p.  457,  1815, 
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les  limites  de  ces  parties  réelles ,  à  Taide  d'un  magnifique 
théorème,  généralisation  d'un  théorème  semblable,  qu'on 
doit  à  l'illustre  analyste  de  GOttingùc  (voir  1. 1,  p.  443). 
MM.  Sturm  (Charles)  et  Liouvillo  en  ont  les  premiers  donné 
une  démonstration  élémentaire  ;  mais  nous  prendrons  celle 
que  M.  Gauchy  a  indiquée ^  en  la  Taisant  précéder  de  quel- 
ques éclaircissements  à  l'usage  de  nos  jeunes  lecteurs. 

19.  Soient/(x,^)=0(l),  F(x,7)=0(2)  et  2=-^:^ (3) 

les  équations  de  deux  ligne»  et  d'une  surface  rapportées  aux 
mêmes  axes  rectangulaires.  Les  deux  premières  fonctions 
étant  algébriques  et  entières  »  les  V/aleurs  de  z  sont  constam- 
ment réelles,  et  par  conséquent  ne  peuvent  changer  de  signe 
qu'en  passant  par  zéro  ou  par  l'infini  ;  pour  tous  les  points  de 
la  ligne  représentée  par  l'équation  (1) ,  les  Valeurs  de  z  sont 
nulles ,  et  pour  les  points  de  la  ligne  représentée  par  l'équa- 
tion (2)^  ces  valeurs  sont  infinies.  Mais  pour  les  points  d'inter- 
section de  ces  deux  lignes,  les  valeurs  de  z  sont  --  ou  indéter- 
minées. C'est-à-dire  que  l'ordonnée  z  fait  partie  de  la  surface. 
De  sorte  que  la  surface  cylindrique  ayant  pour  directrice  la  li- 
gne (2)  et  pour  génératrice  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  z, 
sera  asymptote  à  la  surface  (3) ,  et  les  deux  surfaces  auront 
autant  de  droites  en  commun  que  les  deux  lignes  (1)  et  (2) 
ont  de  points  d'intersection ,  que  nous  désignons  arec  M.  Prou- 
het  {voir  t .  1 ,  p.  444)  sous  le  nom  de  points-racines.  Concevons 
qu'on  trace  sur  le  plan  jcj^  un  contour  fermé  pouvant  être 
une  ligne  continue  ou  composée  de  plusieurs  lignes  quelcon- 
ques, mais  avec  la  condition  essentielle  de  ne  pas  passer  par 
un  des  points-racines.  Supposons  que  ce  contour  fermé ,  que 
nous  désignons  par  C,  renferme  dans  son  intérieur  un  nom- 
bre m  de  points-racines.  Si ,  en  partant  d'un  point  M  de  ce 
contour,  on  marche  toujours  dons  le  même  sens ,  il  est  évi- 
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Aent,  le  contour  étant  fermé,  qu'on  reviendra  au  même 
point  M  ;  à  chaque  station  correspond  une  valeur  réelle  de  z  ; 
dans  les  passages  par  la  ligne  (1)  ces  valeurs  sont  nulles,  et 
par  la  ligne  (2)  elles  sont  inOnies.  Ne  considérons  que  ces 
derniers  passages  :  un  instant  avant,  et  après ,  les  valeurs  de 
z  présentent  tioe  variation ,  soit  ascendante ,  soit  descen- 
dante ;  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  ascen- 
dantes et  descendantes  est  ce  que  nous  avons  appelé  Yexcès 
£  (p.  191).  Lorsque  les  fonctions^  (1)  et  (%  sont  entièrement 
indépendantes  Tune  de  l'autre,  il  n'y  a  aucune  relation  entre 
£  et  m  ;  mais  si  Ton  établit  une  relation  entre  les  deux  fonc- 
tions, il  s'ensuivra  aussi  quelque  relation  entre  E  et  m;  or 
si  l'on  a  cette  relation  : 

n^ ,  y)  +  T{x ,  y)\/^^=  ?  {x  +y]/^)  , 
cp  désignant  une  fonction  algébrique  entière ,  alors  E  =  2/»  ; 
c'est  là  le  théorème  de  M.  Cauchy,  qu'il  nous  reste  àdémontrer. 
20.  La  relation  entre  les  deux  fonctions  se  décompose  en 
ces  deux  équations  : 


//^  y  .  _.v^    y 


f[x,  y)  =  ^x^^'x,  fj+?»^x.  j~^  +  etc. 
F(a:,  y)  =  <f'x.  y  —  <f"'x.  -^-H-f  vx.        ^         ' 


1.2.3'^'     1.2.3.4.5  •     •  • 
Ainsi  la  fonction  cp  étant  donnée ,  on  voit  comment  on  en 
déduit  les  fonctions/et  F  ;  c'est  une  conséquence  évidente  du 
théorème  de  Taylor. 

21.  Lemmë  I.  Considérons  deux  fonctions/(«)  et  F{s)  de  la 
variable  s  et  continues  entre  les  limites  s=:Soeiss=s,i  ou 
donne  de  plus  les  équations  de  condition  : 

F(^o)  =  FW; 

f{s)  Fs 

—  et  —   sont  des  fractions  plus 

yiM  +  (F5)-       ]/(fsy+(Fsy 
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{>etites  que  lunité  et  dont  la  somme  des  carrés  est  égale  à 
Tuoilé ,  la  première  peut  donc  représenter  le  cosinus  d'nn 
arc ,  et  la  seconde  le  sinus  ;  désignant  le  dénominateur  pris 
positivement  par  r,  on  aura  : 

f(s)  =  r  cosp     et     F(^)  =5  r  sin  p  ; 
p  est  un  arc ,  fonction  de  « ,  et  fonction  qu'on  assujettit  à 
\h  continuité.  L'excès  e  de  la  fraction  -— r-  ,  pris  entre  les 

limites  s^  et  s, ,  est  égal  à  ^î— ^  ;  p^  etpo  sont  les  valeurs  de 

/)aux  deux  limites. 

Démonstration.  77-^==lang  p^  j  -r—^  ==  tang/?,  ;  ainsi, en 

vertu  de  Téquation  de  condition,  tang/?o  =  lang/?,  ;  donc 
p^  —p^  zrznn;  n  étant  un  nombre  entier  ;  si  Ton  fait  croître 
insensiblement  Tare  p  depuis /^^  jusqu'à  Pt^p,  —  Po  sera  égale 
à  la  somme  de  tous  les  accroissements  i  la  tangente  de  cet  arc 
pourra  passer  plusieurs  fois  par  TinGni ,  de  deux  manières  ; 
du  négatif  au  positif;  alors  Tare  passe  brusquement  de 

$  à-  +  6',^et  ^'sont  des  quantités  inûniment  petites  ; 

Taccroissement  est  donc+  7:  -f-  S+S\  quantité  finie,  et  la  fonc- 
tion est  discontinue;  mats  à  tang-  +  ^  on  peut  substituer 

tang  ^  +  ^—  it  ;  alors  l'accroissement  devient  ^  —  ^,  quan- 
tité infiniment  petite^  et  la  fonction  reste  continue.  Ainsi 
toutes  les  fois  que  la  tangente  passe  par  Vinfini ,  au  moyen 
d'une  variation  ascendante ,  il  faudra ,  pour  empêcher  les 
accroissements  brusques  de  l'arc,  retrancher  n  ;  et  pour  le 
môme  motif ,  il  faudra  ajouter  tt,  lorsque  la  variation  est 
descendante.  Si  nous  appelons  donc  e'  Yeœcès  de  la  fonction 

fractionnaire  —7 ,  on  aura  p.. — p.^.  = — eV  ;  mais  e'=  — e  j 
donc  p^  — Ao)  ^  ^'^'  ^'  Q-  ^-  ^' 
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Observation.  Il  est  évident  que  le  théorème  subsisle  sïf 
est  une  fonclion  de  plusieurs  variables  j?,^,  s....,  pourvu  que 
chacune  de  ces  variables  soit  une  fonction  continue  de  s, 

22.  Lëmub  II.  Considérons  deux  fonctions  fractionnaires 

fis)    o(s) 

TT-:  ^^  TTT  de  ïa  même  variable  s  j  et  ces  fonctions  sont  sou- 

F[s)       ^(s) 

mises  aux  équations   de  condition   du   lemme  précédent; 
soit 

/(s)  =  r  cosp  ;  F  (s)  ss  rsin^  ;  <p(5)  :;=  r^cosp'  ;  ^s)  =  r^sinp'  ; 
OU 

f(s)  +  F(5)V/^^  =  r  (cos/?  +  y^^sinp\ 
? W  +  +(5)1/^^=  rJ{cosp'+  V/^  sin/?')  ; 

multipliant  ensemble  membre  à  membre  les  deux  équations , 
il  vient  : 

S+Ty^=rr'lcosip+p^)  +  J/ZTÎsin  (/)+/>')], 

S=/WçW-FW^K5), 

Soit  E,  e ,  e'  les  excès  relatifs  aux  fractions  ==:,  —--: ,  -p- ,  on 

1    F  (s)    ^s 

aura:  E=e+e'. 

Démonstration.  e=^i-I^;  è^=:^'""-^^  ;  mais  ;?+itj' 

g 

est  Tare  correspondant  à  =;  ;  donc  .... 

Corollaire.  La  même  démonstration  a  lieu ,  quel  que  soit 
le  nombre  des  fonctions  fractionnaires. 

23.  Soit  une  courbe /èrtnec,  rapportée  à  des  coordon- 
nées polaires  ;  supposons  d'abord  le  pôle  dans  l'intérieur 
de  la  courbe.  Désignons  par  p^  Fanglc  polaire  d'un  point 
M  de  la  courbe.  Si  le  point  M  mobile  sur  la  courbe  par- 
court son  contour  dans  le  même  sens ,  po  croîtra  sans  cesse  ; 
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quand  on  sera  revenu  au  noiéme  point  M;  quand  on  aura  par 
couru  tout  le  contour ,  p^  sera  devenu 

/?,+  27r  ;   ou  p,=p^  +  2tz  ;  p,  —po  =  27r. 

Mais  si  le  pôle  est  extérieur,  le  même  mouvement  du  point 
M ,  après  avoir  fait  croître  p^ ,  le  fera  décroître  de  la  même 
quantité  ;  de  sorte  que  l'on  aura,  à  la  fin  du  mouvement 
P^=PoO\x  p,—p,  =  0. 

Observation.  C'est  ainsi  qu'on  explique,  dans  le  système  du 
monde ,  les  rétrogradations  apparentes  des  planètes. 

24.  Théorème  de  M.  Cauchy.  Supposons  queF(z)  soit  une 
fonction  entière  du  degré  n,  qui ,  lorsqu'on  change  z  en 

^  -\-:y\^—^  5  devient  f{x ,  y)  +  F( j:  ,  y)\/^--'  1  :  traçons 
dans  le  plan  de  x,^  une  courbe  fermée  dont  la  longueur  da 
contour  soit  c,  et  dont  les  coordonnées  x^y  puissent  être 
considérées  comme  des  fonctions  continues  de  l'arc  s  de 
cette  courbe  ;  le  nombre  m  des  points  dont  les  coordon- 
nées   x:=a,  ^  =  p    (points-racines)  vérifient  l'équation 

f{^  î  J^)  +  F  ("^  ï  ^)  V— 1  =  0  sera  donné   par  Téquation 

E  fix  y) 

m  =  —  :  E  étant  l'excès  relatif  à  la  fonction*!,!   ^'  , ,  et  pris 

2  F(j^,r) 

entre  les  limites  ^  =  0 ,  *  =  c. 

Démonstration,  Rapportons  la  courbe  fermée  à  des  coor- 
données polaires ,  et  choisissons  pour  pôle  le  point-racine 
dont  les  coordonnées  soient  j:  =  a ,  ^  =  p  ;  nous  aurons 
X  —  az=rcosp  et  y — p  =  rsin/?,  r  et  p  étant  le  rayon 
vecteur  et  l'angle  polaire  du  point  mobUe M;  x  —  atty  —  p 
sont  des  fonctions  continues  de  l'arc  s  ;  donc  aussi  r  et/i  ; 
et  r  est  essentiellement  positif. 

X  ^^  et 

Appelant  e  l'excès  relatif  à ou  tang/7   considérée 

r  —  P 
comme  fonction  de  s  et  pris  entre  les  limites  5  =  0,  ss=z€, 
on  a ,  d'après  le  lemmc  1  : 
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;  si  le  pôle  est  intérieur,  p,  — po  =  2ir , 

si  le  pôle  est  extérieur,/;,— /7o  =  0. 
Donc  c  =  2  si  le  point-racine  est  intérieur,  et  e  =  0  s'il  est 
extérieur  ;  pour  un  autre  point-racine  ayant  pour  coordon- 
nées a',  ^',  on  aura  de  même  e^  ==  2  ou  e'  ==  0 ,  selon  que  le 
point-racine  est.  au  dedans  ou  au  dehors  de  la  courbe  ;  cet 

excès  étant  relatif  à  la  fraction -.  ;  et  ainsi  des  autres 

points-racines. 

Donc ,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  aucun  point- racine  sur  la 
courbe,  et  quil  y  ait  m  points-racines  dans  l'intérieur,  on 
aura  e  -}-  e'-[-e"  -[- ....  t=  2w. 

Or 

Fz=(z-a-p\/~î)(z-a'-P'K^)(z-a"— p"i/IIÎ)...= 

=[U-«+(J^-^)KÏ)(:t.a'+(r-p')|/^)(x.a''+(^.n^^-"ï)] 

=/(^,^)+F(a',r)J/=T; 

donc,  d'après  le  lemme  précédent, 

E  =  e-}-e'-f  c"+elc =2w. 

C.  Q.  F.  D. 

Remarque  L  Les  ordonnées  p^  p',  p"  ....  peuvent  être 
nulles  ;  alors  les  points-racines  correspondent  à  des  racines 
réelles. 

Remarque  IL  Lorsque  1  équation  a  des  racines  égales,  il  y 
a  des  points-racines  qui  coïncident  ;  ces  points -racines  sont 
multiples. 

Remarque  III.  Le  théorème  a  de  même  lieu  pour  les  fonc- 
tions non  entières  ou  transcendantes ,  pourvu  qu'elles  admet-" 

tent  la  forme  (z  — a  —  Pl/^^)  et  que  a  +  pV/ — *    ^^^ 
rende  pas  infini  ou  nul  le   quolient  de  la  fonction   par 
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Remarque  If^.  Les  fonctions /et  F  auxquelles  s'applique 
le  ihéorème  de  M.  Cauchy  sont  les  équations  (U)  et  (T) 
de  M.  Gauss  (  t.  1,  p.  441  )  »  qui  a  montré  aussi  comment 
on  trouve  le  nombre  de  points-racines  renfermés  dans  un 
cercle  de  rayon  quelconque  décrit  de  l'origine  comme 
centre.  De  sorte  que  le  théorème  de  M.  Cauchy  n'est  au  fond, 
comme  nous  l'avons  dit ,  qu'une  généralisation  du  théorème 
de  M.  Gauss. 

25.  Problème.  Etant  donnée  l'équation  F(z)  =  0  ,  trouver 
combien  elle  a  de  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
renfermée  entre  les  limites  x^^  x,^  et  dont  le  coefficient  de 

\/ — 1  est  renfermée  entre  les  limites  j^o>  X.- 
Solution  (flg.  78).  Soient  les  axes  rectangulaires  OX,  OY  ; 

faisons  OM  =  x^  ;  ON  =  x,  ;  AM=ro  ;  DM=r>^,  et  formons 

le  rectangle  ABGD. 
Remplaçant  z  par  X'\-jr  \/ —  i ,  on  aura  : 

F(5)  =f{x,  y)  +  F(j:,  y)  \/^=l  ; 

la  question  est  donc  réduite  à  trouver  le  nombre  des  points- 
racines  renfermés  dans  le  contour  ABGD  -,  parcourons  ce 
contour  en  allant  de  A  vers  B  ;  s  étant  comme  ci-dessus  la 
longueur  d'un  arc  de  la  ligne  parcourue,  on  a  pour  la  droite  : 


Limites, 

Excès. 

AB 

X=S  ; 

y^yo'f 

x^...x. 

E 

BC 

J'^S; 

x—xr. 

ro..-.r, 

CD 

X=zs  ; 

.r=r.; 

X,  ...  X, 

DA 

jr=s; 

x  =  x,; 

r.—ro 

Soit  ^4; — ^— ^  =  f  {-^j  y)  j  désignons  par 
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Ey^  Tcxcès  de  la  ronclion  <p(j:,^o)  entre  les  limites  x^^  x\  ; 

Ear.  ?{-^o,^)  ro.^.5 

E'y.  ?(-^,J^.)  -^M"^» 

E'jjo  ?(-^o,^)  roroî 

cToù  E=Ey,+  Ear.+  E':P.-f-E'^,  =  2m. 

Désignant  par 
Ey.  l'excès  relatif  à  ç  (x,  ^,)  pris  entre  les  limites  jc^^  jt,; 

on  aura  E =Ey^— Ey.  —  [E^^  —  Ea-.]  ; 

car  Ton  a  évidemment  E'y,=  —  Ey,.  On  calcule  ensuite  les 
quatre  excès  nécessaires  pour  trouver  E  d'après  le  pro- 
blème (II,  p.  1 92)  ;  et  la  moitié  deE  donne  le  nombre  de  points- 
racines  qui  se  trouvent  dans  l'intérieur  du  rectangle. 

Observation.  Lorsque  y^  et  ^,  sont  de  même  signe ,  la  par- 
tie comprise  ne  peut  être  nulle  ;  donc,  dans  ce  cas,  le  rectangle 
ne  peut  renfermer  des  racines  réelles. 

{La  fin  prochainement.) 

DÉMONSTRATION. 

De  la  quadrature  de  Vhyperbole  par  la  méthode  des  limites, 

FAR  H.  PAUBOT, 

professeur  d«  mathématiques. 

Lemme.  Soient  Â,  B ,  G  des  quantités  constantes ,  et  a,  6 
des  quantitésqui  peuvent  devenir  aussi  petites  que  l'on  veut; 
je  dis  que  si  l'égalité 

(A  — ût)B+6  =  c,  (1) 

a  toujours  lieu,  quelque  petits.que  soient  «  et  6 ,  on  a  aussi 
AB=C. 
En  effet ,  développant  (1) ,  il  vient  : 
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(A-a)B+8=AB+e_{B+6)«AB+f-i+^.5±!l^iz:î.^  a*AB+«-»+  j 

en  nommaat  R»  le  resle  de  la  série.  Or  en  prenant  assez  de 
termes,  comme  la  série  est  convergente,  Rn  pourra  devenir 
aussi  petit  que  Ton  voudra.  D'un  autre  côté  chacun  des  n 
termes  renfermant  a  comme  factenr ,  pourra  aussi  devenir 
pins  petit  que  toute  quantité  donnée,  et  comme  le  degré  de 
petitesse  de  a  est  indépendant  du  nombre  n,  on  pourra  ton- 
jours  prendre  a  assez  petit  pour  que  la  somme  des  n  termes 
renfermant  a  soit  aussi  petite  que  Ton  voudra.  Donc  la  diffé- 
rence, le  premier  membre  de  (2)  et  le  premier  terme  du 
deuxième  membre,  est  une  quantité  variable  à  FlnGui.  Eo 
la  représentant  par  S  on  pourra  poser  : 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

AB+6_^  =  C,      d'où      AB+e— C  =  S.        (3) 
Gela  posé ,  si  AB  n'était  pas  égal  à  G  on  aurait  : 

AB_C=:D, 

D  étant  une  quantité  Gnie;  mais  on  a  évidemment  AB^^>A*^ 
d'où  AB+e_G>AB— G;  donc  on  aurait  AB^^— G>D; 
d'où  à  cause  de  (3) , 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  $  est  variable  à  FinGni,  et 

D  constant,  donc 

AB-.C  =  D. 

QUADRATURE  DE  L'HYPERBOLE. 

Soit  KEF  ifig.  77)  une  hyperbole  équilatèrc ,  rapportée  à 
ses  asymptotes,  et  ayant  par  conséquent  pour  équation  : 
yx  =  i. 
Prenons  sur  OX ,  OA  =  1 ,  OB  =  :r,  divisons  AB  en  un 
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nombre  quelconque  de  parties  qui  peuvent  ne  pas  être  égales, 
et  construisons  les  rectangles  indiqués  par  la  figure.  Il  est 
évident  d'abord  que  la  différence  entre  la  somme  des  rec- 
tangles extérieurs  et  Taire  hyperbolique  EÂBI,  peut  devenir 
aussi  petite  que  l'on  veut  en  faisant  croître  successivement 
le  nombre  de  ces  rectangles  ;  car  la  différence  entre  la  somme 
des  rectangles  extérieurs  et  celle  des  rects^ngles  intérieurs 
est  égale  à  la  somme  des  rectangles  DMN ,  etc.,  lesquels  ofit 
pour  expressions  (j/— 1)  (l^y),  {x'*^x')  {y --y),  etc.,.,- 
soit  (j'Cp)— ^(2»-0),  le  plus  grand  des  seconds  facteurs  de  ces 
produits,  lasomme  des  rectangles  EOMN,  etc. ,  sera  plus  petite 
que  (y^)—jr(P-i))  [a:'— l+x''— a7'+.r"'— a^'+...+x-xC--0]^ 
ou  que  ^P) — yp—^^a: —  1),  or  le  facteur  j^(pO—^(p-0  peut 
devenir  aussi  petit  qu'on  le  veut,  tandis  que  le  facteur  (j:—1) 
est  constant,  donc  la  différence  entre  la  somme  des  rectan- 
gles extérieurs  et  celle  des  rectangles  intérieurs,  décroit 
indéfiniment,  donc  à  fortiori,  etc.. 

Cela  posé,  si  au  lieu  de  prendre  arbitrairement  les  points 
C,  G,  H,  etc. }  onles  détermine  de  manière  que  les  abscisses  OA, 
OG,  etc.,  soient  en  progression  géométrique,  ce  qui  se  fera 
en  intercalant  un  certain  nombre  de  moyens  géométriques 
entre  1  et  j:,  ces  abscisses  pourront  se  représenter  par 

en  nommant  x'  la  raison ,  et  les  ordonnées  tirées  de  Téqua- 
tion  de  la  courbe ,  seront 

J^        1  1  1 

Le  premier  rectangle  extérieur  sera  alors  exprimé  par 
(.r'  —  1)  X  1  =  ^  —  1  ;  le  second  aura  pour  valeur  : 

{x''^a:')x-=a:'— Ij  leS^sera  (x''— j:'')x^.=j:'— 1,  etc., 

c'est-à-dire  qu'ils  seront  tous  égaux  à  x' — 1.  Donc  si  on 
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considère  les  sommes  successives  de  rectangles  terminés 
aux  différentes  abscisses,  sommes  que  Ton  obtiendra  en  pre- 
nant d'abord  O,  puis  le  premier  rectangle ,  puis  la  summe 
des  deux  premiers,  puis  la  somme  des  trois  premiers,  etc. 
Ces  sommes  formeront  la  progression  arithmétique, 
0,  :x:'  —  i,  2(a:'— 1),  3(x'— 1),  n(jc'  —  i). 
Mais  en  intercalant  assez  de  moyens  géométriques  entre 
1  et  X ,  on  peut  rendre  la  différence  entre  1  et  la  raison  x', 
aussi  petite  qu'on  veut  et  en  même  temps ,  ainsi  que  noos 
l'avons  démontré  pins  haut ,  la  différence  entre  l'aire  hyper- 
bolique EâBI  ,  et  la  somme  de  totis  les  rectangles  extérieurs 
décroîtra  indéfiniment.  Si  donc  on  représente  par  A  Faire 
hyperbolique ,  par  S  la  somme  des  rectangles ,  et  par  z  et  a 
des  quantités  variables  à  l'infini ,  on  pourra  écrire  : 

j/==l-f-2,        S=A  +  a. 

Cela  posé ,  nous  alloue  démontrer  que  si  on  prend  une  ab- 
scisse quelconque  OB  =  x^  il  existe  un  nombre  constant, 
c'est-à-dire  indépendant  de  x^  qui,  élevé  à  une  puissance 
égale  à  l'aire  hyperbolique  correspondante,  reproduit  l'ab- 
scisse proposée. 

Pour  cela  cherchons  le  nombre  qu'il  faudrait  élever  à 
une  puissance  égaleà  S=:/i(j:' — 1),  pour  reproduire  l'ab- 
scisse correspondante  x=  o:^**.  Si  on  nomme  E  ce  nombre, 
il  suffira  de  poser  : 

(1)      ES  =  :c  ou  E«(a:'-i)  =  X  "*  d  où  E=  x^«^« , 
ce  qui  donne  en  remplaçant  jt'  par  1  -j-  z  : 

E={l  +  z"^ 
Le  deuxième  membre  développé  donne  : 

E=l+i.^-lx'-=-^.•+ix'-i:5x^l??z3+... 

*   z      *   z         2z  z         2z  3z 


+  ; 


1     i_z     l_2a       i  —  (n—l)z 


^n  


2z  32 
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=«+(î-l)+G-0{i-i)+- 

(i  :z\    (\    (/i-i)g\ 

série  convergente,  car  le  rapport  da  n^^  terme  au  prâî^ 

dent  est  — -^ 1-2  =  —  ^ 1 %    nombre  plus 

n  n 

petit  que  z ,  qui  ici  est  supposé  une  fraction. 

Cette  série  peut  encore  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

une  suite  de  termes  tels  que —  —-H ,..• 

^  2       2.3       2.8  ^    2.3' 

renfermant  tous  z  comme  facteur,  et  dont  le  nombre  sera 
limité  quand  n  le  sera ,  4*  A»  9  ^^  représentant  par  R«  le 
reste  de  la  série,  lequel  pourra  devenir  plus  petit  que  toute 
quantité  donnée  »  puisque  la  série  est  convergente. 

La  partie  2  +  71:  +  ^-^  +  «te- ,  est  elle-même  une  autre 
1.2        2*3 

série  convergente  dont  la  limite  est  généralement  repré- 
sentée par  e ,  et  si  on  nomme  r^  le  reste  de  cette  série , 
r«  sera  variable  à  l'infini.  Or,  si  on  ajoute  et  retranche  r» 
dans  le  deuxième  membre  de  (2) ,  il  vient  : 


-*■["  2  "1^3-273+ 273- ••'*'  —  ]+""-'•-' 


OU 


or  chacun  des  termes  entre  parenthèses  renfermant  z  comme 
facteur  pourra  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée» 
et  comme  le  degré  de  petitesse  de   z  est  indépendant  du 

Ah!<.  de  Mathém.  IIL  38 
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nombre  de  ces  termes  qui  sera  toujours  limité  pour  une 
valeur  déterminée  de  /i,  on  pourra  toujours,  quel  que  soit  n, 
prendre  z  assez  petit  pour  que  la  somme  des  termes  entre 
parenthèses  soit  aussi  petite  qu'on  voudra.  Quant  à  R«  et  r», 
ce  soni  aussi  des  quantités  vaKables  à  l'infini  ;  donc 
e=z  lim.  de  E 

quand  on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  moyens 
géométriques  intercalés  entre  1  et  x.  Donc  si  on  représente 
par  €  une  quantité  variable  à  l'infini ,  on  pourra  poser  : 

E  =  e  — 6; 

si  on  -remplace  maintenant  dans  (1)»  £  par  e  —  6 ,  et  S  par 
A -f  a,  on  aura  : 

Or  e  et  A  sont  des  constantes ,  tandis  que  €  et  a  sont  variables 
ài'infini  ;  donc ,  en  vertu  du  lemme  démontré  plus  haut  » 
e^  =  j:. 

Donc  il  existe  un  nombre  constant  e,  qui ^  élevé  à  nne 
puissance  égale  à  une  aire  hyperbolique  quelconque ,  repro- 
duit l'abscisse  correspondante.  C'est-à-dire  que  les  aires  hy- 
perboliques sont  les  logarithmes  Népériens  des  abscisses. 


LETTRE 

Sur  la  sommation  d'une  série  trigonométrique.  {F.  p.  519.) 

Mon  cher  M.  Terquem , 

Le  mémoire  de  M.  Lecointe,  contenu  dans  le  dernier 
numéro  de  votre  journal ,  renrerme,il  me  semble ,  qoelqaes 
inexactitudes.  Permettez-moi,  dans  l'intérêt  de  la  vérité 
mathématique^  de  les  relever  en  peu  de  mots. 
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Je  reproduis  d'abord  les  paroles  et  les  calculs  de  Tauteur  : 
«  Maiotenant  si  Ton  remarque  que 

sinas: sÎD  a 

8io2â:=:  sinacos  a-f-sinacosa 
sin  3a  =  sin  2a  cos^a  +  sin  a  oos  2a 

et  cosa=  .  .  .  cosa 

cos  2a  SES  cos  a  cos a  —  sinasin  a 
cos  3a  =  cos  2acos  a—  sm2asin  a 

on  aura  les  équations  suivantes  : 

S  =  S.cosa-|-(t-hC)sina, 

C=  (1-f  Ocosa  — Ssina.  »        (p.  519) 

Cette  dernière  conclusion  est  fausse,  attendu  que  si  Ton 
ajoute  les  équations  ci-dessus ,  la  somme  des  premiers  mem- 
bres ne  sera  pas  égale  à  la  quantité  multipliée  par  sina  ou 
par  cosa  dans  la  somme  des  seconds  membres.  Dira-t-on , 
conformément  à^  la  méûaphysigue  introduite  dans  certains 
livres,  un  terme  de  plm  <m  de  maimne  fait  rien  à  raffàire, 
c'est-à-dire  à  la  somme?  Cette  manière  de  raisonner  est 
commode,  elle  abrège  les  discussions  ;  malheureusement^ 
appliquée  à  la  série  infinie  l+2  +  ^+8+--j  elle  donne , 

pour  somme  de  cette  série ,  la  quantité  —  -  !. 

Mais  d'abord  qu*appelle-t-on  somme  d'nne  série  infinie. 
C'est  probablement  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somthe ., 
Sn  des  n  premiers  termes  dé  cette  série,  lorsque  le  nombre  en- 
tier n  augmente  indéfiniment.  Si  donc  il  arrive  que  Sn  aug- 
mente au  ddà  de  foule  grandeur,  ou  que  cette  .quantité, 
repassant  périodiquement  parles  mêmes  valeurs,  n -ait  pas 
<le  limite  déterminée ,  la  recherche  que  l'on  se  proposait  «'a 
plus  d'objet. 


L'indéterminatioD  dont  J6  pairie  existe  dans  les  séries  trai- 
tées par  M.  Lecointe.  En  effet,  la  somme  S  «  des  quantités 
ces  a,    cos2a,    cosSa,    cos/la^^    * 

a  pour  valeur  : 

(/i+l)a    .     na 
oos      '         sin  -— 
2  2 

(page  522) } 

.     CL 

sin- 
2 

et  il  est  évident  que  cette  dernière  exf^ression  ne  tend  pas 

vers  une  limite  fixe,  lorsque  le  nombre  entier  n  augmente 

indéflniment.  Si,  par  exemple,  as=s^,  S»  prend  successive- 

Sa 

ment  les  valeurs 

0,      -1,      -^1,      0. 

Il  est,  du  reste,  évident  à  priori  y  qu'une  somme  de  termes 
ne  peut  converger  vers  une  limite  fixe,  si  ces  termes  ne  di- 
minuent pas  indéfiniment  à  partir  de  l'un  d'eux.  Or ,  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  n ,  la  fonction  cosmi  devient  égale 
à  ih  1 ,  ou  diffère  très-peu  de  ces  quantités  -,  donc  il  n'y  a  pas 
lieu  à  chercher  la  somme  de  la  série  infinie 
cosa4-cos2a-l-cos3a+... 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux  autres  séries  inG- 
nies  et  périodiques* 

Il  y  aurait  encore  bien  des  choses  à  dire  sur  ce  sujet  : 
mais  cette  lettre,  qui  ne  devait  contenfar  que  peu  de  mots, 
est  déjà  fort  lon^e;  permettez-moi  donc  d'en  rester  li  pour 
eettefois. 

Votre  tout  dévoué  cQUaborateur. 

E.  Catalan. 
19  octobre  1844. 

Note,  La  série  trq[OiM)métrlqae  dont  il  est  ici  question  a 

déjà  été  le  sujet  dHine  discussion  entre  quelques  géomètres 

du  dernier  siècle,  on  peut  consulter,  à  ce  sujet,  le  Traité 

de  calcul  différentiel  de  Lacroix,  t.  III,  p.  159,-  3*  éditioDt 
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Euler  considère  ces  suites  eomme  des  séries  récurrentes  à 
échelle  de  rdation  Irinôaie  ;  et  Ton  tronve  facilement  le 
développement 

cosa  —  X 


i— âxcosa-f-''^ 


=  cosa-f  xc082a+ j:'cos3a-f.  x'cos3a-j-. 


Pour  que  la  série  soit  convergente ,  il  faut  que  x  <  1  ; 
mais  Enler  fait  ;rcsi,  alors  on  a  le  résultat  fautif  —  -,  que 
M.  Catalan  vient  de  signaler.  Tm. 


OBSERVATIONS 

Sur  les  notes  (p.  403  et  p.  465}. 

PAR  M.  FnrCBL, 

docteur  éf  sciences,  professeur  à  l'École  d'artillerie  et  au  collège  de  Strasbourg. 


Monsieur  le  rédacteur, 

I.  Votre  note,  page  403,  provoque  une  réponse  de  ma 
part.  Vous  prétendez  que  mes  d^onstrations  sont  insuffi- 
santes. Je  pense  qu'en  y  regardant  de  plus  près,  vous  chan- 
gerez d*avis,  quant  à  la  dernière  de  chacun  de  mes  deux 
paragraphes.  En  effet,  dans  le  premier  paragraphe,  j'ai 
prouvé  que  si  dans  une  courbe  du  second  d^ré  on  prend 
4eux  tangentes  quelconques  non  parallèles  /? =0 ,  ^=0 ,  et 
la  corde  de  contact  a=0^  l'équation  de  la  courbe  se  met 
sous  la  forme  /?9-|^a'=0.  Ifi  cas  des  tangentes  parallèles  est 
si  simple ,  que  je  n'en  ai  pas  parlé. 

Bans  le  second  paragrafdie  j'ai  prouvé  que  si  on  prend  un 
quadrilatère  inscrit  quelconque*  dans  une  conique,  et  si 
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p  =  0,  q  =  0,  rfisO,  5=0,  sont  les  équations  des  c6tés»  lé- 
quaiion  de  la  coniqae  peat  se  mettre  sons  la  forme pq  3=Xrf. 

Chacune  de  ces  démonstrations  (je  parle  de  celles  où  j'ai 
employé  le  calcul  :  les  autres  peuvent  être  combattues)  se 
rapporte  à  un  système  d'axes  déterminés ,  et  peut  être  géné- 
ralisée par  une  transformation  de  coordonnées.  Ces  démons- 
trations sont  rigoureuses  et  complètes  pour  l'objet  que  j'àyais 
en  vue,  les  courbes  du  second  degré.  Rien  n'empécbe  de 
démontrer  les  mêmes  propriétés  sans  le  secours  des  données 
sur  lesquelles  je  me  suis  appuyé ,  et  la  discussion  n'est  ni 
très-longue ,  ni  diflBcile^  tant  s'en  faut. 

Du  reste ,  dans  les  limites  où  je  me  suis  renfermé ,  je  puis 
décliner  l'obligation  que  vous  m'imposez ,  de  traiter  les 
courbes  de  degré  supérieur ,  cependant  si  tous  et  vos  lec- 
teurs >  y  trouvez  de  l'intérêt ,  je  vous  donnerai  les  courbes 
du  troisième  degré. 

Sur  la  page  465. 

Vous  vous  étonnez  de  ce  que  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques ,  n'ait  pas  trouvé,  place  dans  l'enseignement  clas- 
sique, vous  en  savez  la  raison  et  moi  aussi.  Toutefois  pour 
ma  part  je  n'accepte  pas  ce  reproche ,  parce  que  je  ne  le 
mérite  pas.  Pour  en  être  convaincu,  on  n'a  qu'à  ouvrir  ma 
Géométrie  élémentaire  y  3"^  édition,  p.  113,  prop.  15,  Corolle 
p.  121,  remarque  3,  p.  240,  remarque,  p.  290,  remarque. 
Il  me  semble  que  j'en  ai  dit  là,  suffisamment  quant  à  la 
Géométrie  élémentaire^  et  j'enseigne  tout  ce  qui  y  est  dîl.  J'a- 
joute que  la  Géométrie  analytique  me  fournit  Toccasion  de 
compléter  cela. 

Réponse  de  M,  Terquem. 

Note.  Je  n'ai  jamais  prétendu  que  par  une  transformation 
de  coordonnées,  on  ne  puisse  généraliser  la  démopstratioo , 
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et  la  rendre  tout  à  fait  rigoureuse  ;  mais  j'ai  dit  que  ces  trois 
formations  amènent  de  nouvelles  constantes  qui,  se  joignant 
aux  constantes  arbitraires,  exigent  de  nouvelles  distinctions, 
de  nouvelles  discussions  ;  de  sorte  que  si  Von  tient  à  la  ri- 
gueur, il  n'y  a  plus  de  brièveté ,  et  si  l'on  tient  à  la  brièveté 
il  n'y  a  plus  de  rigueur.  Quant  au  cas  particulier  des  tan- 
gentes ,  je  n'ai  jamais  mis  en  doute  la  légitimité  des  résuUals 
ni  les  moyens  employés  pour  les  obtenir ,  mais  ce  genre  de 
raisonnements  est-il  d'une  application  générale?  J'avoue  que 
je  n'en  ai  nulle  conviction ,  je  m'explique. 

Soient  I.,  I.,  I,,.-*  Im?  m  fonctions  définies  chacune  par 
l'équation  I,  =  <ip^  +  «j>J?+yi  y  dp^ep  ,/p  sont  des  con- 
stantes données ,  et  soit  T  le  produit  de  toutes  ces  fonctions. 
Chacune  de  ces  fonctions  égalée  à  zéro  représente  une  droite, 

le  système  de  ces  droites  donne  — ^-^ — -  points  d'intersec- 
tion. Écrivons  l'équation 

T  T  T 

^.p  +^..  j-  +•••  «m  j^  =  0;  (1) 

^>>  ^s9  A,,...  ^^  sont  m  constantes  arbitraires  i  cette  équa- 
tion représente  une  ligne  du  degré  m — 1  et  passant  par 

les  — ^—T — '  points  d'intersection.  .11  est  facile  de  con- 
struire la  tangente  à  la  courbe  à  un  de  ces  points  d'intersec- 
tion ;  p  étant  le  cœflBcieut  angulaire  de  la  tangente  qui 
passe  par  l'intersection  de  I,  et  de  I„  on  a  : 

ce  que  l'on  obtient  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (1)  ; 
on  peut  conclure  d'aulres  propriétés  communes  a  toutes  ces 
courbes,  et  analogues  à  celle  que  M.  Cayley  vient  d'indiquer 
au  moyen  de  la  même  méthode ,  pour  les  lignes  du  troisième 
ordre  (Journal  de  Liouville,  août  1844,  p.  285)  ;  mais  toute 
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ligne  do  degré  m—  1 ,  peul-elle  être  mise  sous  la  forsie  (1) 
à  Taide  des  m  constantes  arbitraires  ?  C'est  là  ce  qu'il  Candrait 
démontrer,  nous  reviendrons  là-dessus  à  une  antre  occa- 
sion. Tm. 


COMPOSITION  DE  MATHÉMATIQUE, 
Prùposée  aux  candidaii  â  P École  norfMU  (1844). 


1*  Exposer  les  règles  qni  servent  à  détierminer  les  limites 
supérieures  des  racines  positives  d'une  équation  numérique. 

Lorsque  l'on  donne  à  Finconnue  x  des  valeurs  croissantes 
d'une  manière  continue ,  à  partir  des  diverses  limites  que 
ces  règles  assignent,  le  premier  membre  prend-il  des  va- 
leurs continuellement  croissantes? 

2<'  AT  et  AS  sont  deux  droites  qui  touchent  une  section 
coniqne  quelconque  POQ  aux  points  B  et  C  ;  on  mène  une 
troisième  tangente  quelconque  DE ,  et  par  les  points  D  et  E 
où  elle  rencontre  les  deux  premières,  on  trace  des  parallèles 
à  ces  mêmes  tangentes.  On  propose  :  i*"  de  déterminer  le  lieu 
géométrique  des  points  d'intersection  M  ^  de  ces  parallèles; 
^  de  reconnaître  que  l'angle  EFD ,  sous  lequel  on  voit  de 
l'un  des  foyers  F  de  la  section  conique  POQ ,  la  tangente 
mobile  £D ,  conserve  une  valeur  constante  dans  toutes  les 
positions  de  cette  tangente  ;  Z""  on  examinera  le  cas  particu- 
lier où  la  section  conique  POQ  est  une  parabole ,  et  on  fera 
voir  que  dans  ce  cas,  les  segments  interceptés  sur  les  portions 
AB,  AC,  des  tangentes  fixes  par  la  tangente  mobile  ED, 
sont  réciproquement  proportionnels. 
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THÉORÈMES 

DE  DESCARTES ,  DE  ROLLE,  DE  BUDAN  ET  FOURIER , 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

dédmU  d'un  Sêul  prineipe,  . 

(Fin,  foir  page  S55.) 


26.  M.  Gaass  est  le  premier  qui  ait  démoairé  au'on  peut  de 
l'origine  comme  centre  décrire  on  cercle  de  rayon  fini  sur 
lequel  on  a  E=2/i  ;  it  étant  le  degré  de  réqQation/(z)=0; 
par  conséquent,  il  existe  toujours  dans  l'intérieur  de  ce  cercle 
I»  points-racines ,  en  d'antres  termes  réqaation/(z):^0  a 
toujours  n  racines.  La  démonstration  de  M.  Gauss  sappose 
qne  lescœflBcients  sont  réels  -,  mais  elle  subsiste  encore,  lors- 
quMl^  ont  la  forme  imaginaire  ;  alors  sans  rien  changer  aux 
raisonnements,  il  faut  substituer  aux  coefiGk^ients  leurs  mo- 
dules; c'est  ce  qu'ont  fait  MM.  Sturm  et  Liouville;  sauf 
cette  légère  modification,  la  démonstration  de  ces  savants 
est  complètement  identique  à  celle  de  l'illustre  analyste  :  s'ils 
ne  l'ont  pas  cité,  c'est  que,  comme  nous  l'avons  dit,  la  dis- 
sertation latine  est  devenue  extrêmement  rare,  même  efi 
Allemagne.  Nous  allons  rapporter  cette  démonstration  modi- 
fiée et  précédée  de  quelques  éclaircissements. 

27.  Problème.  Soit  la  suite 

P==r**cos<p+A.r**"'cos<ï>.-|-A,r*'"'coS9,+.,..-}-A«COSf,»i 
m  et  n  nombres  entiers  positifs;  A„  A,....  Am  sont  des  nombres 
essentiellement  positifs;  r >  1  ;  cos*<ï>  >  -  ou  =  - ,  qpclle 

Ann.  de  MathImat.  111.  39 
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râleur  Taut-il  donner  à  r,  pour  que  le  premier  terme 
devienne  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  termes  sai- 
ranis?  r:.         i 

Solution.  On  veut  avoir 

r'*c0S(ï{>A.r"*-C0Sf,-t-....A»C0Sfm; 
cos  ^, ,  cos  <p,  etc. ,  étant  des  fractions ,  et  r  >i ,  on  satisfera 
à  fortiori  à  cette  IMgalité ,  si  Ton  pose  • 

/•«•cos?>r'*-'(A.+  A,+  ....A«), 
ou  rcos<ï>>  A.-f- A.+  --A». 
Soit  A,-|-A,+  ....  Am  =  K;  on  aura  donc  r  >- ,  ou 

COSf 

.y-  l/â 

bien  r  >  K  k  2  f  si  K  >>  — -,  alors  cette  inégalité  entraîne 

celle-ci  r>- 1  ;  si  K  <  —5-  ,  alors  de  l'in^alité  r >  1  oa 

idédrit  /*  >  K  \/2  ;  ainsi  il  suffit  de  faire  r  plus  grand  que 

Tun  des  deux  nombres  1  et  K  \/i* 

Corollaire  i.  Ainsi,  on  peut  toujours  donner  à  r  une  telle 
valeur;  que  le  signé  de  P  soit  le  même  que  celui  du  premier 
terme. 

Corollaire  2.  On  parvient  aux  mêmes  conclusions  en  rem- 
plaçant partout  les  cosinus  par  des  sinus. 

28.  Problème.  Quels  sont  les  arcs  qui  satisfont  aux  inéga- 

11 
Utésçoô*<p>- etsin'*<p>-?  ,        ^ 

Solution.  Les  arcs  compris  entré 

"Tir        7t.     Sît        5r    , 

1 
satisfont  à  Tinégalité  cos"  ?  >  5- 

fit  les  arcs  compris  entre 


n        3it     5iT        7tz 
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sati$fontàrînégali(éMn*7>-,  et  l'on  peut  aogmenteiç  cba- 
cuQ  de  ces  arcs  de  ^  ;  car 

cos*  {a-\'Tz)  =  cos*  a  ;  sia'  {a-\-Tz)  =  sin*  a. 
29.  Étant  donnée  l'équation 

décrire  s'il  est  possible,  de  rorig;ine  comme  centre,  on  cercle 
qui  renferme  tous  les  potn^s-racjnes? 

Solution,  On  peat  toujours  sdppdser  le  coeflScient 

■>       . 

^p=Pp  (cosop  +  sin  op  y^\ 
p  étant  essenUellement  positif  ;  si  A^  est  réel  alors  op  «  0; 
faisons 

z^X'\-yl^^^\  =  r(cos<p  +  sin9  V—  i)  } 

substituant  dans  l'équation /z=0,  et  égalant  à  part  les  en- 
pressions  réelles  et  les  imaginaires,  on  a  : 

P=/('^,r)='-*cos7i<p+p./-"-'cos[(«— 1)  (?+«.]+ 

+p,r'^cos[(ii— 2)f+a.]  +  etc., 

Q=F  {x,y)  =  r**  sin  «  7  +  p,  r*-  sin[(/i  -t)?-j- «.|]  + 

+pV'»-'cos[(i»^2yy+«']+etc., 
faisant 

P.-+-p,+  p3....+p«=aK. 

Le  cercle  décrit  d'un  rayon  plus  grand  que  l'un  des  deux 
nombres  1  et  K  [/^  satisfait  au  problème.  En  effet ,  mar- 
quons sur  la  circonférence  les  ^n  points  M, ,  M, ,  M, .... 
'MAn — 1  pour  lesquels  on  a  successivement  t 

/tç=-,     /i«p=-j-,     /If=— ....?2<p==8/l— 1  .-,. 

Tous  ces   points  sont   différents,    et   Ton   a   toujours 
sîn"n<p=:cos*«f=-;  par  conséquent  (Probl.  28)',  en  ces 
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points  P  et  Q  ont  méine  signe  que  leurs  premiers  termes  ^ 

donc  rr  a  même  signe  que  cot/t^  ;  en  M, ,  ce  signe  est-4-î  ^n 

M3  ce  signe  est  —  1  j  en  Mj,  il  est  -|-  1,  et  ainsi  de  suite; 

et  en  Mgn  - 1  il  sera  -f.  Lorsque  sin''^  <  -,  alors  cos'f  >  -: 

donc ,  une  au  moins  des  fonctions  est  toujours  de  même 

signe  que  son  premier  terme  ^  or,  de  M,  à  M, ,  de  M,  à  M,, 

de'  M^  à  M„,  etc.,  Q  est  de  niéoie  signe  que  son  premier 

terme   et  ne  peut  devenir   nul,    et,    par  conséquent, 

P 

-  ne  peut  devenir  infini  que  dans  les  intervalles  de  M,àM|, 

•  P 

de  M,  à  M^,  deMsu-i  à  M,  ;  ainsi  •-  derienl  Sn  fois  infini  en 

passant  de  —  en-f  ^  c'est-à-dire  l'excès  est  égal  à  2n  ;  ainsi , 
comme  dans  le  théorème  de  M.  Gaudiy,  il  7  a  donc  n  points- 
racines  dans  rititérienr  de  la  circonffirence  ;  en  d^autres 
termes  réqnation/(a)  =  0  a  toujours  n  racines  ;  ce  qu'il  fal- 
lait démontrer.  Tm, 


DÉMONSTRATION  ÉLËBIENTAIRE  D'UN  THÉORÊHE  DE  NEWTON. 
Sur  un  rapport  entre  des  quantités  différentielles.  (Y.  p.  5O60 


Théorème.  Si  Ton  prend  un  point  E  sur  le  côté  BC  d'un 
triangle  recliligne  ABC,  et  qu'on  mène  par  ce  point  la  trans- 
versale'EFG ,  infiniment  rapproché  de  EG  et  coupant  AB  en 

F  et  AC  en  G ,  on  a  l'équation  ^=^;^^ 

Démonstration.  La  propriété  connue  de  la  transversale 
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BF        EB    AF 
donne  ;;7r  =  ït;  ttt)  or  BF  et  CXÎ  étant  infiniment  petits , 

AG     AB    . 
"'"^AF^^AC'*''^'^^''- 

Corollaire.  Lorsque  le  point  £  s'éloigne  à  l'infini ,  on  9 

BF       AB 
EB  =  EC  et;;77=  77;;  proposition  vraie  lors  même  qae 

BF  et  GG  sont  des  quantités  finies. 

Observation.  On  démontre  en  géométrie  que  la  parallèle  à 
on  côté  d'un  triangle  coppe  les  deux  autres  oMés  proportion- 
nellement ;  quelque  rapprochée  que  soit  cette  parallèle  du 
sommet,  les  deux  segments  infiniment  petits,  partant  de  ce 
sommet ,  ont  toujours  pour  rapport  fini  cdui  des  côtés  ;  il  en 
est  de  même  lorsque  là  parallèle  s'éloigne  à  l'itifiiii  ënisom- 
met.  C'est  ici  l'occasiOD  de  donner  aux  élèlires  UBepceBdère 
notion  de  la  théorie  différentielle  qui  ne  oonsistequ'à  trooTév 
les  rappwts  finis  entre  des  .quantités  infiniment  pelitef  "ou 
infiniment  ^grandes.  Il  y  a  près  d'iiD  siècle  qu'an  géomètre 
français  bien  connu  faisait  -voir  coml»^  il  serait  impèrtaBl 
d'introduire  le  calcul  différentiel ,  d'uie  ficilité  ai  tqlgaite , 
dans  renseignement  élémentaire  ;  mois  comme  cetfe  fntro^ 
duction  faciliterait  et  abrégeraît  beaocoàp  la  sdenee/  Va|H 
paovrirait  de  phrases  et  Penticbirait  de  faits,  il>efltà  oreire 
que  la  proposition  de  ce  géoooièlfti^réeemnieiit'reMuvelée 
par  feu  M.  deCoriolis,  resteta  edcoré'fongtemps  pafwkles 
pia  derideria.  Pourquoi?  C'est  ce  que  je  me  garderai  bien!  de 
dire.  Le  géomètre  bieir^eonno  «viât  nom  J0ÉI1  Leroiid  d^ 
l^mbert. 

On  devrait  ausst  ajouter  quelques  notions  dé  âyfiam}^ 
aux  théories  de  la  statique.  Eulér  a  déjà  reinéi^i^é  qticfi^è^ 
seignement  isolé  de  cette  science  propage  uite  foMe'd^effyttrs. 
L'introduction  de  la  doctrine  si  séduisante  dèls  cod^À'â'eitirbre 
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augmenté  cette  soaroe  d'idées  fausses  chez  leà  élèves  qui 
n'entrent  pas  à  TÉcole  polytecliniqae.  Dans  lé  mois  prodiain 
nous  donnerons  quelques  considérations  nullement  neuves 
et  pourtant  utiles  sur  les  unités  en  mécanique.        Tm. 


NOTE 
SUB  LA  AECHERCHE  ËLËMENTAIRB  DU  NOMBRE  ir. 


9Am    M.    ABJKASI»   WASLOlt . 

ancien  élève  de  PÉcole  polytechnique. 


I»"Lâi  infithddes  élénièntaires  pour  le  calcul  du  nombre  it 
sont  Ml  momibve  4e  quatre  i  deux  directci  et  deux  indirectes  -^ 
ienx  fondées  sur  la  {mrmiileG:£=2TcIL,  ne  faisant  dépendre 
JE  qoe-  de  la  notion  des  loogiiçars  ;  deux  fondées  sur  la  for^ 
mittleâ^s  irR^,  faisant  dépândMMt  dcrla'  notion  desr  aurEices  j 
CB.cpit.fat moins  conforme  à  sa  définitiml  babiiudk. 

lia.  preikiiérè  (Usétliode  directe  fondée  sur  4a  ft^mnle 
CsrtiûnK}iàoni  ArcUnèdeest  le  pnémier  aatew»  eonaisteà 
clielicbeD  :k  longueur  -.  dHiao.  etroonférenoe:  d'oa  ^i^nlèt^e 
eoimu  y  spécialement  d'on  diamètre .  1  ^  comme  limite  oom- 
mineidea pédmàtimrég^uMera iiiffcrits  etr^rireonaarits,  dont 
Ml  doqbl0COntiii«eUen[ieiit;le,mmbre  descMés». 
ihla  àeootfi«  (flMthpde  directe  foncée  sar /ta  formule 
&t±ii?di-X  iotcoduite  par  ïaoqiiesiGr  egorjr^  gécno^tre  anglais^ 
consiste  à  cherdier  la  surface  d'un  cerele  de  rayon  eouai, 
^n^f^l^f^t  de  rigrop  l ,  cfixaufe  limite  opmmune  des  poiy* 
8i9^^J[^^!%^.fH^?^^'^\^!'  circonscrit!; I  doy^Qn  double  conti- 

^   {4a  trc^mp.  ^méthode  indirecte  fondée.. sur  la  forngile 
G  =  27rR),  dont  Schwab  est  le  premier  auteur,  consistée 
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chercher  le  rayon  d'une  circonférence  de  longueur  connue , 
conune  limite  commune  des  rayons  et  des  apothèmes  ^  d'un 
périmètre  r^Uer  de  longueur  coastante  ^  idout  on.  doqUe^ 
continuellement  le  nombre  des  côtés. 

La  quatrième  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formule 
S=7rR'),  et  dont  je  ne  trouve  de  trace  que  dans  Legendre 
(liv.  IV,  prop.  XVÏ),  consiste  à  chercher  le  rayon  d'un  cercle 
de  surface  connue ,  comme  limite  comonme  des  rayons  et 
des  apothèmes  d'un  polygone  régulier  de  surface  constante , 
dont  on  double  continuellement  le  n[ombre  des  côtés. 

Sans  exposer  ici  ces  méthodes^  et  sans  discilter  leur  supé* 
riorité  rdative,  oe  qui  serait  assez  épineux,  tu  les  exigences 
contraires  du  point  de  vue  géométrique  et  de  }a.  pratique  du 
calcul,  nous  renverrons ,  pour  la  première,  aux  Éléments  de 
géométrie  de  M.  Uoimet ,  où  eUe  neos  a  paru  d'une  exposin 
tion  plus  élégante  et  plus  heureuse  que  partout  ailleurs  ; 
pour  la  seconde  et  la  quatrième ,  à  la  Géométrie  de  Legendre  ^ 
pour  la  troisième ,  à  celle  de  M.  Vincent. 

IL  M.  Vincent  tire  de  la  méthode  de*Schwab  cet  élégant 

théorème  :  ce  Une  suiie  de  nombres  commençant  par  0  eill ,  ei 

dont  les  mivanta  sont  àlterniatii)efm^>,  à  pm'tird»  troisième 

mckuiffûmentj  moyens  différmtiels  et  mêyens  propùrtimnels 

enêre  les  deux  qui  les  précèdent  immédiatement  ^  converge  vers 

2  « 

la  valewr  de-;y>  et  le  but  de  cette  tiote  est  dénontrer  que  ce 

TT 

théorème  résnlteégalement  des  deux  premières  méthodes  (^). 
l*"  IVf .  lionnet  désignant  par/?  et  P  deux  périmètres  régu- 
liers semblables  inscrits  et  circonscrits,  par/?'  et  F  ceux 
d'un  nombre    double  de  côtés ,   parvient  aux  formules 

PVp^r-î  /i'=V/pp;.  Mais  si  au  calcul  des j^éri^i&èlfrps 


C>  L'énoncé  dt  et  Ihéoréme  appartient  auf f i  k  Schwab.  Tm. 
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saccessifo  oo  substitue  celui  des  nombres  réciproques ,  on 

trouTe  :  ■5r= — r-^*>  i  =  \/    pî  •  -"  Cest-à-dîrequeces 

nombres  se  succèdent  alternativement,  moyens  diflërentids 
et  moyens  proportionnels  entre  les  deux  qui  précèdent.  — 
Prenant  alors  pour  premier  polygone  le  quàrré  circonscrit  de 

côté  -  y  on  a  :  P  =  2,  /?  =l/27et  pour  la  série  des  nom- 

bres  réciproques  :  -,  — n,  — r^-,  etc ou  bien,  pre- 

nant  pour  premiers  termes  0  et  1 ,  ce  qui  ne  change  rieu 
&  la  loi,  puisque  -  est  moyenne  différentielle  entre  0  et  1« 

et — r  moyenne  proportionnelle  entre  1  et-: 

0   1    *-    -L     ^^+*     etc 

d'où  le  théorème  de  M.  Vincent. 

a^  Legendre  désignant  par  A  et  B  la  surface  de  deux  po^ 
lygones  réguliers  semblables  inscrit  et  drconscrit ,  par  A'  et 
B'  celles  des  polygones  d'un  nombre  double  de  côtés,  par- 
vient aux  formules  A'  =  V/A.B ;  V=  .   .    -,.  Mais  si  au 

A  — j-  A. 

calcul  des  surfaces  on  substitue  celui  des  nombres  réci|Hro- 

-  î   il 

1      \  /l    1       ,1       B  ^  A'       . 
ques,  on  trouve.  Jr=\/ ÂB         W  "^ — 2 — ' 

à-dire  que  ces  nombres  se  succèdent  alternativement,  inoyens 
proportionnels  et  moyens  différentiels ,  entre  lesi  deux  qui 
précèdent.  Prenant  alors  pour  premier  polygone  le  quarré 
inscrit  de  côlé  1 ,  on  a  :  A  =  l ,  B  =  2 ,  et  poiir  la.j9^irie  des. 
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nombres  réciproques  !  1,  ~,  — =,   — a^""'         ^^ 

bien  ,  pr^aiit  poar  premier  terioe  0,  ce  qui  ne. change 
point  la  loi^  puisque  -  est  moyenne  différentielle  entre  0  et  1  : 

d'où  le  théorème  de  M.  Vincent. 

Quant  à  la  quatrième  méthode ,  en  désignant  par  R  et  r  le 
rayon  et  Tapothème  d'un  polygone  régulier,  par  R'  et  r^  ceux 
du  polygone  régulier  de  même  surface ,  mais  d'un  nombre 
double  de  côtés,  on  a,  suivant  Legehdre,  les  formulés  : 

Jl'  =  V/R7r,    r'^X/rS^ qui, en partantdeR  =  i 

et  r  S'-—  rayon  et  apothème  du  quàrré  de  surface  égale 
V/2 


de  y/?,  d'où 


à  2,  permet  d'approcher  indéfiniment  de  \/  -,  d'où  l'on 

peut  tirer  un  théorème  analogue  à  celui  de  M.  Vincent,  mais 
fondée  sur  une  série  dont  la  marche  est  moins  régulière  et 
le  point^  de  départ  moins  caractérisé ,  par  l'impossibilité  d*y 
introduire  le  ternie  zéro. 

2AB 
Note,  On  déduit  de  B^=s  cette  autre    formule 

A— |—  A. 

2BA' 
B'  =  ,  que  Saurin  a  démontré  directement  {Mémoires 

de  V Académie^  ^723,  p.  10);  elle  donne  cet  énoncé  élégant 
et  mnémonique  1  A'  est  une  moyenne  géonnétrique  entre  B 
et  A,  et  B'  une  moy^ne  harmonique  entre  B  et  A'  ;  il  serait 
intéressant ,  mais  très-difiBcile ,  de  trouver  la  limite  de  la  série 
deScbwab  par  un  moyen  dnrect ,  purement  analytique. 

Tw. 
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NOTE  SUR  LE  RAPPORT  D'ARCHIMÊDE. 


1.  Mous  croyons  qu'il  y  a  quelque  atiHté  à  faire  connaître 
aux  élèves  studieux  la  manière  dont  rillustre  Symci^ain  est 
parvenu  à  ce  ra{qx)rt.  Nous  faisons  usage  des  notatimna  mo- 
dernes en  conservant  la  méthode  d' Ardiimède  ;  car,  ^i  toute 
chose,  ridée  est  le  point  important ,  le  signe  est  un  aecoMoire 
d'une  importance  secondaire.  Mais  nulle  part  Tadoratioii 
des  signes ,  la  teméiolairie  n'est  portée  si  loin  que  dans  la 
science  mathématique.  Tel  gébmètre  admettra  votre  dé- 
monstration si  vous  désignez  une  certaine  idée  par  les  sept 
lettres  rapport  ^  et  il  la  repoussera  si  vous  vous  avisez  de 
représenter  la  même  idée  par  les  cinq  lettres  sinus.  Si  les 
£nclide<9  les  Archimèdey  les  Apoiloniua  revenaient,  ils  ri- 
raient de  nos  superstitions,  adopteraient  nos  systèmes  de 
notation ,  se  mettraient  au  courant  de  nos  progrès  et  se 
placeraient  encore  au  premier  rang. 

2.  Sept  ouvrages  d'Archimède  sont  restés.  Le  second  porte 
pour  suscription  KiSxXou  (iiTpT)<Tt<T,  Mesure  du  cercle.  Il  ne  con- 
tient qu'un  livre  et  trois  théorèmes. 

I^Théoeèmb. 

L'aire  d'un  cercle  quelconque  est  équivalent  àjl'aure  d'un 
triangle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  l!aagle  droit  est  égal 
au  rayon  du  cerdâ  et  dont  l'autre  €6té  de  l'angle  droit  est 
égal  à  la  circonférence  du  cercle. 

DÉMONSTfiATiON.  Vaifc  dU}  cercle  n'est  p<u  plus  frcmée  que 
celle  du  triangle  rectangle. 
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Si  Taire  du  cercle  était  plus  grande,  soit  D"*  la  différeoce 
entre  les  deux  aires.  Inscrivons  dans  le  cercle  un  polygone 
régulier  tel  que  la  différence  entre  son  aire  et  celle  du  cercle 
soit  moindre  que  D''  ;  ce  qui  est  toujours  possible.  L'aire  du 
polygone  est  donc  supérieure  à  l'aire  du  triangle,  c'est-à-dire, 
le  périmètre  du  polygone,  multiplié  par  son  demi- apothème  > 
serait  plus  grand  que  }a  circonférence  multipliée  par  la  moi- 
tié du  rayon,  ce  qui  est  impossible;  donc  Yaire  du  cercle  ne 
saurait  être  plus  grande  que  celle  du  triangle  rectangle. 

Si  Taire  du  cercle  était  moindre,  soit  DMa  différence; cir- 
conscrivons un  polygone  régulier  tel  que  la  différence  entre 
800  aire  et  celle  du  cerde  soit  moindre  que  D*  ;  ce  qui  est 
toujours  posrible  ;  Taire  du  polygone  est  donc  pins  petite  que 
celte  du  triangle;  c'est-à-dire,  que  le  périmètre  du  polygone, 
circonscrit ,  multiplié  par  la  moitié  du  rayon ,  est  plus  petit 
que  la  circonférence  par  la  moitié  du  rayon;  ce  qui  est  im- 
possible,  donc  ces  deux*hypothèses  étant  exclues,  le  théorème 
est  démontré. 

Observatian.  Euclide  démontre  (Kb.  X/Prop.  1}  que  si, 
d'une  quantité,  on  retranche  plus  que  la  moitié  et  ensuite 
on  retranche  encore  du  reste  plus  que  la  moitié  de  ce  reste, 
et  aiiisi  de  suite,  on  peut  parvenir  à  un  reste  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée  ;  on  établit  aussi  facilement  cette  seconde  pro- 
position iqu'on  no  rencontre  ni  dans  Edclide ,  ni  datis  Archi- 
mède  :  La  différence  entre  Taire  du  cercle  et  celle  d'un  poly- 
gone régi^lier  inscrit  est  {dus  grande  que  le  double  de  la 
différence  entre  Taire  du  cercle  et  celle  d'un  polygone  ré- 
gulier inscrit  d'un  nombre  double  de  côtés.  Au  moyen  de  ces 
deux  pn^n^itfoAs,  il  devient  évident  qu'on  peut  inscrire 
dans  un  cercle  un  polygone  régulier  dont  Taire  diftère  de 
celle  du  cercle,  d'une  quantité  moindre  qu'une  quantité 
donnée.  Archimède  énonce  cette  proposition  comme  généra- 
lement connue. 
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L'aire  da  cercle  est  au  carré  du  diamètre  comme  11  est 
à  14. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  du  théorème  précé- 
dent et  du  suivant. 

Observation,  Il  semble  que  ce  théorème  devrait  être  placé 
après  le  suivant-,  et,  contre  son  habitude,  Arcbimède 
énonce  comme  un  rapport  absolu,  une  simple  approxi- 
rnation* 

Théorème  III. 

Une  chrconférence  de  cercle  est  égale  à  trois  {(As  son  dia- 
mètre, plus  une  partie  moindre  qu'un  septième  du  dia- 
mètre^ et  plus  grande  que  dix  soixante  et  onzièmes  du  dia- 
mètre. 

Démonstration.  V*  Partie.  La  circonférence  est  plus 
petite  que  trois  fois  le  diamètre  plifs  un  septième  du  dia- 
mètre. 

Soit  le  triangle  EGF  rectangle  en  G ,  et  ayant  l'angle  FEC 

égal  au  j-  de  quatre  angles  droits;  menons  r  la  droite  EG 

bissectrice  de  l'angle  FEG  -,  2»  la  droite  £H  bissectrice  de 
l'angle  GEG;  3»  la  droite  EK,  bissectrice  de  l'angle  HEC  j 
4»  la  droite  EL,  bissectrice  de  Tangle  £EG^  de  sorte  que 
Tangle 

faisons  FE  =  306  ;  alors  FG  =  1 53. 

iT?=93636;  FC*=  23409;  donc  !?=  70227 ;BC>2«; 

7^  >  r««  ;  la  bissectrice  GE  donne  : 
i#l?         153 

FE-fEG     EG      571 
FC      "~GC'^153' 
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de  là ,  on  dédoit  : 

ËcV  GC'  _  EG^      326041     EG       591j 
GC*  GC        23409  *  GC  ^  153  * 

On  connaît  donc  les  trois  côtés  du  triangle  rectangle  GCE  ; 
et  GH  étant  nne  bissectrice  de  l'angle  GEK,  on  en  déduit,  en 
suivant  la  ménae  marche  que  ci-dessus  : 

EC       1162;-    HE       1172i 
CH^    153    '  HC-^    153 
et  passant  aux  deux  autres  bissectrices  : 

EC       2334J-    KE^  2339  f    EC        4673  ^ 
KC-^    153    *'  KC-^    153  '  LC -^  "IsT"' 
Si  du  point  E  comme  centre  et  du  rayon  EG ,  on  décrit 
une  circonférence,  2ECestle  diamètre  de  cette  circonférence 
et  2LC  est  le  Côté  d'un  polygone  régulier  de  96  côtés  circon- 
scrit à  ce  cercle. 

96.2LC       96.153  _  14688  _  29376  _  ^  .  1     9345 
^      2EC    "^  4673-;  '"4673i'~  934.7  ""^  +  7     9347' 
donc,  à  fortiori  »   la  circonférence  divisée  parle  diamètre 

est  moindre  que  3  -  . 

7 

2*  Partie.  La  circonférence  est  plus  grande  que  trois  fois 
le  diamètre  plus  —  du  diamètre. 

Soit  AG  le  diamètre  d'une  demi-circonférence ,  et  CBA  un 

4<7 
triangle  inscrit ,  ayant  l'angle  BAC  =  -^  j  menez  les  quatre 

cordes  bissectrices  successives  AG ,  AH ,  AK ,  AJi  ;  AG  bis- 
sectrice de  BAC  ;  AH  bissectrice  de  GAC  ;  AK  bissectrice  de 
H AC  ;  enfin  AL  bissectrice  de  KAC . 
Prenons  AC=  1560  ;   alors  BC  =  780  et  AB  =  1351 

AB       1351 
moins  une  fraction  ;  donc  ^  <  ——  . 

Soit  F  le  point  où  la  bissectrice  AG  coupe  la  corde  BC  ; 
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AC+AB      AC         .   ,     ,  .       , 

on  aura  — — ; —  =  —  ;  mais  les  deux  IriaDgIes  rectangles 

CGF  et  CG  A  sont  équiangles  ;  donc 

^~i^   lin     AG  _  AC+  AB  ^29 M   ÂG*   ^ 8i  73921 
CF  •"  GC  '  GC  ^       BC      ^"780  '  "^  ^     780'     ' 

Ig  -j_  GC'      Â?       9Q8232I     AC       3Qi3| 
GC*         ""gC*  780^     '  GG<  780   ' 

en  opérant  de  la  môme  ikianière  sur  les  quatre  triangles 
AGC,  AHG,  AKC,  ALG,  on  trouT<e  successiveinent  : 
AG      18387^  AC      1009i  AC      a017|  CL-       66 

CH^  240  'CK^^  66  'CL^^  66  '  ^"^AC^20l7i' 
or,  la  corde  LG  est  le  côté  du  polygone  régalier  hiscril  de  96 
côtés  ;  et 

96.  G)[.       63  36  _  ^5344  _     1137 
AG    ^  20171  "■  8069  ""     8071  ' 

8071  80710        '    -70+^-37       71" 

donc  le  périmètre  du  polygone  de  96  côtés  diyisé  par  le  dia- 
mètre ,  et  à  fortiori  la  circonférence  divisée  par  le  diamètre, 

donne  un  rapport  plus  grand  que  3— .  C.  Q.  F.  D. 

Observation  l^.  Archimède  se  contente  de  donner  les  ré- 
sultats ,  mais  n'elTectuc  pas  les  calculs;  ce  qui  est  à  regret- 
ter. Dans  les  extractions  des  racines,  il  prend  pour  approxi- 
mation le  reste  divisé  par  le  double  de  la  racine,  comme  ont 
fait  aussi  les  Arabes*  On  saiit  que  les  approximations  déci- 
males ne  datent  que  du  17*  siècle.  Il  est  certain  que  ce  genre 
d'approximation  n'aurait  pas  écbajpp^  au  génie  de  rrateor 
de  Vjérénaire  [F.  t.  I,  515),  si  les  anciens  avaient  en  la 
moindre  notion  de  notre  procédé  graphique  de  namération. 
11  serait  instructif  de  savoir  ce  qui  a  déterminé  Archimède 
à  adopter  pour  nombre  arbitraire  dans  la  première  partie 
306=2.3M7  ;  et  dans  la  seconde  partie,  1560ar  2».3.5.13  . 
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il  y  a  été  probablement  conduit  par  quelques  ingénieuses 
considérations  d'arithmétique. 

Observation  2.  Archimède  a  donc  ramené  la  recherche  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  à  ce  problème  :  Con- 
naissant numériquement  deux  côtés  d'un  triangle  rectangle, 
calculer  les  longueurs  de  la  bissectrice  d'un  angle  aigu  et 
des  deux  segment^  formés  sur  le  côté  opposé  à  cet  angle; 
il  api^qne  successivement  cette  solution  aux  polygones  ré- 
guliers circonscrits  et  inscrits  de  13 ,  24,  48,  96  côtés.  De 
nos  jours ,  la  théorie  des  polygones  réguliers  est  un  cas  par- 
ticnlier  de  la  théorie  trigonométrique  et  forme  double  em- 
ploi dans  les  éléments  de  géométrie ,  ce  qui  n*a  rien  de  sur- 
prenant. Toute  la  science  ne  renferme  peut-être  qu'une 
dizaine  de  propositions,  mais  que  lea  auteurs  ont  le  talent  de 
présenter  chacune  vingt  fois  sous  vingt  énoncés  différents , 
ce  qni  donne  plus  d'ampleur  à  la  science  et  aux  livres. 

Observation  3.  Selon  Archimède,  n  est  compris  entre 

3  r:  et  3  — . 
71         70 

Or,  3  --  =  3, 14084  ;  3  —  =  3,14285  ;  comparant  à  la 

première  tranche  durapportdeLudolph  3,14159,  on  voit  que 
la  grande  limite  d'Archimède  est  moins  approchée  de  tc  que 
la  petite  limite.  Ainsi ,  pour  un  diamètre  de  497  mètres ,  la 
circonférence  est  comprise  entre  1561  et  1562  mètres  ;  en 
prenant  1561,  l'erreur  n'est  pas  d'un  demi-mètre;  aussi  le 
rapport  d' Archimède  suffit  dans  les  travaux  industriels ,  et 
serait  une  source  d'erreurs  dans  les  calculs  géodésiques  et 
astronomiques. 

Observation  4.  Eudoce,  dans  son  commentaire  sur  ce  livre 
d' Archimède,  dit  qu'Apollonius  a  trouvé  un  rapport  plus  ap- 
proché que  celui  d' Archimède  (voy.  page  474),  et  de  même 
aussi  Claude  Ptolomée  ;  mais ,  observe  Eudoce ,  cela  n'ôfe 
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rien  au  mérite  d'Archîmède ,  car  il  est  le  premier  qui  ait  in- 
diqué un  rapport ,  et  ce  qu'il  y  a  d-admirable ,  le  rapport  le 
plus  simple  et  nécessaire  aux  besoins  de  la  vie,  irpÀ<  xàt^  toù 

Le  rajqport  d^Âppolonius  ne  nous  est  pas  parvenu. 

Celai  de  Ptolémée  est  3,141 666fi  ;  trop  fort  à  partir  de  la 
quatrième  décimale.  Dans  sa  table  des  cordes  {Mmageste , 
Ht.  II),  il  donne  pour  corde  à  Tare  de  30  minutes  0.3l'.2ô", 

1      /31      25  \ 
c'est-à-dire  7—-  1-tt  +  -tt:]  du  diamètre;  réduisant  et  mul- 
120  \60      6O7 

lipliant  par  120,  on  trouve  le  rapport  indiqué*  car  Ptolànée 
divise  le  diamètre  en  120  parties  égales  $  chaque  partie  en 
60  primes  y  chaque  prime  en  60  secondes,  etc.^  etc.  YiètQ, 
dans  son  célèbre  mémoire  j^d  Ang%iiare$  sectùmesy  expose  le 
premier  une  suite  de  théorèmes  sur  les  cordes  des  arcs  multi- 
ples, d'où  l'on  peut  conclure  les  formules  connues  sur  les 
lignes  trigonométriques  des  arcs  multiples  ;  appliquant  ces 
théorèmes  aux  polygones  réguliers .  il  en  conclut  les  limites 
suivantes  :  3,l415926ô35  et  3,1415926537. 

(Opéra  Mathematica^  p.  392,  édit.  Schooten,  1646.) 


SOLUTION  DU  PROBUBME  90. 

PAB  M   BBHKl  F AUBB  , 

Êlév6  en  spéciale. 


\^{Fig.  59.)  Les  trois  points  GÀD  sont  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  Fangle  A.  Car  les  angles 
DAG,  FAG  étant  égaux,  et  de  plus  la  ligne  FAC  étant  droite, 
GAD  Test  aussi.  Si  Ton  joint  FB,  cette  ligne  est  perpendico- 
laire  à  GAD;  or  la  bissectrice  deTangle  A  étant  paralièlf 
à  FB,  est  aussi  perpendiculaire  à  GAD. 
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T  AL  est  perpendiculaire  à  GrC  comme  AM  à  BD.  Les 
angles  fiAL ,  CGB  étanf  égaux ,  les  triangles  60B ,  AOK 
ayant  d'ailleurs  les  angles  en  O  égaux,  il  doit  en  être  de 
même  des  angles  OBG,  et  AKO  ;  donc  ce  dernier  est  droit. 

Même  démonstration  pour  prouver  que  AM  est  perpen- 
diculaire à  BD.  • 

3°  AOsAR.  Les  deux  triangles  GBD  ,  ARD  étant  sem- 
blables, on  a  la  proportion 

(1)  BG  :  AR  ::GD:  AD. 

Les  triangles  semblables  CGF ,  CAO  donnent  aussi 

(2)  FG  ou  BG  :  AO  ::  FC  :  AC, 

mais  au  moyen  des  triangles  semblables  GFA ,  AGD  on  ob- 
tient successivement 

AD  :  AG  ::  AC  :  AF, 
d'où  • 

AD  +  AG  :  AD  ::  AC -f-  AF  :  AC, 
ou 

GD:  AD::CF  :  AC. 

Comparant  cette  proportion  aux  précédentes ,  on  en  déduit 
l'égalité  de  AO  et  AR. 

4<»  -jrr-  =  T^-^vn-  Joiguons  OR.  Le  triangle  AOR  étant 

isocèle ,  il  s'ensuit  que  OR  est  parallèle  à  GD;  donc  on  a  les 
proportions  : 

BDouAM:RD  ;:  AB  :  AO. 
GO  :  GC  ou  AL  ::  AR  ou  AO  :  AC, 

multipliant  ces  proportions  membre  à  membre 

AM  .  GO  :  RD .  AL  ::  AB  :  AC, 
d'où  AM  .  GO  .  AC  =  AL  .  AB  .  DR, 

ce  qui  revient  à  l'égalité  ci-dessus. 

Ann.ue  M\th£m  III.  40 


5*»  x^==  AU    TKT*'  Joignons  KN.  Si  Von  inscrivait  le 

AU        As>  .  ilA  • 

quadrilatère  AKIN  dans  une  circonférence  (ce  qui  est  pos- 
sible d'après  ce  que  Ton  a  tu  plus  haut)  »  Tangle  KNI  serait 
égal  à  l'angle  KAI  conoune  ayant  môme  mesure;  or  il  est 
aussi  égal  à  BLA,  donc  le  qq^drilatère  LRNM  est  inscrip- 
tible.  Traçant  la  circonférence,  les  deux  sécantes  AL ,  AM, 
issues  du  même  point  A,  donnent  le  rapport 

AN       AL  _  AC  .  GO 
AK  ■"  AM  '^  AB  .  DR, 

d'ailleurs  on  peut  aussi  le  prouver  de  la  manière  suivante  : 
au  moyen  des  triangles  semblables  AOK ,  GOB  on  a 

AK  :  GB  ::  AO  :  GO, 

et  de  même  par  les  triangles  semblables  ANR ,  DRG 
AC  :  AN  ::  DR  :  AR=rAO; 

multipliant  ces  deux  proportions  membres  à  membres ,  on 
arrive  à  la  solution. 

6""  Les  droites  AIH ,  BD  ^  GC  se  coupent  au  môme  point. 
Si  je  prouve  que  les  six  segments  AO ,  BO ,  BS ,  SC ,  GR ,  RA 
jouissent  de  cette  propriété  que  le  produit  C) 

AO  .  BS  .  RC  =  BO  .  se  .  AR, 

les  lignes  AS,  BR ,  DC  se  couperont  au  môme  point  d'après 
un  théorème  connu  des  transversales.  Or,  AO  =  AR  ;  donc 
il  faut  prouver  Texactitude  de  Tégalité 

BO.SC  =  BS.RC, 
les  triangles  semblables  GOB ,  AOG  donnent 
GB  ouAB  :  AC  ::  BO  :  AO, 
de  même  les  triangles  ARB ,  RCD  donnent 

AB  :CD  =  AR:RC  =  AO:  RC; 

(*)  La  lettre  S  manque  dans  la  figure. 
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multipliant  cesdenx  proportions  terme  à  termb ,  on  a 


ÂB*  :  AC*  ::  BO  :  RC 

or  on  a  aussi 

, 

Ib*  :  AC*  ::  BS  ;  CS. 

donc 

BO:RC  ::  BS  :GS 

et 

BO  .  CS=RC.  BS. 

Si  Ton  construisait  les  carrés  dans  le  sens  inverse  on  verrait 
que  la  même  propriété  a  encore  lieu. 

Si  Ton  prolonge  AH ,  GF ,  ED ,  ces  trois  droites  se  coupe- 
ront en  un  môme  point.  Car  soit  P  le  point  de  rencontre 
de  GF  avec  ED;  joignons  AP;  l'angle  PAF  =  CAH  d'après 
l'égalité  des  triangles  ABC ,  PAF.  De  plus  Ton  voit  que 
AP=BC  =  SH.  Si,  &u  lieu  de  carrés,  on  construisait  sur  les 
trois  côtés  du  triangle  ABC  des  rectangles  semblables,  les 
mêmes  propriétés  subsisteraient  encore. 


CONSTRUCTION  DU  RAYON  DE  COURBURE  DE  L'ELLIPSE 

^ à  démontrer), 

VAB  M.    ABML  T&AHSPH. 


On  sait  que  l'ellipse  est  engendrée  par  le  sommet  T  d'un 
triangle  TAB ,  lorsqu'on  fait  glisser  les  extrémités  de  la  base 
sur  deux  axes  fixes.  Ce  mode  de  description  est  souvent  em- 
ployé dans  la  construction  des  épures;  mais  alors  on  réduit 
le  triangle  à  sa  ligne  de  base  AB ,  en  plaçant  le  sommet  T  en 
un  poibt  quelconque  de  cette  ligné. 

Dats  tous  les  éas ,  on  sait  que  si  oh  élève  en  A  et  B  deux 
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lignes  perpeDdicuIaires  respectivement  aux  axes  directeurs, 
ces  li^es  se  rencontrent  en  O  ;  la  ligne  10  est  à  chaque 
instant  la  normale  de  l'ellipse  pour  la  situation  actuelle  du 
point  décrivant. 

Bans  tons  les  cas  aussi,  on  pourra  construire  le  rayon  de 
courbure  à  l'aide  de  la  remarque  suivante  r  Abaissez  du 
centre  de  la  courbe  (point  de  rencontre  des  axes)  une  per- 
pendiculaire sur  la  normale.  Soit  C  le  pied  de  cette  perpen- 
diculaire. Le  rayon  de  courbure  est  une  troisième  propor- 
tionnelle aux  lignes  TC  et  TO  ;  c'est-à-dire  qu'on  a 

expression  très-facile  à  construire  (*). 


QUESTION  D'EXAMENS. 

De  tous  les  triangles  inscrits  dans  une  ellipse  et  dont  un  côté 
passe  par  un  foyer ^  quel  est  le  triangle  maodmum  ? 


PAR  M.  8.  1NB8I 

ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


(  Fig,  79.)  Soient  r  F  le  foyer,  'i*'  GN  la  direction  que  doit 
prendre  le  côté  cherché ,  il  est  clair  que  la  condition  de  maxi- 
mum imposée  au  triangle  exige  que  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  M  soit  parallèle  à  la  ligne  GN. 

Soient  1<»  oX  le  diamètre  parallèle  à  la  direction  GN  ;  ^  oY 


(*)  C'est  une  belle  généralisation  du  théorème  de  M.  Dapin.  {Dé^êUppmtmU» 
de  Géoméirie,  p.  3i) ,  TO  est  égal  au  demi-diamètre  conjugué  à  celai  qui  passe 
par  T;  le  point  T  décrit  une  portion  de  droite,  lorsque  les  trois  points  A, 
B,  T  et  le  centre  sont  sur  un  même  cercle.  Le  lien  du  point  0  est  une  cireon- 
férence.  Tm. 


—  597  — 

le  diamètre  conjugué  do  précédent  ;  3o  a ,  a  les  angles  de  ces 
diamètres  avec  le  grand  axe-,  V  oF  =  c=:\/a' — 6%  on 
aura  : 

^.!r*+  b*^*  =  ^.**.*  V^^^  l'équation  de  Tellipse  ; 

VN  X  NM  sin  (a'— a)  pour  la  mesure  du  triangle  cherché. 

1®  Le  facteur  YN  sera  obtenu  en  remplaçant ,  dans  l'équa- 
tion de  l'ellipse ,  y  par  la  valeur  -: — ; r  qui  appartient  à 

oY  ;  on  a  donc  : 

6/sïn'(a'—  a) 

Si,  dans  cette  expression ,  on  remplace  db'sin(a! — a)  par 
leurs  valeurs  déduites  des  relations  connues 

a.-é^iîiîV- «)  =  «'*',     «/  =  -=^^^ ,        (A) 

c*sin  a  +  ^' 

on  obtient  la  valeur  de  YN  en  fonction  des  quantités  con- 
nues a^b.c  eiâe  l'indéterminée  sin  a , 

ab' 

VN  =  -3=5 . 

c'ma  +  b* 

2®  Le  produit  YN  sin  (a— a)  sera  obtenu  en  se  servant  de 
l'égalité 

'    Sm(a' — a) 

Cette  égalité  est  transformée  par  l'intervention  des  rela- 
tions (A)  en 

YM  sin  (a  —  a)  =  c  sina  +  r  c*sinV+^'*  i 

la  surface  du  triangle  est  donc,  après  avoir  représenté  sin  a 
parz, 
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et  on  doit  chercher  le  maximum  de  l'expressioa 

La  dérivée  est 

(cV+  b')(c  +  —£^=\  -{cz+  \/77+F)2cz 

ou  ,  après  réduction , 
c 


(C) 


(cV+6")' 


_  (_  c'z'+  è'—  cz  V/c'a'+  b") .  (D) 


Le  polynôme  —  cV+  6'—  ex  1/0*3*4-  **  égalé  à  zéro  donne 

8  OU  8ina:=db =. 

c\/3 

Or  l'ellipse  donnée  peut  présenter  trois  circonstances  : 
&<cV3,       b  =  cVl,       è>ck'3. 

l"  Si  on  a  6  <  c  k^ ,  on  c  >-  - ,  l'ellipse  est  sensiblement 

À 

allongée ,  et  la  valeur  analytique  qui  donne  le  maximum 
étant  inférieure  à  l'unité ,  Tangle  a  existe  ;  et  la  valeur  de 
siua ,  substituée  dans  la  mesure  (fi)  du  triangle,  donne  : 

4 

Or  cette  valeur  est  celle  du  triangle  maximum  général  inscrit 
dans  Tellipse  :  on  peut .  en  effet,  reconnaître  que  la  droite 
GN  est  le  côté  de  ce  dernier  triangle  ;  cette  droite,  menée 

b 
avec  rinclinaison  caractérisée  par  la  condition  sinx  =  — -z, 

partage  en  deux  parties  égales  le  demi-diamètre  conjugué  de 
celui  qui  est  parallèle  à  cette  droite  :  on  a  alors ,  en  effet , 

csina         b. 
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ou ,  par  remploi  des  relatioDS  (A) , 


'2  c  sina  =  V  c^'sin  a+b\ 

égalité  exacte ,  si  on  remplace  sina  par — y  :  ainsi  dans  les 

cV/3 
ellipses  éloignées  de  l'état  circolaire ,  le  triangle  cherché  est 

le  triangle  maximum  générai  inscrit.  La  même  circonstance 

se  reproduit  lorsque  Ton  a  6  =  c  \/3 ,  et  la  ligne  GN  est 

alors  perpendiculaire  au  grand  axe. 

2"*  Si  Ton  a  6  >  c  V^3 ,  Tellipse  donnée  se  rapproche  de 

l'état  circulaire ,   la   coqdition   analytique  du  maximum 

z  = est  étrangère  à  la  question  ;  or  le  maximum  rela- 

c|/3 
tif  est  alors  donné  p^r  la  condition  z  =  1  ou  a=:90°;  il 

suffit ,  en  effet ,  de  démontrer  que  la  fonction  (C)  croît  pour 

toutes  les  valeurs  de  z  inférieures  à  Tunité,  ou  que  la  déri-* 

vée  (D)  de  cette  fonction  reste  positive  pour  les  valeurs  z  <1 . 

Or  on  a  toujours  : 

_  cV+  b'--  cz  \/77+ïf  >  0  ,  (E) 

inégalité  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

cz  »/cV--6^<  6'—  C\'  ; 

or ,  lorsque  Ton  az<lel6>c  i/s ,  les  deux  membres 
de  cette  inégalité  étant  positifs,  on  peut  élever  au  carré ,  et 

on  a,  après  réduction  : 

3cV<Z>% 

inégalité  qui  est  vérifiée  dans  les  conditions  actuelles. 

Ainsi ,  lorsque  l'on  a  6  >  c  1^3 ,  la  droite  qui  donne  le 
triangle  maximum  relatif  est  perpendiculaire  au  grand  axe, 
et  la  mesure  de  ce  triangle  est  : 
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On  peut  d'ailleurs  démontrer  que  ce  maximum  relatir 
tend  à  devenir  égal,  mais  est  toujours  inférieur  au  maxi- 

mum  général  — z — .  En  effet,  la  condition 

c  ou  Kû'— 6'=  ou  <^ qui  correspond kb>  c\/3, 

donne  le  résultat  saivant  : 

6'=>3c', 

8a* 

on  b'  =  >  —  . 


(i+-) 


^  m 


Or ,  puisque  Von  a  e  =  ou  <  ^ ,  si  on  remplace  dans  le 

premier  membre  de  cette  dernière  inégalité -parc,  ce  pre- 

mier  membre  doit  devenir  inférieur  ou,  au  plus,  égalaa 
deuxième  ;  on  a  donc  : 


< 

\     a     / 

De]à, 


<^)  = 


'•(^)= 


ZahVz 


4 

On  pourrait  examiner  les  conditions  nécessaires  pour  que 
le  triangle  inscrit,  dont- deux  côlés  passent  par  les  foyers, 
soit  maximum  ;  mais  il  est  clair  que  ce  triangle  est  celui  que 
Ton  obtient  en  unissant  le  sommet  du-  petit  axe  aux  deux 
foyers. 

Note,  Un  polygone  d'aire  maximum  absolu ,  d'un  nombre 
de  côtés  donné,  inscrit  dans  une  ellipse ,  est  la  projection  du 
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polygone  régulier  d'un  même  nombre  de  côtés  et  inscrit  dans 
le  cercle  dont  Fellipse  est  la  projection  -,  les  côtés  du  polygone 
inscrit  dans  Tellipse  touchent  donc  une  seconde  ellipse  con- 
centrique semblable  et  semblablement  placée.  Si  le  côté  du 
polygone  doit  passer  par  un  point  fixe,  il  y  a  trois  cas  à  dis- 
tinguer; si  le  point  fixe  est  hors  de  la  seconde  ellipse,  il  y  a 
deux  solutions  ^  si  ce  point  est  sur  Tellipse,  les  deux  solutions 
se  réduisent  à  une  seule;  si  le  point  est  dans  Tintérieur  de 
l'ellipse,  le  problème  est  impossible  pour  le  maximum  absolu  ; 
mais  dans  ce  cas  la  question  peut  être  ramenée  à  la  question 
analogue  pour  le  cercle.  Tm. 


QUESTIONS  D'EXAMEN,  en  1844  (*). 


Algèbre. 

i .  Faire  voir  que  dans  l'extraction  de  la  racine  w*^« 
d'un  polynôme  entier  par  rapport  à  x,  les  degrés  des  restes 
successifs  vont  toujours  en  s'abaîssaut. 

2.  f(jc)  est  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rapport 
hjc,  lest  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion f(jc)  =  0  ;  si  dans  le  polynôme/ (x)  on  substitue  à  la 
place  de  x  une  suite  de  nombres  /',  /",  l"\  etc. ,  croissant 
et  plus  grands  que  /,  les  résultats/(/'),/ (/"),/(/'"),  etc.,  de 
ces  substitutions,  seront-ils  aussi  croissants  ? 

3.  Soient  a,  6 ,  c  les  trois  racines  de  l'équation 

jc^  —px^  -(-  ^j:  —  r  =  0. 


(*)  M.  le  professear  Léon  Anne  a  bien  touIu  nous  communiquer  ces  questions 
On  en  donnera  les  solutions  dans  le  courant  de  1845,  ainsi  que  celles  des  ques- 
tions pour  l'admission  à  l'École  normale  et  pour  Tagrégation. 


Calculer  la  somme  a- -|-6*4-^*;  celte  somme  peiit*elle 
donner  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'é- 
qUatioû? 

4.  Trouver  le  nombre  qni  substitué  à  la  place  de  x  rend 

tjx 1        5x-4-3 

à  la  fois  les  deux  fractions  — - —  et   ———entières;  peut- 
on  voir  à  priori  que  le  problème  est  impossible? 

5.  Un  nombre  peut-il  être  à  la  fois  un  quarré  et  un  cube 
parfait ,  sans  être  une  sixième  puissance  ? 

6.  Discuter  par  la  résolution  directe  et  par  le  théorème 
de  M.  Sturm,  Téquation  tfjc**+ ^•^*+^  =  ^-  Montrer 
l'identité  des  conséquences  de  ces  deux  modes. 

Géométrie  analytique. 

i .  Conditions  pour  que  les  deux  tangentes  menées  d'an 
même  point  à  une  parabole,  soient  égales/ 

2.  Étant  donnés  en  grandeur  et  en  direction  les  axes 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  déterminer  graphiquement 
en  grandeur  et  en  direction ,  et  sans  tracer  la  courbe ,  un 
système  de  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle 
donné. 

3.  On  mène  à  une  paraboje  une  suite  de  cordes  parallèles 
que  l'on  partage  dans  un  rapport  donné ,  trouver  le  lieu  des 
points  de  division. 

4.  Trouver  le  lieu  de^  centres  des  cercles  tangents  à  uoe 
parabole  et  à  sa  directrice. 

5.  Le  point  de  division  d'une  droite  de  longueur  (a-{'b) , 
qui  glisse  dans  un  angle  droit,  décrit  une  ellipse  dont  les 
axes  sont  2a,  26;  en  quelle  position  cette  droite  est-elle 
tangente  à  cette  ellipse  ? 

6.  D'un  point  donné  mener  à  une  parabole ,  une  sécante 
dont  la  corde  d'intersection  soit  d'une  longueur  donnée ,  et 


trouver  le  liq^  da  soiqiiiçt  d^  l'angle  circooacrii  à  cette  pa- 
rabole et  ayant  qett^  corde  pour  Cprde  de  contact.  . 

7.  Trpa^er  le  lieu  desnulieui  des  tangentea  à  une  conlqup 
tenninée^  au  point  de  contact  et  à^  l'axe. 

8.  Déterminer  .ui^e  ellipse  passant  par  un  point  donné 
d'une  hyperbole  et  ayant  les  mêmes  foyers  qii'eUe,    . 

9.  Sur  le  grand  axe  d'une  ^ellipse,  et  des  deux  côtés  du 
centre ,  on  prend  des  distances  égales  à  une  longueur  don- 
née, exprimer  la  somme  des  distances  de  ces  deux  points  à 
un-point  quelconque  de  l'ellipse  ;  conditions  pour  que  cette 
somme  soit  rationnelle. 

10.  De  ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  quarrés  de 
deux  demi-diamètrés  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole ,  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différenrc  des  quarrés  des  axes , 
peut-on  conclure  que  ces  diamètres  sont  conjugués? 

De  ce  que  la  surface  d'un  parallélogramme  circonscrit  à 
une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  est  équivalente  à  la  surface 
du  rectangle  des  axes ,  peut-on  conclure  que  les  côtés  de  ce 
parallélogramme  sont  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués  ? 

11.  Déterminer  graphiquement  et  par  l'analyse  une  para- 
bole tangente  en  deux  points  donnés  à  deux  droites  données. 

12.  En  quel  point  de  l'ellipse  la  tangente  fait-elle  avec  le 
rayon  vecteur  mené  au  point  de  contact  un  angle  de  45°? 

13.  Trouver  sur  la  circonférence  d'une  ellipse  le  point 
le  plus  éloigné  de  l'extrémité  du  petit  axe. 

Remarquer  pour  la  discussion  qu'il  faut  non-seulement 

que  l'ordonnée  du  point  soit  réelle ,  mais  encore  qu'elle  soit 

plus  petite  que  b. 

Statique. 

1.  Lieu  des  centres  de  gravité  des  parallélogrammes  con- 
struits sur  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipsi»  ou  de  l'hy- 
perbole. 
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2.  En  appuyant  la  pointe  d'un  crayon  contre  un  fil  dont 
les  deux  extrémités  sont  fixées,  le  crayon  décrit  une  dlipse; 
quelle  est  en  chaque  point  de  la  courbe  la  tension  du  fil,  et 
en  quel  point  est-elle  la  plus  grande  ou  la  plus  faible  ? 
Trouver  le  lien  décrit  par  le  centre  de  gravité  du  fil. 

3.  Trouver  la  résultante  de  deux  forces  concourantes  ; 
mais  dont  on  n'a  pas  le  point  de  rencontre. 

4.  Trouver  les  tensions  horizontales  de  deux  clous  aux- 
quels est  attaché  un  cordon  tendu  à  angle  droit  par  une 
force  verticale. 

Géométrie  descriptive. 

1 .  Étant  donnée  la  projection  horizontale  d'un  point  d'uoe 
surface  cylindrique  à  base  quelconque,  trouver  la  projection 
verticale. 

2.  Plan  tangent  à  la  sphère  en  un  point  de  cette  surface, 
donné  en  projection  horizontale. 

3.  Construire  un  trièdre  dont  on  donne  un  angle  dièdre, 
et  les  deux  faces  qui  le  comprennent  ;  une  des  faces  est  un 
angle  droit. 

4.  Construction  des  polyèdres  réguliers. 

5.  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre. 

6.  On  donne  un  plan  et  la  projection  horizontale  d'une 
droite;  déterminer  sa  projection  verticale,  connaissant 
Tangle  que  cette  droite  fait  avec  le  plan. 
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plus  petite  aire.  :j    * 

30  Trouver  dans  la  parabole  4a  normale  qui  intercepte  le  plus  p^tit  arc. 
40  Trouver  dans  Pellipse  la  normale.qui  intercepte  le  plus  petit  afc. 
50  Parmi  tous  les  triangles  de  même  périmètre  et  de  même  surface  trou>  . ... 
.  ver  celui  dans  lequel  la  distance  entre  les  centres  de  gravité  du  péri-  .  .  . 

mètre,  et  de.  la  surface  est  maxii^um,,, et  celui  dans  lequel  la  même 
-  distance  est  minimiHBr 
Cet  article  est  la  suite  de  celui  p.  417,  t.  II;  par  M.  Ossian  Bonnet.    ...      64 
Quadrature  de  la  courbe  y^  -»  ^^  —  x^^  pat^M.  Ossian  Bonnet.    ....      7^ 
Note  sur  une  nouvelle  méthode  de  géométrie  analytique,  par  M.  Finck.    147 

Suite .  (h4  :  méïfkB  article. ;.....,. »    i<^\ 

Suite  du  même  article. '.    .    .    .    .    ....    .  .  .573 

Théorie  des  intersi^^i^^  successives  d9  droites,  représentées  par  une 

équation  contenant  une  variable  ;  par  M.  Desmarest.    . 154 

Théorie  des  enveloppes  d'une  droite  inscrite  dans  un  angle  rectiligne  et 

conséquencespour  les  courbes  en  général,  par  M.  Terquem.    .    «    .    ,  .452 
Note  sur  les  intersections  successives  des  cordes  de  contact  des  tangentes. 

menées  de  chaque  point  d'une  courbe  à  une  seconde  courbe;  donnée  par. 

M.  Desmarest 220 

Limites  du  périmètre  d'une  ellipse  ^  (a +6)  et  ^kJZ  (a^+ 6^)  et  recti- 
fication de  la  cycloïde ,  par  M.  Peyronny '^ 232 

Note  sur  le  folium  de  Descaries ,  par  M.  Midy 293 

Note  sur  cet  article,  par  M.  Tecquem.  ...  - 30i 

Hexagone  de  Pascal,  par  If.Roguet. 3o4 

Démonstration  des  deux  propriétés  fondamentale»  des  diamètres  conju- 
gués dans  les  coniques  d'après  Apollonius ,  par  M.  Terquem.    ....  Z4ÊaM 

Construction  géométrique  du  rapport— ,  par  M.  Peyronny 371 

Théorie  des  foyers  d'après  Apollonius,  par  H.  Terquem 412 

Relations  d'identité  et  équations  fondamentales  relatives  aux  courbes  du 

second  degré  («o«r  L II ,  p.  532) ,  par  M.  Terquem 4i6 

Suite  du  même  article ^ 5io 
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Note  ttur  les  courbes  parallèles  à  Tellipse ,  par  M.  Breton  (de  Champ).  .    .    44*^ 

Note  sur  cet  article,  par  M.  Terquem 454 

Si  deux  clrconférefoces  se  touchent  Intérieurement  en  un  point  fixe,  si  Tune 
a  un  rayon  constant  et  l'autre  un  rayon  variable,  du  centre *dc  simlHtade 
autre  que  le  point  de  contact  on  mène  le  rayon  moyen  de  la  circonfé- 
rence variable  ,  son  extrémité  est  constamment  sur  une  ctssolde  {voir 

t.  Il,  p.  488);  parM.MarcoQ .    472 

Propriétés  des  arcs  semblables  d'une  conique,  théorèiiles  de  M.  QiaBles; 

par  M.  Terquem .'.'..:'.    5o6 

Note  sur  les  courbos  on  le  rayon  de  courbure  à  un  rapport  constant  avec 
la  partie  de  la  normale  iatercfipté«  entre  la  courbe  et  une  droite  fbie  «  par 

M.  Farcy " 528 

Note  sur  la  construction  des  racines  de  l'équation  complète  du  quatrième 

degré,  par  M.  Gérono .    .   S33 

Note  sur  la  toroïde,  par  M.  Catalan ■...:.....    555 

Quadrature  de  l'hyperbole ,  par  M.  Prudot 565 

Démonstration  d'un  théorème  de  Newton,  par  M.  Terquem.  :'.    .    .    .  :.    580 

VZZ.  Géométrie  analytique  &  trois  dimenaiona. 

Mener  une  sphère  tangente  A  quatre  Sphères  données ,  parM.  Areaa  Trobert.  ioi 

Note  relative  à  cet  article,  par  M.  Terquem '."  ;    .    .   .  no 

Note  sur  un  mode  particulier  de  description  des  lignes  et  des  surfaces  &a 

second  ordre,  par  M.  Breton  (de  Champ). 289 

Ain  de  l'ellipsoïde  allongé  {voir  1. 1 ,  p.  480) ,  par  M.'Peyronny 46« 

Note  relative  à  cet  article,  par  M.  Terquem 470 

Note  sur  l'expression  analytique  de  la  plus  courte  distance  d'un  point  A  ' 

une  droite  ou  d'un  point  à  un  plan ,  par  M.  E.  Prouhet.  .    .                .  548 

VnX.  Btatiqae. 

Considérations  sur  les  premiers  éléments  de  la  statique,  par  M.  Breton  ■ 
(de  Champ) 14 

Déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  surface  totale  d'un  tronc  de  cône  droit 
&  bases  parallèles,  par  M.  Huet ...<..     24 

Si  plusieurs  forces  sont  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les 
feôtés  d'un  polygone  plan  ou  gauche,  etsl  de  plus  elles  àgissettldahs  le 
même  sens,  elles  se  réduisent  à  un  couple;  par  H.  Huet.  '.     ....    167 

Note  sur  cet  article,  par  H.  Terquem.    ...-:' t68 

SOLUTIONS  DES  QUESTION?  PROPOSEES  DANS  CE  VOLUME. 
Z.  Algèbre  élémeiitaire. 

Quel  est  le  nombrede  permutations  de  niettres  a,b,e,d,...  où  aucune  leUre 
|L    n'est  A  sa  place  ft  III,  p.  25«) ,  par  M.  Coupy. 4o4 

II.  Algèbre  supérieure. 

Soit  l'équation  oc*  +  Zpx*  +  Zqx  +  r-=0;  faisons  A  —  J/p*— ç.  Si  les  trois 
racines  sont  réelles,  elles  sont  comprises,  la  première  entra  •— p — 2A 
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et  — p— A,  la  seconde  entre ~p— A  et  ^p+A,  et  la  troisième  entre 
— p-l-A  et  — p-f  2A  :  s'il  n'y  «  qu'une  racine  réelle,  elle  ne  tombe  jamais 
entre  — p— 2A  et  — P+2A  (t.  U,p.  327);  parM.  Faure I70 

XXI*.  Mométrie  élémcnUâre> 

Étant  donné?  les  milieux  ^es  côtés  d'un  polygone  convexe  d'un  nombre 
impair  de  côtés ,  déterminer  ses  sommets  en  faisant  seulement  usage  du 

compas(t. II,p.4i6),parM. A. Prouhet. •    .    .     ig 

Quatre  points  (o,  s,  o',  f*)  étant  placés  harmoniquement  (o«  :  &s  ::  ««'  :  o't') 
sur  une  droite  (PQ)  ;  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  conju- 
gués (o,  </)  coupe  ortbogonalement  la  circonférence  décrite  sur  la  dis- 
tance des  deux  autres  points  conjugués  (s,  if)  comme  diamètre  (t.  il, 

p.  327),  par  M.  Colombier.    . 22 

Note  sur  la  recherche  du  nombre  ic,  par  M.  Farcy 582 

Note  sur  le  môme  sujet,  par  M.  Terquem.    ...» 582 

Note  sur  le  rapport  d'Archimède,  par  M.  Terquem 586 

VXs  Géométrie  analytique  k  deosr  dimensiotts. 

Un  triangle  rectangle  ayant  pour  bypoténnse  la  corde  d'une  cunique  et 
pour  sommet  un  point  Qxe  danstle  plan  de.  la  conique,  Tenveloppe  4é 
l'hypoténuse  est  une  seconde  conique  donjt  un  d«fi  foyers  est  le  point  llx? 

(t.  Il,  p.. 328),  par  M.  Mathieu  (Auguste). ....../ ;^    I2i 

Note  relative  À  cet  article,  par  M.  Terquem. -  .  . .    .•.;.■   124 

Le  lieu  des  sommets  des  paraboles  ayant  un  foyer  commun  et  un  point; 
commun  est  une  épicycloïde  engendrée  par  un  point  d'une  circonférence, 
roulant  sur  une  circonférence  de  même  rayon  (t.  III,  p.  40),  -par 

M.  Gougis 124 

Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  commune  et  une  corde 
commune  parallèle  à  cette  tangente  (t.  I,  p.  519),' par  M.  Vidal.    .    .    .    172 

Note  relative  À  cet  article,  par  M.  Terquem •    •    ...    176 

lo  On  fait  tourner  l'angle  6  de  manière  que  ses  côtés  soient.toujours  tanr 
gents  à  une  section  conique.  Quel  est  lo  lieu  décrit  par  un  point  quel- 
conque du  plan  de  l'angle  ?2o  On  fait  tourner  une  sectipn  connue,  de  sorte 
qu'elle  touche  constamment  les  Awx\  côté^  de  l'angle  ^  Quel  «est  le  lieu 
décrit  par  un  point  de  la  courbe?  Indiquer  unç  équation  qui  puisse  ré- 
soudre à  la  fois  les  deux  questions.  Faire  des  appMcati^^ns  é  dés  cas  par- . 

ticuliers(t.  II,p.  454);parM.Rispal 226 

Lieu  géométrique  d'un  point  du  grand  axe  d'une  ellipse  qui  se  meut  en 
restant  toujours  tangente  à  deux  droites  fixes,  par.M.  Fermier.    .    .    .    352 

Note  par  H.  Terquem.  .    , .   '. 359 

Rectification  d'une  équation  de  cet  article 43$ 

Par  le  foyer  d'une  parabtfle  on  mène  un  Tayon  vecteur  queleonqo»  et  une    - 
perpendiculaire  A  ee  rayon  ;  puis ,  ssr  ces  deux  droites  comme  côtés  et 
avee  la  nomaie  au  point  pris  sur  la  parabole  conàmé  diAgodfeilé ,  on  con- 
struit un  rectangle.  Quele^tle  lieu  du  sommet  opposé  au.. foyer  (t.  I, 

p. 519),  parM.  Faure.   '.'    .    .  '.'  ; 36s 

Soit  ABG  un  triangle  inscrit  dans  une  conique,  soit  menée  une  droite  quel- 
conque parallèlement  A  la  tangente  qui  passe  par  A.  Ce  point,  le  milieu 
de  la  portion  de  la  parallèle  intercepiée  entre  les  côtés  AB,  AG  ei;  le 
pôle  P  du  côté  6C,  sont  sur  une  même  droite  (t.  I^  p.  39&),  par 

M.  Georges  Ritt ,    ...    391 

Construction  du  rayon  de  courbure  d'une  ellipse ,  par  M.  A.  Tranaon..  ..    .    595 
triangle  maximum  inierit  dans  une  ellipse,  par  M.  Desmarels.    .    .    .    .    a9*> 
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QUESTIONS  D'EXAMEN. 

I.  Algèlnre  élémentaîre. 

Pag. 
TrouTer  sur  la  droite  ÀB  qai  unit  deux  points  lumineux  A ,  B  le  point  le 

moinséclairèpar  ces  deux  lumières,  par  M.  Gérono m 

Note  relatiTO  à  cet  article ,  par  M.  Terquem ii5 

Note  relative  à  une  multisecUon  du  cube,  par  M.  Deladèréère 23i 

lo  Do  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  polynôme  du  degré 

7m  en  facteurs  du  troisième  degré. 
2»  Combien  peut-on  former  de  mots  composé»  de  Z  consonnes  et  2  Toyelles 

(  les  3  consonnes  ne  pouTani  être  écrites  à  la  suite  Tune  de  l'autre)  arec 

les  19  consonncff  et  les  s  voyelles  de  notre  alpbabet. 
3«  Combien  y  a-t-il  de  nombres  différents  dans  la  table  de  Pylhagore?  par 

M.Guilmin 307 

ZI.  Algèbre  supérieure. 

Exposer  d'une  manière  concise  \i  théorie  des  racines  égales  et  la  méthode 
que  Ton  en  tire  pour  mener  les  tangentes  aux  courbes  algébriques  (Con- 
cours général ,  année  i843,  prix  d'honneur  des  sciences),  solution  cou- 
ronnée, de  M.  Roger .    .    •    .     si 

Condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  complète  du  troisième  degré, 
parM.  Tarnier i6i 

Note  relative  à  cet  article,  par  M.  Terquem 104 

Condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré, 
par  M.  Desboves. 387 

Note  relative  à  cet  article,  par  M.  Terquem .390 

IIZ.  Géométrie  élémentaire. 

Trouver  le  volume  d'un  segment  sphériqne  A  une  base  en  fonction  du 
rayon  r  de  la  base  du  segment  et  de  sa  hauteur  A,  connaissant  le  volume 
de  la  sphère  et  sachant  que  cette  fonction  demandée  est  entière  par  rap- 
portiret  A,parM.  Lionnet 93 

Surfaces  et  volumes  engendrés  par  les  polygones  réguliers  tournant  autour 
d'une  perpendiculaire  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  mené  par  le 
sommet  auquel  aboutit  ce  diamètre ,  par  M.  Huet  (Voir  t.  II ,  p.  35S).  .    .   36i 

Suite  du  même  article 393 

TV,  Géométrie  analytique  &  deux  dtmensiooa. 

On  donne  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  AB  est  l'axe  transvene  etF  un 

foyer.  Par  le  sommet  A  le. plus  voisin  de  ce  foyer,  on  mène  lue  droite 

quelconque  qui  rencontre  la  courbe  au  point  C  et  on  la  prolonge  chme 

AD 
quantité  CD  telle  que  le  rapport—  soit  constamment  égal  au  rapport 

donné  -  ;  puis  on  tire  les  droites  6G  et  FD  qui  se  rencontrent  au  pointE. 

Cela  posé  on  demande  la  courbe  que  décrit  le  point  E  quand  la  droite  AD 
prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du  sommet  A. 
On  examinera  comment  il  conviendrait  de  modifier  l'énoncé  du  problème 
dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  serait  une  parabole  ayant  son  sommet 
en  A  et  son  foyer  en  F.  Que  deviendrait  alors  l'équation  du  lien  gèomé- 
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trique  demandé?  (École  normale,  1. 1,  p.  393^  par  M.  Marcou 201 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  intérieurs  A ,  B,  ces  points  étant  consi- 
dérés comme  des  billes  infiniment  petites  et  la  circonférence  comme  une 
ligne  matérielle  parfaitenAetit  élasti(}ué  :  on  propose  de  déterminer  sur 
cette  circonférence  (billard  circulaire)  un  point  D  tel  que  la  bille  A,  diri- 
gée vers  D ,  re?ienne  en  B  «prés  s'élre  réfléchie  sur  la  circonférence,  par 
M.  Gerono 242 

Trouver  les  éléments  d'une  niche  cylindrique  dont  la  surfacis  et  la  capacité 
sont  données; vérifier  parla  géométrie  la  discussion  algébrique,  par 
M.Anne 278 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  sa  circonférence,  on  décritun  cercle 
tangent  à  cette  courbe  en  ce  point  et  l'on  mène  au  cercle  et  A  l'ellipse  deux 
tangentes  communes,  autres  que  celles  qui  toucheraient  les  deux  courbes 
au  point  A  donné.  On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point 
d'intersection  de  ces  deux  tangentes,  quand  on  fait  varier  le  rayon  du 
cercle? 

Si  l'on  représente  l'ellipse  par  l'équation  ^  +       n.  1,  on  pourra  si  Ton 

veut  exprimer  les  coordonnées  du  point  A  en  fonction  d'une  seule  con- 
stante 9,  de  cette  manière  jc— a  sinç,  y»6  cosç  (  Concours  général  ,1 

1844);  parM.Serret 435 

Note  sur  cette  question ,  par  M.  Terquem 43i 

Solution  couronnée  de  ce  problème,  par  M.  Mesnard 489 

Solution  purement  géométrique  de  ce  même  problème,  par  M.  Gérono.  .  495 
Une  corde,  dans  une  conique,  étant  vue  d'un  foyer  sous  un  angle  constant, 
trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  des  tangentes  me- 
nées par  les  extrémités  de  la  corde  (composition  écrite),  par  M.  Cboquet.  43» 
Par  un  point  0  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  B  A  d'un  cercle ,  on 
mène  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  le  cercle  en  deux  points  M,  M', 
et  de  ces  points  on  mène  au  centre  G  deux  rayons  MC,  M'C.  Prouver  que 

le  produit  de  tang  -MCA  par  Uing  2  M'CA  e8tGonstant,queUequesoitla 

direction  de  la  sécante  (Concours  général,  1844,  mathématiques  .élé^ 

mentaires).  Solution  purement  géométrique,  par  M.  Gérono 503 

Questions  d'examen,  en  1844 601 

V.  Physique^ 

Théoriedes  vapeurs,  par  M.  Mathieu  l)auriac 127 

Loi  du  refroidissement.  —  Loi  de  Newton.  —  Loi  de  Petit  et  Dulong  dans 

levide;  parM.  Sahuqué 195 

Statique  appliquée  au  magnétisme,  moyen  de  corriger  le  défaut  de  centrage 
des  boussoles  d'inclinaison,  par  M.  Bary.  .' 257 

VZ.  Analyses  d'ouvrages. 

Développement  sur  plusieurs  points  de  la  théorie  des  perturbations  des 
planètes  de  M.  Leverrier,  par  M.  Terquem.   .    .    .  ' 94 

Éléments  d'arithmétique  et  d'algèbre  à  l'usage  des  écoles  royales  de  navi- 
gation de  M.  C.  Fournier,  par  M.  Terquem •    .    138 

Programme  développé  d'un  cours  d'arithmétique  élémentaire  renfermant 
outre  les  questions  nécessaires  A  tout  examen,  des  ubleaux  comparatifs 
des  anciennes  et  nouvelles  mesures  et  du  calcul  des  intérêts,  de  H.  Cas- 
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teinau;  par  M.  GeroDO 2S3 

Éléments  de  géométrie  de  M.  Catalan,  par  H.  Thibault 378 

VU.  BlAtièMf  diverses. 

Notice  biUiographiqae  sur  Apellonivs ,  par  M»  Terquem.    .    .    ....   350 

Suite  du  même  article 474 

Vltt.  Théorèmes  et  problèmes  non  résolus. 

T.  m,    p.    40  —  81,  «2, 

p.  194  —  83, 

p.  256  —  84,  86, 

p.  876  —  87,  88,  89, 

p.  424  —  90. 
Questions  proposées  au  concours  d'agrégation  pour  les  sciences  mathé- 
matiques  • 5l€ 

Composition  de  mathématiques  pour  l'admission  à  l'école  normale.  ...    576 


ERRATA. 


1 

TOME  I.  {Second  supplément.) 

Page  398,  ligne  14*  eu  descendant,  64t  Usez*  68. 

Page  490,  ligne  i3,  en  descendant,  ihy  +/*,  Uiez  :  ^k*y  4-  /". 

Page  494»  ^>Sï»è  to,  en  descendant,  sin*^,  lirez  s  sîti*>. 

TOME  ÏI.  {Supplément). 

Page  110,  ligne     5,  en  remontant,  AC,  lisez:   AB. 

Page  123,  ligne  20,  en  descendant,  s'y  trouve  cependant , /hm  ■- 
s'y  retrouve  cependant. 

Page  227,  ligne  12^  en  remontant,  après  les.  mots  sont  rectangu- 
laires, ajoutez:  et  la  somme  |'-f  y^  est  consta&te. 

Page  236,  ligne    4»  «"  remontant,  vous  en,  Usez  :  en. 

Page  3x3,  ligne  ii,  en  remontant,  jr=r  fsin*4>,  lisez  .-jr^-^hinr- 
Page  406,  ligne    2,  en  descendant,  lisez  :  effacez. 

Page  4^6,  ligne    9,  en  descendant,  cos  y,  lisez  ;  cos  9. 

Page  4^4'  ligne  i3,  en  descendant ,  point ,  ajoutez  :  qaelconqoe 
du  plan. 

Page  548,  ligne  dernière^  en  deficençUnt,  rayon  de  )a ,  ty'ouue  • 
sphère. 

Page  5^. ligne  32,  ea  remontant.  Courrier^  lisez  s  Coarier. 

Page6€o,'4i^e  19,  efoivetopontant,  5iOt  lisez  *  5i^. 
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Page     2%  ligne  17,  en  descendant,  Lilatte,  lisez  t  Pilatie. 

Page  4o*  ligne  dernière,  en  descendant,  expliuer,  lises  :  eupU- 
quer. 

Page    58,  ligne  11,  en  descendant, /(»»-^),  lises  .•  /*»-*(a). 

Page    77,  ligne  11,  en  remontant,  — i,  lisez:  i. 

Page    85,  ligne  10,  en  descendant,  11^  lises  pmrtout  A'„ 

Page  1 16,  ligue    6,  en  descendant,  BE,  lises  :  BD. 

Page  116,  ligne  10,  en  descendant,  BG,  lises:  fiD. 

Page  i47t  ligne  a,  en  remontant,  équation,  ajoutes  :  du  second 
degré. 

Page  216,  ligne  10,  en  remontant,  h-\-p,  lises  :  b=zp. 

Page  219,  ligne     2,  en  descendant,  i358,  lises  t  o56. 

Page  23a,  ligne  10,  en  remontant,  cycloïde,  ajoutes  :  ]probléme. 

Page  1x56,  ligne  10,  en  remontant,  Fodot,  lises  *  Faadot.. 

Page  268,  ligne  12,  en  remontant,  fig.  i,  lises:  fig.  3i 

Page  317,  ligne    7,  en  descendant,  Fink,  lises  s  Finck. 

Page  324,  ^ernière  ligne,  en  descendant,    1760,  lises  :  +  760. 

Page  34a,  ligne  12,  en  remontant,  effaces  :  est. 

Page  406,  ligne    2,  en  descendant,  supprimes  :  et. 

Page  4x4>  ligue  II,  en  descendant,  ils  désignent, ^ùe^  .-il  désigne. 

r.        ,   ,    ,.  ^  ^      AB    ,.         AB       DR 

Page  424,  ligne    6,  en  remontait,  ~,  lisez:  -r^X  ^. 

,,        ,  ^  AK       AC    ,.         AK        AC    GO 

Page  4^6,  en  remontant,  ^  =  ^  ^  l^ses  .._=_._. 

Page  575,  première  ligne,  en  remontant,  trois,  lis£s  :  trans-. 
Page  575,  ligne    6,  en  remontant,  a^rf,,  lises  :  a^d^, 

FIGURES. 


Fig.   i5,  H',  lises  partout  A'. 
Fig    iG,  la  lettre  b  est  omise. 
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dans  les  tomes  I ,  II  et  III. 


NO.  Tone.  Hge. 


AuMin. 


31 
32 
33 
34 
35 
36 
36 
37 
38 
39 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 


I 

id, 
id. 
id. 


3     id. 

4 

6 
7 


II 
1 

id. 

id 

id. 

9     id. 

10  id, 

11  id, 

12  id. 
1  id. 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

2S 
24 
25 
26 
27 
28 
29      I 


II 
id. 
id. 
id. 

id. 
II 


30     t 
I 

III 
II 


II 

I 

II 
II 
II 
111 

m 
II 
II] 


138 
147 
311 
142 
429 
268 
57 
243 
143 
139 

236 
148 
265 
428 


p.  57 


Rougeviti. 

R6dactearfl. 

Groul  de  Sainl-Paer. 

Huet. 

Vidal. 

Terquem. 

Pury. 

Merlieux. 

Levylier. 


Beausacq. 
Gérono. 
Merlieux. 
Louis  Roux. 


id.     470     Bertot. 
id.     240     Merlieux. 


43 
422 
360 
471 

357 
508 

856 
345 
474 
282 
115 


237 
507 

511 
312 
496 


172 
365 
365 


Vidal. 

Louis  Roux. 
Merlieux. 
Merlieux. 

Pury. 
Vachette. 

Pury. 
Vachette. 
Roche. 
Peyronny. 
de  Sailly. 


p.  59 
p.  122 


p.  246 


p.  394 


Yvon  (Louis). 
Vachette. 

Vachette. 
Breton  de  Champ. 
Vidal. 
RitL 


Vidal. 
Vidal. 
Faurc. 


p.  519 


H 
II 


M*.  Ton 


244     Roche. 
145     Vidal. 


37     Roche. 


Ht 
H 
III 


p.  48,  t.  Il 


.  p.  96 

19     Proahet.     p.  1 37,  LU 
314     Merlieux.       228 


226     Rispal.  32(> 

68     m       22     Colombier. 
69 

70 
71 
72 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
.81 
82 
83 
84 
85 
85 
87 
88 
89 
90 


m 

II 
III 
111 


m 


m 


III 


170  Faure. 

468  Colombier. 

76  Arcas  Trèbert. 

121  Mathieu  (Auguste). 

p.  416 
226       Rispal.         p.  454,  t.  Il 

p.  40,  t.  III 


Coupy  (Emile). 


p.  194 

256 


376 
id. 
id. 


Faure.        p.  592. 424 


PARIS.  -  IMPRIMERIE  DE  FAIN  ET  THUNOT, 

IMPRIMEURS    DB    L'UNIVERSIT<    BOYALB    DE    FRA2ICR 

Rue  Racine,  28,  prés  de  rOdéou. 


Fiq^.jC). 


Y 

1 

^ 

T 

V 

0 

\ 

Y       X 

/.fmmttrr  reu/o. 


.  I omt.'^ttnMa/rj'  t/r 


n.2 


1) 
1»' 

FiQ 

l'K' 

o'     jS 

Û 

\r 

s 

sf/-      K    " 

D' 

\ 

\    •*' 


r,\t..2. 


-  62i  - 

QUESTIONS  RÉSOLUES  ET  NON  RÉSOLUES 
dans  les  tomes  I ,  II  et  III. 


N».  Tome.  Hge. 


N^.  Tome.  Page. 


1 

] 

138 

Rougevih. 

p.  57 

46 

2 

id. 

147 

R6dactearfl. 

47 

2 

id. 

311 

Groul  de  Sainl-Paer.  i 

.48 

3 

id. 

142 

Hoet. 

48 

3 

id. 

429 

Vidal. 

49 

H 

244 

Roche. 

4 

II 

1 

^68 
57 

Terquem. 

50 
51 

II 

145 

Vidal. 

6 

id. 

243 

Pury. 
Merlieux. 

52 

7 

id 

143 

53 

8 

id. 

139 

Levylier. 

54 

II 

37 

Roche. 

9 

id. 

55   • 

10 

id. 

236 

Beausacq. 

56 

11 

(d. 

148 

Gérono. 

57 

12 

id. 

265 

Merlieux. 

p.  59 

58 

p.  48,  t.  Il 

1 

id. 

428 

Louis  Roux. 

p.  122 

59 

2 

60 

3 

id. 

470 

Bertot. 

61 

4 

62 

p.  96 

5 

id. 

240 

Merlieux. 

63 

Ht 

19 

Prouhet.     p.  137, 1. 11 

6 

64 

H 

314 

Merlieux.       228 

7 

Il 

43 

Vidal. 

65 

III 

226 

Rispal.            326 

8 

id. 

422 

Louis  Roux. 

66 

23 

id. 

360 

Merlievx. 

p.  246 

67 

24 

id. 

471 

Merlieux. 

68 

III 

22 

Colomhier. 

25 

• 

69 

26 

id. 

357 

Pury. 
Vachelte. 

70 

27 

II 

508 

71 

m 

170 

Faure. 

28 

72 

II 

468 

Colooihier. 

29 

I 

S56 

Pury. 
Vachette. 

72 

lit 

76 

Arcas  Trebert. 

30 

! 

345 

73 

III 

121 

Mathieu  (Auguste). 

31 

I 

4T4 

Roche. 

p.  394 

74 

32 

III 

282 

Peyronny. 

75 

p.  416 

33 

11 

115 

de  Sailly. 

76 

34 

77 

m 

226 

Rispal.       p.  454,  t.  II 

35 

78 

36 

II 

237 

y  von  (Louis). 

79 

36 

I 

507 

Vachette. 

80 

p.  40,  1. 111 

37 

.81 

38 

II 

511 

Vachette. 

82 

39 

H 

312 

Breton  de  Champ. 

83 

p.  194 

39 

II 

496 

Vidal. 

84 

256 

40 

III 

Ritt. 

85 

III 

Coupy  (Emile). 

41 

85 

42 

III 

172 

Vidal. 

p.  519 

87 

376 

43 

11 

365 

Vidal. 

88 

id. 

44 

m 

365 

Paure. 

89 

id. 

45 

90 

111 

Faure.        p.  592.  424 

PARIS.  -  IMPRIMERIE  DE  PAIN  ET  THUNOT, 

IMPRIMBURS    DE    L'UNIVSKSITÉ    ROYALE    DE    FRAKCR, 

Rue  Racine,  28,  prés  de  TOdéon. 


Niftrv.     anftétM 


Pl.l. 


Fio».J2. 


Y 

// 

1 

y 

\  \  / 

V 

0 

X     ' 

'  fcit/p. 


.VfU/tf.  ê/futn/rj'  é/in 


;^ 


Vmevf^an^mi* 


PI  5. 


Fiqi^.;H). 


Fi  i^.  5i . 


( 

Kig 

1 

4 

• 

0 

^ 

0 

i 

-\ 

n 

1 

/ 

^-^ 

B 

E 

i 

^ 

[            f 

f       0 

M/ 


C        I 

N 


t 


.Vottof^tinnti/fs  i/r  AfathV^ Tome 

.'J. 

n.7. 

^ 

z 

\ 

\ 

\ 
\ 
\ 

\ 

iq;.— . 

"" 

K.            1) 

H 

"^^,^ 

1 

1 

' 

0 

A        ( 

(.          Il          H 

X 

Y 

KiQ'.-a. 

I)           ^ 

1 

, 

, 

♦ 

w 

A 

( 

) 

: 

I 

■ 

^' 

X 

1 

'ijjj.-g. 

^V 

k' 

>c^ 

^  > 

/Nf 

\^ 

-A 

/      Y.."^^^'''^^           ^ 

x.--- 

y 

^ 

*'^f^^~^--_          ^..-^ 

^ 

à 

.Voitof^ti/i/ta/rjc  tfv  Afathf^ Toim'  'i 


1 


i 


